Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

F. A. XamoØn, E. N. Xubabko

OB ODNOM KLASSE GOLOMORFNYH V KRUGE FUNKCI`

Pust~ D – ediniqnyæ krug na kompleksnoæ ploskosti C, α – neotricatel~noe qislo. Oboznaqim qerez N_α(D) klass golomorfnyh v D funkciæ f, dlØ kotoryh T (r, f) ≤^{cf}_{(1−r)α} , r ∈ (0, 1), gde T (r, f) – harakteristika R. Nevanlinny funkcii f (sm. [1]).

Oqevidno, qto N_0(D) = N(D) sovpadaet s izvestnym klassom Nevanlinny funkciæ ograniqennogo vida. HarakterizaciØ kornevyh mnoßestv i faktorizacionnoe predstavlenie klassa N_α(D) (α > 0) poluqeny v rabote avtorov [2]. V qastnosti, v [2] ustanovleno sledu¸wee utverßdenie.

Teorema A. Pust~ α > 0. Togda sledu¸wie utverßdeniØ ravno-

sil~ny:

(1) f ∈ N_α(D), (2) f dopuskaet v ediniqnom kruge D predstavlenie

f(z) = c_λz^λΠ_β(z, z_k) exp { 1 2π π∫ −π ψ(e^{iθ}) (1 − e^{−iθ}z)^{β+2} dθ } , z ∈ D, (1) gde β > α − 1, c_λ – kompleksnaØ konstanta, λ – neotricatel~noe celoe qislo, {z_k}^{+∞}_{k=1} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ toqek iz D, dlØ kotoroæ n(r) = card{z_k : |z_k| < r} ≤ C (1 − r)^{α+1} , 0 ≤ r < 1, Π_β (z, z_k) – proizvedenie M. M. DßrbaxØna:

Π_β(z, z_k) = +∞∏ k=1 ( 1 − z z_k ) × Pervyæ avtor podderßan grantami MO RF (No. E00-1.0-66) i RFFI (No. 99-01-00103, No. 01-01-00992). 244

OB ODNOM KLASSE GOLOMORFNYH 245

× exp − 2(β + 1) π ∫ D (1 − |ζ|^2)^β ln |1 −^ζ_{zk} | (1 − ζ̄z)^{β+2} dm_2(ζ), (2)

ψ – proizvol~naØ vewestvennaØ funkciØ iz klassa O. Besova Λ^{1,∞}_{β−α+1} na ediniqnoæ okrußnosti.

Pri α = 0, to est~ v klassiqeskom sluqae, ψ Øvnym obrazom vyraßaetsØ qerez graniqnye znaqeniØ funkcii ln |f|. Ukazannoe svoæstvo igraet suwestvennu¸ rol~ v priloßniØh faktorizacionnyh predstavleniæ klassov Nevanlinny–Smirnova kak v kompleksnom analize, tak i v drugih voprosah analiza (sm. [3, 4]). V pervoæ qasti fftoæ zametki my rexaem analogiqnu¸ zadaqu v klassah N_α(D) pri α > 0, a vo vtoroæ qasti my ocenivaem rost kofffficientov razloßeniØ funkciæ iz klassa N_α(D) i nahodim mnoßestvo mul~tiplikatorov iz klassa N_α(D) v klassy Hardi, Bergmana i disk-algebru.

§1. O faktorizacii funkciæ iz klassa Nα(D) Pust~ {z_k}^{+∞}_{k=1} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ iz D, 0 < |z_k| ≤ |z_{k+1}|, k = 1, 2, . . ., dlØ kotoroæ +∞∑ k=1 (1 − |z_k|) < +∞, β > −1. (3) SleduØ M. M. DßrbaxØnu (sm. [5]), vvedem beskoneqnoe proizvedenie

B_β(z, z_k) = +∞∏ k=1 ( 1 − z z_k ) exp (−W_β (z, z_k)) , (4) gde W_β (z, w) = +∞∑ n=0 Γ(β + 1 + n) Γ(β + 1)Γ(n + 1) 1∫ |w| (1 − t)^β (zw̄)^n dt t^{n+1} −

− +∞∑ n=1 Γ(β + 1 + n) Γ(β + 1)Γ(n + 1) |w|∫ 0 (1 − t)^β ( z w )_n t^{n−1}dt (z, w ∈ D). (5)

246 F. A. XAMO˚N, E. N. XUBABKO

Kak ustanovleno v [5], esli vypolneno (3), to beskoneqnoe proizvedenie B_β ravnomerno shoditsØ vnutri D, i imeet mesto ravenstvo lim ρ→1−0 1 Γ(β) ρ∫ 0 (ρ − t)^{β−1} ln |B_β(te^{iϕ}, z_k)|dt = 0 (6) pri poqti vseh ϕ ∈ [−π, π].

Osnovnym rezul~tatom fftogo paragrafa ØvlØetsØ

Teorema 1. Pust~ α < β < α + 1 (α > 0). Togda klass Nα(D)

sovpadaet s klassom funkciæ f, dopuska¸wih v D predstavlenie f(z) = e^{iγ+λkβ} z^λB_β (z, z_k)× × exp 1 2π π∫ −π ( 2 (1 − ze^{−iθ})^{β+1} − 1 ) ψ(θ)dθ (z ∈ D), (7)

gde ψ(θ) – vewestvennaØ funkciØ iz klassa O. Besova Λ^{1,∞}_{β−α+1}, pri fftom

ψ(θ) = lim_{ρ→1−0} 1 Γ(β) ρ∫ 0 (ρ − t)^{β−1} ln |f(te^{iθ})|dt, (8)

k_β = β +∞∑ n=1 1 n(n + β) , λ – proizvol~noe neotricatel~noe celoe qislo, γ – vewestvennoe qislo, n(r) = card{z_k : |z_k| < r} ≤ C (1 − r)^{α+1}

, 0 ≤ r < 1, (9)

UqityvaØ rezul~taty rabot [2] i [5], dlØ dokazatel~stva teoremy 1 dostatoqno ustanovit~ sledu¸wiæ fakt.

Teorema 2. Pust~ α < β < α + 1 (α > 0). Predpoloßim, qto

{z_k}^{+∞}_{k=1} – proizvol~naØ posledovatel~nost~ iz D, dlØ kotoroæ vypolnØetsØ (9). Togda funkciØ

H_β(z, z_k) = B_β (z, z_k) Π_{β−1}(z, z_k)

(z ∈ D) (10)

OB ODNOM KLASSE GOLOMORFNYH 247 prinadleßit klassu N_α(D).

Dokazatel~stvu teoremy 2 predpoxlem neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ.

Lemma 1. Pust~ 0 < α < β < α + 1 i

h_β(z, z_k) = = 1∫ |z_k | (1 − t)^β t dt + |z_k|∫

|z_k|2 (1 − t)^β (1 −^{zt}_{zk} )^{β+1} dt t − 1∫ |z_k| (1 − t)^β (1 −^{zz̄k}_t )^{β+1} dt t , (11)

z ∈ D, |z_k| < 1, z_k ≠ 0. Togda v usloviØh teoremy 2 spravedlivo predstavlenie

H_β(z, z_k) = exp {_{+∞}∑ k=1 h_β(z, z_k) } (z ∈ D). (12)

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ predstavlenie (sm. [6]) U_{β−1}(z, z_k) = 2β π 1∫ 0 π∫ −π (1 − ρ^2)^β ln | | |1 −^{ρeiϕ}_{zk} | | | (1 − zρe^{−iϕ})^{β+2} ρdρdϕ = 1∫ |z_k|2 (1 − t)^β t dt−

− +∞∑ n=1 Γ(β + 1 + n) Γ(β + 1)Γ(n + 1) |z_k|2∫

0 (1 − t)^β ( z z_k )_n t^{n−1}dt (13) i predstavlenie (5), poluqim

W_β (z, z_k) = U_{β−1}(z, z_k) + +∞∑ n=0 Γ(β + 1 + n) Γ(β + 1)Γ(n + 1) 1∫ |z_k| (1 − t)^β(zz̄_k)^n dt t^{n+1} −

− +∞∑ n=1 Γ(β + 1 + n) Γ(β + 1)Γ(n + 1) |z_k|∫

|z_k|2 (1 − t)^β ( z z_k )_n t^{n−1}dt − 1∫ |z_k |2 (1 − t)^β t dt =

= U_{β−1} (z, z_k) − 1∫ |z_k | (1 − t)^β t dt−

248 F. A. XAMO˚N, E. N. XUBABKO − |z_k|∫

|z_k|2 (1 − t)^β (1 −^{zt}_{zk} )^{β+1} dt t + 1∫ |z_k| (1 − t)^β (1 −^{zz̄k}_t )^{β+1} dt t . (14)

Iz poslednego ravenstva sleduet utverßdenie lemmy.

Lemma 2. Pust~ 0 ≤ r < 1, w ∈ D. Togda spravedliva ocenka π∫ −π |h_β(re^{iϕ}, w)|dϕ ≤

≤ C {^1∫ |w| (1 − t)^β (1 −^{r|w|}_t )^β dt t + |w|∫ |w|2 (1 − t)^β (1 −^{rt}_{|w|} )^β dt t + (1 − |w|)^{β+1} } . (15)

Dokazatel~stvo lemmy legko poluqaetsØ s pomow~¸ fflementarnogo neravenstva π∫ −π dϕ |1 − ρe^{iϕ}|^{λ+1} ≤ C (1 − ρ)^λ , λ > 0, 0 < ρ < 1. (16) Lemma 3. Pust~ 0 < δ ≤ x < 1, 0 < r < 1, i

I_1(r, x) = 1∫ x (1 − t)^β (1 −^{rx}_t )^β dt t , (17)

I_2(r, x) = x∫ x2 (1 − t)^β (1 −^{rt}_x )^β dt t . (18)

Togda spravedlivy neravenstva

I_1(r, x) ≤ C_1(δ, β) (1 − x)^β (1 − rx)^{β−1} , β ≠ 1, (1 − rx) ln( 1 − rx x(1 − r) ), β = 1;

(19)

I_2(r, x) ≤ C_2(δ, β) (1 − x)^β (1 − r)^{β−1} , β ≠ 1, (1 − x) ln( 1 − rx 1 − r ), β = 1. (20)

OB ODNOM KLASSE GOLOMORFNYH 249 Dokazatel~stvo lemmy fflementarno i pofftomu opuskaetsØ.

Dokazatel~stvo teoremy 2. UqityvaØ lemmu 1, dostatoqno

ustanovit~ ocenku +∞∑ k=1 π∫ −π |h_β(re^{iϕ}, z_k)|dϕ ≤ const (1 − r)^α

, r ∈ (0, 1), (21)

pri uslovii, qto 0 < α < β < α+1. DlØ dokazatel~stva ukazannoæ ocenki moßno predpoloßit~, ne umen~xaØ obwnosti, qto |z_{j+1}| ≥ |z_j| ≥ δ > 0, j = 1, 2, . . ., priqem r ≠ |z_k|, k = 1, 2, . . .. Ispol~zuØ lemmy 2 i 3, poluqim +∞∑ k=1 π∫ −π |h_β(re^{iϕ}, z_k)|dϕ ≤

≤ c(δ) 1∫ 0 I_1(r, x)dn(x) + 1∫ 0 I_2(r, x)dn(x) , r ∈ (0, 1), (22)

gde I_1 i I_2 – integraly iz lemmy 3. Pristupim k ocenke fftih integralov. Poloßim

J_1(r) = 1∫ 0 I_1(r, x)dn(x) =

= r∫ 0 I_1(r, x)dn(x) + 1∫ r I_1(r, x)dn(x)^{def}= J^1_1 (r) + J^2_1 (r). (23)

Pust~ vnaqale β ≠ 1. Ispol~zuØ ocenku (19), imeem

J^1_1 (r) 6 c_1 r∫ 0 (1 − x)^β (1 − rx)^{β−1} dn(x) ≤

≤ c_2 1 (1 − r)^α + r∫ 0 dx (1 − x)^{α−β+2}(1 − rx)^{β−1} 6^{c3(δ, β)}_{(1 − r)α} . (24)

Esli β = 1, to snova ispol~zuØ lemmu 3 i integriruØ po qastØm,

250 F. A. XAMO˚N, E. N. XUBABKO poluqim

J^1_1 (r) 6 c_1 r∫ 0 (1 − rx) ln ( 1 − rx x(1 − r) ) dn(x) =

= c_1 (1 − r)n(r) + r r∫ 0 n(x) ( ln ( 1 − rx x(1 − r) ) + 1 x ) dx 6 6 c4 1 (1 − r)^α + r∫ δ 1 (1 − x)^{α+1} ( ln ( 1 − rx x(1 − r) ) + 1 x ) dx . Snova integriruØ po qastØm, pridem k ocenke

J^1_1 (r) 6 c_5(δ) (1 − r)^α

. (25)

Teper~ pereædem k ocenke J^2_1 (r). Otmetim, qto I_1(r, x) ≤ (1 − x)^{β+1} δ(1 − r)^β (26)

pri r 6 x < 1. Pofftomu

J^2_1 (r) 6 1 δ(1 − r)^β 1∫ r (1 − x)^{β+1}dn(x). (27)

IntegriruØ po qastØm i ispol~zuØ (9), poluqim

J^2_1 (r) 6 c_6(δ, β) (1 − r)^α

. (28)

Ob¨edinØØ ocenki (24)–(28), poluqim ocenku

J_1(r) 6 c_7(δ, β) (1 − r)^α

. (29)

Pereædem k ocenke integrala

J_2(r) = 1∫ 0 I_2(r, x)dn(x) =

= r∫ 0 I_2(r, x)dn(x) + 1∫ r I_2(r, x)dn(x)^{def}= J^1_2 (r) + J^2_2 (r). (30)

OB ODNOM KLASSE GOLOMORFNYH 251 Pust~ β ≠ 1, togda imeem

J^1_2 (r) 6 c_1 r∫ 0 (1 − x)^β (1 − r)^{β−1} dn(x) ≤

≤ c_8 1 (1 − r)^α + 1 (1 − r)^{β−1} r∫ 0 (1 − x)^{β−α−2}dx 6^{c9(δ, β, α)} (1 − r)^α

. (31)

V poslednem neravenstve my uqityvali uslovie β ∈ (α, α + 1). Pri β = 1, povtorØØ te ße rassußdeniØ, qto i pri ocenke J^1_1 (r), poluqim

J^1_2 (r) 6 c_{10} r∫ 0 (1 − x) ln ( 1 − rx 1 − r ) dn(x) 6 c_{11}(δ, β) (1 − r)^α

. (32)

Ocenim J^2_2 (r). Iz fflementarnogo neravenstva

I_2(r, x) 6

2^{β+1} δ(1 − r)^β (1 − x)^{β+1}

prihodim k ocenke

J^2_2 (r) 6 c_{12}(δ, β) (1 − r)^β 1∫ r (1 − x)^{β+1} dn(x) 6 c_{13}(δ, β) (1 − r)^α

, (33)

gde integral vzØt po qastØm. Ob¨edinØØ ocenki (31) i (33), poluqim ocenku J_2(r) 6 c_{14}(δ, β, α) (1 − r)^α

. (34)

Okonqatel~no, iz (21), (29) i (34) poluqim ocenku (22). Teorema dokazana.

§2. Ocenki kofffficientov razloßeniØ funkciæ iz klassa Nα(D) i harakterizaciØ mul~tiplikatorov V fftom paragrafe my ustanavlivaem toqnye ocenki kofffficientov razloßeniØ funkciæ iz klassa N_α(D) i na fftoæ osnove poluqim polnu¸ harakterizaci¸ mul~tiplikatorov iz klassa N_α(D) v klassy Hardi, Bergmana i disk-algebru.

252 F. A. XAMO˚N, E. N. XUBABKO

Teorema 3. Pust~ f ∈ Nα(D), 0 ≤ α < +∞, f(z) = +∞∑ k=0 ^f (k)z^k, z ∈ D. (35) Togda spravedliva ocenka | ^f(k)| ≤ e^{cf k} α+1 α+2 , k = 0, 1, 2 . . . , (36) gde c_f – poloßitel~noe qislo, zavisØwee tol~ko ot f.

Obratno, dlØ proizvol~nogo poloßitel~nogo qisla c moßno postroit~ analitiqesku¸ v oblasti C \ {1} funkci¸ f ∈ N_α(D) taku¸, qto | ^f (k)| ≥ e^{ck} α+1 α+2 , k = 0, 1, 2 . . . . (37) Dokazatel~stvu teoremy predpoxlem neskol~ko vspomogatel~- nyh utverßdeniæ.

Lemma 4. Pust~ 0 < ρ < +∞ i c > 0 – proizvol~nye qisla. Togda

moßno postroit~ celu¸ funkci¸ g(z) = +∞∑ k=0 ^g(k)z^k (38)

porØdka ρ normal~nogo tipa, taku¸, qto ^g(k) ≥ 0, k ∈ Z_+, g(x) ≥ exp(cr^ρ), x ∈ [0, +∞). (39) Dokazatel~stvo fftoæ lemmy legko vyvesti iz rezul~tatov A. A. Gol~dberga [7].

Lemma 5. Pust~ g(z) – celaØ funkciØ porØdka ρ (0 < ρ < 1) nor-

mal~nogo tipa, g(z) = +∞∑ k=0 ^g(k)z^k, (40) togda G(z) = +∞∑ k=0 ^g(k)k!z^{k+1} (41)

OB ODNOM KLASSE GOLOMORFNYH 253 – celaØ funkciØ porØdka^ρ_{1−ρ} i normal~nogo tipa.

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy legko sleduet iz horoxo izvestnogo sootnoxeniØ meßdu rostom celoæ funkcii i ee kofffficientami razloßeniØ (sm. [8]).

Dokazatel~stvo teoremy 3. Snaqala zametim, qto esli f ∈

N_α(D) i M (r, f) = max_{|z|≤r} |f(z)|, 0 < r < 1, to ln M (r, f) ≤ c 1 − r T (r, f) ≤ c_1 (1 − r)^{α+1} . Pofftomu | ^f (k)| ≤ inf_{0<r<1} exp^{c1}

(1−r)^α+1 r^k ≤ exp ( c_2k^{α+1α+2} ) . (42)

DlØ dokazatel~stva obratnoæ ocenki primenim metodiku raboty [9]. Pust~ g(z) – celaØ funkciØ porØdka ρ =^{α+1}_{α+2} , postroennaØ v lemme 4. Poloßim f(z) = ∑_{+∞} k=0 g(k)z^k. Oqevidno, qto funkciØ f(z) golomorfna v D. Dokaßem, qto ona udovletvorØet vsem usloviØm teoremy. Snaqala zametim, qto po lemme 4 ^f (k) = g(k) ≥ exp(ck^{α+1}α+2 ), k = 0, 1, 2, . . . . OstaetsØ pokazat~ prinadleßnost~ f klassu N_α(D). S fftoæ cel~¸ primenim teoremu Vigerta (sm. [10]), soglasno kotoroæ f(z) = F (^1_{1−z} ), z ∈ D, gde F – celaØ funkciØ.

Ocenim rost funkcii F . SravnivaØ razloßeniØ funkciæ f i g, legko zametit~, qto F dopuskaet integral~noe predstavlenie

F (w) = w 2πi ∫ Γ H(ξ)dξ w − (w − 1)e^ξ , (43)

gde H(ξ) = G(^1_ξ ), ξ ≠ 0, G – funkciØ, postroennaØ v lemme 2 po funkcii g, Γ – proizvol~nyæ zamknutyæ kontur, ohvatyva¸wiæ naqalo koordinat.

Pust~ qislo |w| dostatoqno veliko, a μ > 0 – dostatoqno malo. Poloßim Γ = { ξ : |ξ| = R = μ |w| } . (44)

254 F. A. XAMO˚N, E. N. XUBABKO Togda imeem |F (w)| ≤ M (^{|w|}_μ , G) 2π ∫ Γ |dξ| |1 − e^ξ +^{eξ}_w |

. (45)

PodbiraØ 0 < μ < 1 −^{eR}_2 , ocenim integral I = ∫ Γ |dξ| |1 − e^ξ +^{eξ}_w | . Netrudno videt~, qto I ≤ C_0(μ), pofftomu |F (w)| ≤ exp(c_1|w|^{ρ0} ), gde ρ^′ =^ρ_{1−ρ} = α + 1.

Takim obrazom, |f(z)| = |F ( 1 1 − z )| ≤ exp c |1 − z|^{α+1} . (46) Pofftomu T (r, f) = 1 2π π∫ −π ln^+ |f(re^{iϕ})|dϕ ≤ c (1 − r)^α

. (47)

Teorema 3 dokazana.

Zameqanie. Otmetim, qto pri α = 0 utverßdenie teoremy so-

vpada¸t s horoxo izvestnoæ ocenkoæ kofffficientov razloßeniØ, poluqennoæ S. N. MergelØnom. (sm. [10], s. 152).

Pust~ X – nekotoryæ klass golomorfnyh v D funkciæ i λ = {λ_k}^{+∞}_{k=1} – posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel. Posledovatel~nost~ λ nazovem mul~tiplikatorom iz klassa N_α(D) v klass X, esli dlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ N_α(D), f(z) = +∞∑ k=0 a_kz^k, funkciØ T_λ(f)(z) = +∞∑ k=0 λ_ka_kz^k prinadleßit klassu X.

Klass mul~tiplikatorov oboznaqim M(N_α(D), X), a qerez H^p

(0 < p < +∞), A^p, C_A – sootvetstvenno klassy Hardi, Bergmana

i disk-algebru.

OB ODNOM KLASSE GOLOMORFNYH 255

Teorema 4. Pust~ X sovpadaet s odnim iz vyxeukazannyh klas-

sov. Togda sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

1. λ = {λ_k}^{+∞}_{k=1} ∈ M(N_α(D), X); 2. lim_{k→+∞} ln |λ_k| k^{α+1α+2} = −∞. (48)

Literatura

1. R. Nevanlinna, Eindeutige Analytischefunktionen. Springer, Berlin (1936). 2. F. A. Shamoyan and E. N. Shubabko, Parametrical Represetations of Some Classes of Holomorphic Function in the Disk. in: Operator Theory: Advances and Applications, Vol. 113, Birkhauser Verlag Basel 2000, pp. 331–338.

3. B. Sekefal~vi-Nad~, Q. Foæax, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v

gil~bertovom prostranstve. Mir, Moskva (1970).

4. G. M. Gubreev, A. M. Jerbashian, Functions of generalized bounded type in spectral theory of nonweak contractions. — Rev. Romanie de Math. Pures et Appl., 36 (1991), 147–154.

5. M. M. DßrbaxØn, Integral~nye preobrazovaniØ i predstavleniØ funk-

ciæ v kompleksnoæ oblasti. Nauka, Moskva (1966).

6. M. M. DßrbaxØn, K probleme predstavimosti analitiqeskih funkciæ.

— Soobw. Inst. matem. i meh. AN Arm. SSR, vyp. 2 (1948), 3–40. 7. A. A. Gol~dberg, Integral po poluadditivnoæ mere i ego priloßenie k

teorii celyh funkciæ. — Mat. sbornik, 65 (1964), 414–453.

8. B. ˚. Levin, Raspredelenie korneæ celyh funkciæ. Gostehizdat, Moskva (1956).

9. F. A. XamoØn, Harakteristika skorosti ubyvaniØ kofffficientov Fur~e

funkciæ ograniqennogo vida i klassa analitiqeskih funkciæ s beskoneqno differenciruemymi graniqnymi znaqeniØmi. — Sib. mat. ßurnal, 36, 4

(1995), 943–953.

10. I. I. Privalov, Graniqnye svoæstva analitiqeskih funkciæ. Gostehizdat, Moskva (1950).

Shamoyan F. A., Shubabko E. N. About some class of holomorphic functions in the disk.

The paper introduces new parametric representation of the class of holomorphic functions in the unit disk the Nevanlinna characteristic for which has power growth near the boundary of the disk. All the parameters of the representation in question are determined in terms of the values of the function. Moreeover, the set of multipliers from the class in question to the classes of Hardy and Bergman and the disk-algebra is described completely.

Postupilo 10 aprelØ 2001 g.

BrØnskiæ gosudarstvennyæ universitet

root@shamoyan.bitmcnit.bryansk.su