Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 282, 2001 g.

N. A. Xirokov

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA

Oblast~ Lavrent~eva – ffto ograniqennaØ odnosvØznaØ oblast~ G v kompleksnoæ ploskosti C so sprØmlØemoæ graniceæ Γ takoæ, qto dlØ l¸byh toqek z_1, z_2 ∈ Γ dlina po kraæneæ mere odnoæ iz dug Γ s koncami z_1, z_2 ne prevoshodit c_0 · |z_1 − z_2|, c_0 ne zavisit ot z_1, z_2 (pri fftom Γ ewe nazyva¸t chord-arc-krivoæ, a G – chord-arc-oblast~¸). Qerez Λ^α(G), 0 < α < 1, oboznaqim prostranstvo funkciæ, analitiqnyh v G i udovletvorØ¸wih v G uslovi¸ Gœl~dera porØdka α, λ^α(G) ⊂ Λ^α(G) – podprostranstvo funkciæ f, udovletvorØ¸wih uslovi¸

|f(z_1) − f(z_2)| = o(|z_1 − z_2|^α), z_1, z_2 ∈ G, |z_1 − z_2| → 0. (1)

Svoæstva klassov Λ^α(G) v oblasti Lavrent~eva G privlekali vnimanie issledovateleæ – glavnym obrazom, req~ xla o svoæstvah approksimacii v nih polinomami [1, 2], i ob opisanii mnoßestv svobodnoæ interpolØcii [3].

Odnako svoæstva funkciæ iz Λ^α(G) ili λ^α(G), svØzannye s ih mul~tiplikativnoæ strukturoæ, podobnoæ strukture analitiqnyh prostranstv v ediniqnom kruge D, ostavalis~ neizuqennymi: iskl¸qenie sostavlØet teorema o naliqii (F )-svoæstva dlØ takih vesovyh prostranstv v D, kotorye soderßali by konformnye peresadki v krug klassov Λ^α(G) dlØ vypuklyh G (sm. [4, gl. 1]).

Cel~¸ nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ analiz svoæstv klassov

Λ^α(G) i λ^α(G), svØzannyh s tak nazyvaemoæ vnexne-vnutrenneæ

faktorizacieæ. My rassmotrim ffti svoæstva v sledu¸wem porØdke:

1. opisanie mnoßestv nuleæ funkciæ iz Λ^α(G); 2. naliqie (F )-svoæstva v Λ^α(G); 3. opisanie |f| | |_Γ dlØ vnexnih funkciæ f ∈ Λ^α(G);

Rabota qastiqno podderßana grantom “Nauqnye xkoly”, No. 00-15-96- 022. 256

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 257 4. opisanie vseh zamknutyh idealov v λ^α(G); 5. analog teoremy Havina–XamoØna dlØ Λ^α(G). Na realizaci¸ vyxeukazannoæ programmy dlØ ediniqnogo kruga uxlo okolo 30 let. Raznye zadaqi potrebovali privleqeniØ raznyh metodov. OkazyvaetsØ, qto podhody, primenennye ranee dlØ Λ^α(D ), mogut byt~ ispol~zovany i dlØ Λ^α(G), esli dopolnitel~no vospol~zovat~sØ faktami, poluqennymi dlØ konformnyh otobraßeniæ oblasteæ Lavrent~eva [2, 3], a takße teorieæ psevdoanalitiqeskogo prodolßeniØ E. M. Dyn~kina [6]. S uqetom skazannogo, v dannoæ rabote budut privedeny lix~ te izmeneniØ, kotorye voznika¸t v novoæ geometriqeskoæ situacii. Naibolee zametnym novym ograniqeniem ØvlØetsØ trebovanie 0 < α 6 1/2, obuslovlennoe v punktah 2–4 primeneniem rezul~tatov geometriqeskoæ teorii funkciæ.

0. Predvaritel~nye svedeniØ

Pust~ G – oblast~ Lavrent~eva, Γ = ∂G. Ne umalØØ obwnosti, polagaem 0 ∈ G. Oboznaqim qerez φ konformnoe otobraßenie oblasti G na ediniqnyæ krug D, normirovannoe usloviØmi

φ(0) = 0, φ^′(0) > 0. Esli ω_z(dξ) – garmoniqeskaØ mera fflemen-

ta dugi dξ otnositel~no G, vyqislØemaØ v toqke z ∈ G, to dlØ poqti vseh ξ otnositel~no dliny na Γ spravedlivo sootnoxenie ω_z(dξ) = 1 2π 1 − |φ(z)|^2 |φ(ξ) − φ(z)|^2 · |φ^′(ξ)| |dξ| (0.1) i dlØ garmoniqeskoæ mery l¸bogo izmerimogo mnoßestva E ⊂ Γ otnositel~no G, vyqislennoæ v toqke z, imeem

ω_z(E) = ∫ E ω_z(dξ) = 1 2π ∫ E 1 − |φ(z)|^2 |φ(ξ) − φ(z)|^2 · |φ^′(ξ)| |dξ|. (0.2) Pust~, dalee, H^∞(G) – prostranstvo vseh analitiqeskih i ograniqennyh v G funkciæ. Pol~zuØs~ tem, qto prostranstvo

H^∞(G) pri konformnom otobraßenii oblasti G na D perehodit

v obyqnoe H^∞(D ), i opiraØs~ na klassiqeskie rezul~taty iz [8], gl. 3, poluqaem, qto dlØ vsØkoæ funkcii f ∈ H^∞(G) spravedliva sledu¸waØ vnexne-vnutrennØØ faktorizaciØ:

f = c_f · B_f · S_f · H_f , (0.3)

258 N. A. XIROKOV gde c_f – postoØnnaØ, |c_f | = 1,

B_f (z) = φ^m(z) · ∏ β∈G:β≠0 f(β)=0

( φ(β) − φ(z) 1 − φ(β) φ(z) )_{k(β)} · ( φ(β) |φ(β)| )_{k(β)} , (0.4)

S_f (z) = exp ( − ∫ Γ φ(ξ) + φ(z) φ(ξ) − φ(z) dν(ξ) ) , (0.5)

gde v (0.5) ν – neotricatel~naØ singulØrnaØ otnositel~no dliny na Γ mera, H_f – tak nazyvaemaØ vnexnØØ funkciØ, dlØ kotoroæ vypolneno

|H_f (z)| = exp ( ∫ Γ log |f(ξ)|ω_z(dξ) ) , |H_f (ξ)| = |f(ξ)| p.v. na Γ

(0.6) i H_f (z) = exp ( 1 2π ∫ Γ log |f(ξ)| · φ(ξ) + φ(z) φ(ξ) − φ(z) · |φ^′(ξ)| |dξ| ) . (0.7)

Proizvedenie I_f = c_f B_f S_f budem nazyvat~ vnutrenneæ funkcieæ. V sootnoxenii (0.4) m – kratnost~ nulØ funkcii f pri z = 0, a k(β) – kratnost~ nulØ funkcii f pri z = β. Oboznaqim

qerez Z_f mnoßestvo nuleæ funkcii f v G. Spravedlivo sledu¸- wee uslovie BlØxke (f ≠ 0): ∑ β∈Z_f k(β)(1 − |φ(β)|) < ∞. (0.8) Dalee, dlØ z ∈ G spravedlivo sledu¸wee sootnoxenie [5], gl. 7: 1 − |φ(z)| ≍ |φ^′(z)| · dist(z, Γ), (0.9) pofftomu (0.8) moßet byt~ perepisano v vide ∑ β∈Z_f k(β) · |φ^′(β)| · dist(β, Γ) < ∞. (0.10)

Nam potrebuetsØ takße lemma P. M. Tamrazova [7], gl. 2, kotoru¸ my sformuliruem v sledu¸wem vide:

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 259

Lemma 1. Pust~ G – oblast~ Lavrent~eva, z0 ∈ Γ = ∂G, h ¿ 0,

z ∈ G. Suwestvuet absol¸tnaØ postoØnnaØ A_0 > 0 takaØ, qto spravedlivo sootnoxenie ∫ Γ log(|ξ − z_0| + h)ω_z(dξ) 6 log [ A_0(|z − z_0| + h) ] . (0.11)

Dalee, uslovie `ensena dlØ funkciæ iz H^∞(D ) vmeste s (0.1) da¸t, qto dlØ f ∈ H^∞(G), f ≠ 0, vypolnØetsØ sootnoxenie ∫ Γ log |f(ξ)| · |φ^′(ξ)| |dξ| > −∞. (0.12)

1. Mnoßestva nuleæ funkciæ iz Λ^α(G)

Pust~ f ∈ Λ^α(G), f ≢ 0, Z_f ⊂ G – mnoßestvo razliqnyh nuleæ funkcii f.

Oboznaqim qerez ξ(z), z ∈ G, l¸bu¸ iz blißaæxih k toqke z toqek na Γ, i pust~ toqki ξ_+(z), ξ_−(z) ∈ Γ leßat po raznye storony ot toqki ξ(z), priqem oni vybrany tak, qto |ξ_+(z) − ξ(z)| = |ξ_−(z) − ξ(z)| = |z − ξ(z)|. Poloßim

Z^′_f = (Z_f ∩ Γ) ∪ ( ⋃ β∈Z_f ∩G ( {ξ_+(β)} ∪ {ξ_−(β)} )) . (1.1)

Esli Z_f ⊂ Γ, to, estestvenno, poloßim Z^′_f = Z_f . SootnoxeniØ (0.10) i (0.12) vlekut, qto h^1-mera Hausdorfa mnoßestva Z^′_f ravna nul¸, mnoßestvo Z^′_f zamknuto.

Pust~ { σ_ν } ν¿1 – mnoßestvo dopolnitel~nyh dug na^Γ mnoßestva Z_f , { σ^′_ν } ν¿1 – mnoßestvo dopolnitel~nyh dug na^Γ mnoßestva Z^′_f , φ(σ_ν), φ(σ^′_ν) – obrazy σ_ν , σ^′_ν pri otobraßenii φ.

Teorema 1. a) Pust~ f ∈ Λ^α(G), f ≢ 0. Togda vypolneny sledu¸-

wie ffkvivalentnye sootnoxeniØ: ∫ Γ log dist(ξ, Z_f ) · |φ^′(ξ)| |dξ| > −∞; (1.2)

260 N. A. XIROKOV ∑ ν log |σ^′_ν| · |φ(σ^′_ν)| > −∞; (1.3) ∑ ν log |φ(σ^′_ν)| · |φ(σ^′_ν)| > −∞. (1.4) b) Pust~ Z, Z ⊂ G, – zamknutoe mnoßestvo, dlØ kotorogo mnoßestvo Z^′, postroennoe v (1.1), imeet h^1-meru Hausdorfa, ravnu¸ nul¸.

Predpoloßim, qto natural~nye qisla k(β), β ∈ Z ∩ G, udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ (0.8) (s zamenoæ Z_f na Z v uslovii). Predpoloßim dalee, qto vypolneno l¸boe iz sootnoxeniæ (1.2)–(1.4). Togda suwestvuet funkciØ f_0 ∈ Λ^α(G), 0 < α < 1, dlØ kotoroæ Z_{f0} = Z i kratnost~ nulØ β ∈ Z ∩ G ravna k(β).

Zameqanie. Sootnoxenie (1.4) pokazyvaet, qto vozmoßnye mno-

ßestva nuleæ Z_f , f ∈ Λ^α(G), – ffto proobrazy pri otobraßenii φ karlesonovyh mnoßestv v ediniqnom kruge.

Dokazatel~stvo. Sootnoxenie (1.2) sleduet iz neravenstva |f(ξ)| 6 c_f dist^α(ξ, Z_f ), ξ ∈ Γ, i sootnoxeniØ (0.12). UsloviØ (1.3) i (1.4) ffkvivalentny v silu togo, qto dlØ oblasteæ Lavrent~eva spravedlivo svoæstvo

log |φ(σ)| ≍ log σ dlØ l¸boæ dugi σ ⊂ Γ [5], gl. 7. �kvivalentnost~

sootnoxeniæ (1.2) i (1.3) dokazyvaetsØ standartnym diadiqeskim razbieniem kaßdoæ dugi σ^′_ν s ispol~zovaniem ewe odnogo svoæstva otobraßeniæ oblasteæ Lavrent~eva na kruge [5], gl. 7, imenno, suwestvovaniØ qisel – > 0, A > 0, zavisØwih lix~ ot G takih, qto dlØ l¸byh dug Γ ⊃ I ⊃ J udovletvorØetsØ ocenka |φ(J)| |φ(I)| 6 A ( |J| |I| )– . Postroim oblast~ Lavrent~eva ~G ⊃ G s graniceæ ~Γ taku¸, qto

Γ ∩ ~Γ = Z^′ i pri ξ ∈ Γ \ Z^′ spravedlivo sootnoxenie

dist(ξ, Z^′) ≍ dist(ξ, ~Γ). (1.6)

Takoe postroenie moßno vypolnit~ mnogimi sposobami – odin iz nih priveden, naprimer, v [3]. Teoremy sravneniØ dlØ garmoniqeskoæ mery v takom sluqae da¸t, qto dlØ garmoniqeskih mer

~ω_0 i ω_0 otnositel~no, sootvetstvenno, ~G i G vypolneno

ω_0(σ^′_ν ) ≍ ~ω_0(~σ^′_ν), σ^′_ν ⊂ Γ \ Z^′, ~σ^′_ν ⊂ ~Γ \ Z^′. (1.7)

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 261 Pri fftom ω_0(σ^′_ν ) = |φ(σ^′_ν)|, ~ω_0(~σ^′_ν) = | ~φ(~σ^′_ν)|, gde ~φ – konformnoe otobraßenie oblasti ~G na ediniqnyæ krug, takoe, qto ~φ(0) = 0,

~φ^′(0) > 0. Pofftomu dlØ oblasti ~G vypolneno sootnoxenie ∑ ν log |~σ^′_ν| · | ~φ(~σ^′_ν)| > −∞. (1.8) Diadiqeskoe razbienie kaßdoæ dopolnitel~noæ dugi ~σ^′_ν ⊂ ~Γ \ Z^′ i sootnoxeniØ (1.5) i (1.8) povlekut uslovie ∫ e_Γ log dist(ξ, Z^′) · | ~φ^′(ξ)| |dξ| > −∞. (1.9) Postroim teper~ v oblasti ~G vnexn¸¸ funkci¸ f_0 taku¸, qto

|f_0(ξ)| = dist(ξ, Z^′), ξ ∈ ~Γ \ Z^′. (1.10)

UsloviØ (1.9), (0.6) i (0.2) pokazyva¸t, qto ffto vozmoßno. Lemma 1 i (1.6) vlekut pri z ∈ ~G ocenku

|f_0(z)| 6 A dist(z, Z^′). (1.11)

Geometriqeskoe uslovie (1.6), ocenka (1.11) i formula Koxi dlØ proizvodnoæ v toqke z ∈ G s integrirovaniem po okrußnosti

{ξ : |ξ − z| =^1_2 dist(z, ~Γ)} vleqet, qto

|f^′_0(z)| 6 A_1, z ∈ G. (1.12)

Dalee, postroenie mnoßestva Z^′ i princip MontelØ dlØ sravneniØ garmoniqeskih mer [8], gl. 4, da¸t sootnoxenie 1 − |φ(β)| ≍ 1 − | ~φ(β)|, β ∈ Z ∩ G. (1.13) V takom sluqae (0.8) i (1.13) pokazyva¸t, qto funkciØ ~B(z), postroennaØ po formule (0.4) dlØ oblasti ~G, mnoßestva Z i kratnosteæ k(β), ne ravna toßdestvenno nul¸. Poskol~ku | ~B(z)| 6 1,

z ∈ ~G, to opØt~, primenØØ formulu Koxi i (1.6), imeem

| ~B^′(z)| 6 2 dist^{−1}(z, ~Γ) 6 A_2 dist^{−1}(z, Z^′), z ∈ G. (1.14)

Pust~ teper~ f = f_0 ~B. Togda Z – mnoßestvo nuleæ funkcii f i (1.11), (1.12), (1.14) da¸t, qto f^′ ∈ H^∞(G), t.e. f ∈ Λ^α(G) dlØ vsØkogo α, 0 < α < 1, qto i trebovalos~.

262 N. A. XIROKOV

2. (F )-svoæstvo dlØ Λ^α(G)

PonØtie (F )-svoæstva bylo opredeleno V. P. Havinym [9] dlØ banahovoæ algebry X ⊂ H^∞(D ) sledu¸wim obrazom: X obladaet (F )-svoæstvom, esli dlØ vsØkoæ funkcii f ∈ X i dlØ vsØkoæ vnutrenneæ funkcii I takoæ, qto f/I ∈ H^∞, imeem f/I ∈ X. �to svoæstvo prisutstvuet vo mnogih banahovyh algebrah [9, 11–13] (sm. [4], gl. 1). DlØ podalgebr algebry H^∞(G) privedennoe kaqestvo takße moßet byt~ proverØemym, poskol~ku v H^∞(G) imeetsØ vnexne-vnutrennØØ faktorizaciØ. DlØ Λ^α(G) ego udaetsØ ustanovit~, vyØsniv, kakoe vliØnie okazyvaet naliqie vnutrennego mnoßitelØ I na |f(ξ)| | |_Γ po sheme, ispol~zovannoæ v [4], gl. 1

i v [1, 2].

DlØ formulirovki sledu¸weæ teoremy nam potrebuetsØ opredelit~ nekotorye ob¨ekty. Kaßdu¸ toqku ξ ∈ Γ soedinim s toqkoæ O takoæ krivoæ τ (ξ), qto dlØ vsØkogo z ∈ τ (ξ) vypolneno

|z − ξ| ≍ dist(z, Γ), qto vozmoßno dlØ oblasteæ Lavrent~eva. Da-

lee, esli I(z) = B(z)S(z) – vnutrennØØ v G funkciØ, gde B opredelena v (0.4), a S – v (0.5), to poloßim

Z_I = Z_B ∪ supp ν.

Predpolagaem, qto I – takaØ vnutrennØØ funkciØ, qto Z_I ∩ Γ imeet nulevu¸ lineænu¸ meru. Esli ξ ∈ Γ \ Z_I , to qerez z[ξ] oboznaqaem taku¸ toqku na τ (ξ), qto |z[ξ] − ξ| = 1 2 dist(ξ, Z_I ), (2.1)

i poloßim a^∗_I (ξ) = |I^′(z[ξ])|,

a_I (ξ) = a^∗_I (ξ), esli a^∗_I (ξ) 6 |z[ξ] − ξ|^{−1}, min { δ : z_δ ∈ τ (ξ), |z_δ − ξ| = δ, |I^′(z_δ)| ¿ δ^{−1} } , esli a^∗_I (ξ) > |z[ξ] − ξ]^{−1}.

(2.2)

Iz opredeleniØ a_I (ξ) Øsno, qto v sluqae a^∗_I (ξ) > |z[ξ] − ξ|^{−1} na krivoæ τ (ξ) naædetsØ toqka ^z [ξ] takaØ, qto | ^z [ξ] − ξ| < 1 2 dist(ξ, Z_I ), |I^′( ^z [ξ])| = | ^z [ξ] − ξ|^{−1}. (2.3)

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 263

Teorema 2. Pust~ f ∈ Λ^α(G), 0 < α < 1, I – vnutrennØØ v G

funkciØ, priqem f/I ∈ H^∞(G). Togda

a) dlØ vsØkoæ toqki ξ ∈ Γ \ Z_f spravedliva ocenka

|f(ξ)| 6 c_f min ( dist^α(ξ, Z_f ), a^{−α}_I (ξ) ) , (2.4) gde veliqina a_I (ξ) opredelena v (2.2);

b) esli 0 < α 6 1/2, to f/I ∈ Λ^α(G), fI ∈ Λ^α(G); c) esli dlØ nekotoroæ funkcii f ∈ Λ^α(G), 0 < α 6 1/2, i nekotoroæ vnutrenneæ funkcii I vypolneno neravenstvo (2.4), to fI ∈ Λ^α(G).

Dokazatel~stvo teoremy 2 provoditsØ po sheme dokazatel~stva

analogiqnyh utverßdeniæ dlØ kruga, ispol~zovannoæ v [4], gl. 1 i v [13]. PervaØ modifikaciØ, svØzannaØ s deæstviØmi s oblast~¸ G, sostoit v sledu¸wem. Pust~ Ω = φ(Z_B ), I = BS,

V (w) = ∏ ω∈Ω, ω≠0

( ω − w 1 − wω · ω |ω| )_{k(φ}�1_{(ω))} ,

P (w) = exp ( − ∫ ∂D ω + w ω − w dμ(ω) ) , gde dμ – singulØrnaØ mera na ∂D , opredelØemaØ ravenstvom dμ(ω) = dν(φ^{−1}(ω)), J(w) = V (w)P (w). Lemma 2. Pust~ ξ ∈ Γ \ ZI , ω0 = φ(ξ), toqka ^z [ξ] ∈ τ (ξ) opredelØ-

etsØ v (2.2) i (2.3), a_I (ξ) opredeleno v (2.2). Togda a_I (ξ) ≍ | |J^′(ω_0) | | · | |φ^′( ^z [ξ]) | |. (2.5) Poluqenie (2.5) trebuet rutinnoæ tehniki.

Dalee, v processe primeneniØ metoda [4] ispol~zuetsØ sootnoxenie, kotoroe dlØ oblasteæ Lavrent~eva analogiqno podobnomu dlØ kruga, imenno, to, qto pri ξ ∈ Γ, z ∈ G vypolneno | | | ( φ(ξ) + φ(z) φ(ξ) − φ(z) )_′ z | | | = 2|φ^′(z)| |φ(ξ) − φ(z)|^2 ≍ 1 − |φ(z)|^2 |φ(ξ) − φ(z)|^2 · 1 dist(z, Γ)

. (2.6)

Vkratce izloßim dokazatel~stvo (2.4), sootvetstvu¸wie posto- Ønnye A_j , kak okazyvaetsØ, moßno podobrat~, kak potrebuetsØ.

264 N. A. XIROKOV

Pri poluqenii ocenki (2.4) sqitaem, qto a_I (ξ)>A_1 dist^{−1}(ξ, Z_f ), gde A_1 – postoØnnaØ, zavisØwaØ ot G; ee veliqina soglasuetsØ v dal~neæxem s drugimi postoØnnymi A_2, . . . . Zatem, pri z ∈ τ (ξ),

|z − ξ| 6 A_2a^{−1}_I (ξ) s pomow~¸ (2.6) i lemmy 2 nahodim, qto |I(z)| 6 exp ( − A_3 · dist(z, Γ) · a_I (ξ) ) . (2.7)

Vybrav z_1 ∈ τ (ξ) tak, qto |z_1 − ξ| = A_2a^{−1}_I (ξ), A_2 ¿ 2, analogiqno (2.7) nahodim, qto

|I(z_1)| 6 exp(−A_4). (2.8)

Pust~ x = |f(ξ)|; predpoloßim, ne umalØØ obwnosti, qto |f(z_1) −

f(z_2)| 6 |z_1 − z_2|^α. Togda lemma 1 vleqet, qto dlØ vnexnego mno-

ßitelØ F funkcii f spravedliva ocenka |F (z)| 6 A_α(x + |z − ξ_0|^α), z ∈ G, (2.9) postoØnnaØ A_α zavisit lix~ ot α. VybiraØ A_1, a zatem A_2, A_3,

A_4 tak, qto

A_α · e^{−A4} 6 1 2 , (2.10)

iz (2.8)–(2.10) poluqaem, qto x = |f(ξ)| 6 |f(ξ) − f(z_1)| + |f(z_1)| 6 6^(A^{−1}_2 aI (ξ)^{)−α} + |F (z1)| |I(z1)| 6 6 A^α_2 a^{−α}_I (ξ) + Aα · e^{−A4} (x + |z1 − ξ0|^{α)} 6 6^1_2 x +^3_2A^α_2 a^{−α}_I (ξ),

otkuda

x 6 3A^α_2 a^{−α}_I (ξ),

qto predstavlØet samu¸ suwestvennu¸ qast~ ocenki (2.4).

Posle poluqeniØ (2.4) utverßdeniØ (b) i (c) teoremy 2 vyvodØtsØ bukval~no, kak v [4], gl. 1. V kaqestve novxestva prihoditsØ ispol~zovat~ lemmu 2. Naprimer, v naibolee trudnom iz podsluqaev, razbiraemyh v [4] dlØ D, imenno, kogda ξ_1, ξ_2 ∈ Γ i

|ξ_1 − ξ_2| 6^1_{A5} a^{−1}_I (ξ_1), imeem dlØ dokazatel~stva (b): | |f(ξ_2)/I(ξ_2) − f(ξ_1)/I(ξ_1) | | 6 6^|(f(ξ2) − f(ξ1))/I(ξ2)^| +^|f(ξ1)^{| |}1/I(ξ2) − 1/I(ξ1)^| 6 6^|ξ2 − ξ1^{|α} + A a^{−α}_I (ξ1)^|I(ξ2) − I(ξ1)^| 6 6^|ξ2 − ξ1^{|α} + A a^{−α}_I (ξ1) ·^|J^′(ω1)^| |ω2 − ω1|, (2.11)

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 265 gde v (2.11) ω_j = φ(ξ_j ), j = 1, 2. Dalee, po svoæstvam oblasteæ Lavrent~eva [5], gl. 7, imeem

|ω_2 − ω_1| = |φ(ξ_2) − φ(ξ_1)| ≍ |φ^′( ^ξ )| · |ξ_2 − ξ_1|, (2.12)

gde ^ξ ∈ τ (ξ_1), | ^ξ−ξ_1| = |ξ_2−ξ_1|. Esli ^z [ξ_1] ∈ τ (ξ_1) opredelena v (2.3) i (2.4) pri vvedenii veliqiny a_I (ξ_1), to iz lemmy 2 poluqaem

|J^′(ω_1)| | |φ^′(^z [ξ_1]) | | ≍ a_I (ξ_1), (2.13)

a svoæstvo proizvodnoæ φ^′ dlØ oblasteæ Lavrent~eva [5] daet ocenku |φ^′( ^ξ )| |φ^′(^z [ξ_1])| 6 A ( |^z [ξ_1] − ξ_1| | ^ξ − ξ_1| )_{1/2} . (2.14)

Pri 0 < α 6 1/2 iz sootnoxeniæ (2.11)–(2.14) i (2.4) poluqim

a^{−α}_I (ξ_1) · | |J^′(ω_1) | | |ω_2 − ω_1| ≍ ≍a^{−α}_I (ξ_1) · | |J^′(ω_1) | | · |φ^′( ^z[ξ_1])| · |φ^′( ^ξ )| |φ^′(^z [ξ_1])| · |ξ_1 − ξ_2| ≍ ≍a^{1−α}_I (ξ_1) · |φ^′( ^ξ )| |φ^′(^z [ξ_1])| · |ξ_1 − ξ_2| 6 6A6 a^{1/2−α}_I (ξ1)|ξ1 − ξ2| 6 A7|ξ1 − ξ2|^α. (2.15)

Rassmotrenie sluqaØ |ξ_1 − ξ_2| >^1_{A5} a^{−α}_I (ξ_1), kak i dlØ kruga, prowe qem v (2.15) i (2.11), i v itoge nahodim, qto funkciØ f/I udovletvorØet na Γ uslovi¸ Gœl~dera, a poskol~ku f/I ∈ H^∞(G), to po teoreme Tamrazova [14] zakl¸qaem, qto f/I ∈ Λ^α(G). Qast~ s) teoremy 2 ustanavlivaetsØ analogiqno, takße s ispol~zovaniem teoremy Tamrazova [14].

3. Vnexnie funkcii v Λ^α(G)

Oboznaqim qerez H^α(Γ), 0 < α < 1, prostranstvo kompleksnoznaqnyh funkciæ, opredelennyh na Γ i udovletvorØ¸wih αuslovi¸ Gœl~dera. GarmoniqeskaØ mera ω_z( · ) opredelena v (0.1) i (0.2). DlØ z ∈ G toqki ξ(z) opredeleny v naqale p. 1. Pust~ ‖|f‖|_α = sup_{z,ξ∈Γ,z≠ξ} |f(z) − f(ξ)|/|z − ξ|^α.

266 N. A. XIROKOV

Teorema 3. a) Pust~ f ∈ Λ^α(G), 0 < α < 1, f ≢ 0, ‖|f‖|α 6 1.

Suwestvuet postoØnnaØ c_f , zavisØwaØ lix~ ot f, takaØ, qto dlØ vsØkoæ z ∈ G, dlØ kotoroæ vypolneno uslovie |f(ξ(z))| ¿ |z − ξ(z)|^α, (3.1) spravedlivo neravenstvo ∫ Γ | | | | log |f(ξ)| |f(ξ(z))| | | | |ω^z(dξ) 6 c^f . (3.2)

b) Pust~ f ∈ H^α(Γ), 0 < α 6 1/2, f ¿ 0, ‖|f‖|_α 6 1 i f udovletvorØet uslovi¸ (1.12), F – vnexnØØ v G funkciØ, postroennaØ po formule (0.7) s ispol~zovaniem funkcii f v neæ (t.e. |F | | |_Γ = f). Predpoloßim dalee, qto suwestvuet nekotoraØ postoØnnaØ c_f , zavisØwaØ lix~ ot f, takaØ, qto dlØ vsØkoæ toqki z ∈ G, v kotoroæ vypolneno (3.1), spravedlivo neravenstvo (3.2). Togda F ∈ Λ^α(G).

Zameqanie. Teoremy 2 i 3 da¸t polnoe opisanie vnexne-

vnutrenneæ faktorizacii v Λ^α(G) pri 0 < α 6 1/2.

V processe dokazatel~stva teoremy 3, primenØØ neravenstvo Harnaka k poloßitel~noæ garmoniqeskoæ v G funkcii, kakovoæ ØvlØetsØ integral v levoæ qasti (3.2), pri fiksirovannoæ

ξ_0 = ξ(z_0) i menØ¸weæsØ z, podobno [4], gl. 2, poluqaem vnaqa-

le sledu¸wee utverßdenie, ffkvivalentnoe teoreme 3. DlØ z ∈ G oboznaqim qerez γ(z) ⊂ Γ dugu, ograniqennu¸ toqkami ξ_+(z) i

ξ_−(z) i soderßawu¸ toqku ξ(z) (sm. p. 1).

DlØ funkcii f ∈ C(Γ) poloßim

M_f (z) = max_{ξ∈γ(z)} |f(ξ)|. (3.3)

Teorema 3^′. Zakl¸qeniØ a) i b) teoremy 3 osta¸tsØ v sile, esli

uslovie (3.1) zamenit~ usloviem

M_f (z) = |z − ξ(z)|^α, (3.4)

gde veliqina M_f (z) opredelena v (3.3), i zamenit~ v integrale (3.2) veliqinu |f(ξ(z))| na veliqinu M_f (z).

Posle fftogo qast~ a) dokazyvaetsØ bukval~nym povtoreniem rassußdeniæ iz [4], gl. 2, qto okazyvaetsØ vozmoßnym v silu

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 267 togo, qto postoØnnaØ A_0 iz lemmy 1, ispol~zuemoæ v dokazatel~- stve, ne zavisit ot G.

Dalee, kak v [4], pri dokazatel~stve qasti b) vospol~zuemsØ ffkvivalentnost~¸

F ∈ Λ^α(G) ⇔ |F^′(z)| 6 C_F dist^{α−1}(z, Γ), z ∈ G. (3.5)

V svo¸ oqered~, sluqaæ, kogda M_f (z) 6 dist^α(z, Γ), razbiraetsØ bukval~no, kak v [4], s ispol~zovaniem formuly Koxi dlØ proizvodnoæ i lemmy 1. Pofftomu trudnost~ predstavlØet lix~ poluqenie ocenki (3.5) dlØ teh z ∈ G, dlØ kotoryh spravedlivo (3.4). Pust~ M = M_f (z). Pol~zuØs~ tem, qto G – oblast~ Lavrent~eva, moßno naæti takoe z_1 ∈ G, qto dist(z_1, Γ) 6 M^{1/α}, dist(z_1, Γ) ≍

M^{1/α} i γ(z_1) ⊃ γ(z). V takom sluqae M_f (z_1) ≍ M_f (z) = M , i dlØ

toqki z_1 takße spravedlivo (3.4). Dalee, pri z ∈ G formula Koxi vleqet ∫ Γ |φ^′(ξ)| |dξ| (φ(ξ) − φ(z))^2 = ∫ ∂D |dω| (ω − φ(z))^2 = 1 i ∫ ∂D dω ω(ω − φ(z))^2 = 0,

pofftomu iz (0.7) nahodim, qto

F^′(z) = φ^′(z) π ∫ Γ log |f(ξ)| · |φ^′(ξ)| |dξ| (φ(ξ) − φ(z))^2 · F (z) =

= φ^′(z) π ∫ Γ log |f(ξ)| M · |φ^′(ξ)| |dξ| (φ(ξ) − φ(z))^2 · F (z), otkuda poluqaem |F^′(z)| 6 |φ^′(z)| π ∫ Γ | | | | log |f(ξ)| M | | | | · |φ^′(ξ)| |dξ| |φ(ξ) − φ(z)|^2 · |F (z)|. (3.6) PrimenØØ lemmu 1 i to, qto |f(ξ)| 6 |f(ξ(z))| + |ξ − ξ(z)|^α 6 M + |ξ − ξ(z)|^α, my nahodim ocenku |F (z)| 6 A_α ( M + |z − ξ(z)|^α ) 6 2AαM. (3.7) Pust~ γ_0(z) ⊂ Γ – duga, soderßawaØ toqku ξ(z), ograniqennaØ toqkami ξ_{∗±} takimi, qto |ξ_{∗±} − ξ(z)| =^1_2 M^{1/α}. Pust~ ρ = dist(z, Γ),

268 N. A. XIROKOV ξ_{+n}(z), ξ_{−n}(z) – toqki na Γ, raspoloßennye takim obrazom, qto

toqki ξ_±(z) leßat na duge s koncami ξ_{±n}(z) i ξ(z), takie, qto

|ξ_{±n}(z) − ξ(z)| = 2^nρ, n ¿ 1. Vyberem N tak, qtoby 2^N ρ 6^1_2 M^{1/α} < 2^{N+1}ρ. PolagaØ dlØ edinoobraziØ ξ_{±0}(z) = ξ_±(z), oboznaqim qe-

rez γ_{±n}(z) dugi na Γ s koncami sootvetstvenno ξ_{+n}(z), ξ_{+,n−1}(z),

ξ_{−n}(z), ξ_{−,n−1}(z), ne soderßawie vnutri drugih toqek ξ_{±k}(z), i

pust~

S = Γ \ [( γ(z) ∪ N⋃ n=1 γ_{±n}(z) ) ∩ B ] = Γ \ ( γ^0(z) ∪ N⋃ n=1 γ^0_{±n}(z) ) , gde B = { ξ : |ξ − ξ(z)| 6 1 2 M^{1/α} } , γ^0(z) = γ(z) ∩ B, γ^0_{±n}(z) = γ_{±n}(z) ∩ B. Dalee uqtem, qto dlØ konformnogo otobraßeniØ φ i dug I ⊃ J na Γ s nekotorymi postoØnnymi A_Γ i – > 1/2 imeetsØ neravenstvo [5], gl. 7 |φ(J)| |φ(I)| 6 A_Γ ( |J| |I| )– . (3.8)

PrimenØØ i drugie horoxo izvestnye svoæstva otobraßeniæ [2], gl. 9, [5], gl. 7, nahodim ocenki: |φ^′(z)| π ∫ γ0(z) | | | | log |f(ξ)| M | | | | · |φ^′(ξ)| |dξ| |φ(ξ) − φ(z)|^2 6 6 c|φ^′(z)| ·^∫_{γ(z)}^{ρα + |ξ − ξ(z)|α}_M · |φ^′(ξ)| |dξ| ·^1_{|φ(z) − φ(ξ(z))|2} 6 6 c|φ^′(z)| · ρ^α ·^{|φ(z) − φ(ξ(z))|}_M ·^1_{|φ(z) − φ(ξ(z))|2} 6 6 c^{ρα|φ′(z)|} |φ^′(z)| · |z − ξ(z)| = c ρ^{α−1} M (3.9) i |φ^′(z)| π ∫ γ0�n^{(z)} | | | log |f(ξ)| M | | | · |φ^′(ξ)| |φ(ξ) − φ(z)|^2 6

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 269 6^{c|φ′(z)|}_M ·^∫ γ�n (z) ρ^α + |ξ − ξ(z)|^α |φ(ξ) − φ(z)|^2 · |φ^′(ξ)| |dξ| 6 6^{c|φ′(z)|}_M · 2^{nα}ρ^α ·^1 |φ(ξ_{+n}(z)) − φ(ξ(z))|^2 ∫ γ�n (z) |φ^′(ξ)| |dξ| 6 6^{c|φ′(z)|}_M · 2^{nα}ρ^α ·^1_{|φ(γ±n(z))|} 6^{c|φ′(z)|}_M · 2^{nα}ρ^α ·^1_{|φ(γ(z))|} · 2^{−n–} 6 6 c2^{n(α−–)} ·^{ρα−1}_M . (3.10)

UqityvaØ (3.7), iz (3.9) i (3.10) zakl¸qaem, qto |F (z)| · |φ^′(z)| π ∫

γ0(z)∪^NS_n =1 γ0�n^{(z)}

| | | | log |f(ξ)| M | | | | · |φ^′(ξ)| |dξ| |φ(ξ) − φ(z)|^2 6 6 cM ·^{(ρα−1}_M +^{ρα−1}_M^{N∑}_{n=1} 2^{n(α−–))} 6 cρ^{α−1}. (3.11)

Zatem, esli toqka z_1 opredelena vyxe, to dlØ ξ ∈ S vypolneno |φ(ξ) − φ(z)| ≍ |φ(ξ) − φ(z_1)|, pofftomu |φ^′(z)| π ∫ S | | | | log |f(ξ)| M | | | | · |φ^′(ξ)| |dξ| |φ(ξ) − φ(z)|^2 ≍

≍ |φ^′(z)| π ∫ S | | | | log |f(ξ)| M | | | | · |φ^′(ξ)| |dξ| |φ(ξ) − φ(z_1)|^2 6 6^{|φ′(z)|}_π^∫_Γ^| log^{|f(ξ)|}_M^| ·^{|φ′(ξ)| |dξ|} |φ(ξ) − φ(z_1)|^2 . (3.12)

Tak kak dlØ toqki z_1 vypolneno (3.4), to spravedliva ocenka

(3.2) s zamenoæ |f(ξ(z_1))| v integrale (3.2) na M , pofftomu

dist(z_1, Γ) ·

|φ^′(z_1)| π ∫ Γ | | | | log |f(ξ)| M | | | | · |φ^′(ξ)| |dξ| |φ(ξ) − φ(z_1)|^2 6 c_f . (3.13)

No iz (3.8) imeem neravenstvo |φ^′(z)| |φ^′(z_1)| 6 c ( ρ M^{1/α} )– · M^{1/α} ρ = c (M^{1/α})^{1−}–

ρ^{1−}–

, (3.14)

270 N. A. XIROKOV togda (3.7), (3.12)–(3.14) vlekut v silu 0 < α 6 1/2, – > 1/2: |F (z)| · |φ^′(z)| π ∫ S | | | log |f(ξ)| M | | | · |φ^′(ξ)| |dξ| |φ(ξ) − φ(z)|^2 6 6 cM ·^{(M 1/α)1−–}_{ρ1−–} ·^1_{M 1/α} 6 cρ^{α−1}. (3.15)

SootnoxeniØ (3.11) i (3.15) zakanqiva¸t dokazatel~stvo qasti b) teoremy 3.

4. Zamknutye idealy algebry λ^α(G)

Algebra λ^α(G) ⊂ Λ^α(G), 0 < α < 1, opredelena v (1). Pust~

I(z) = B(z)S(z), gde funkcii B i S opredeleny v (0.4) i (0.5), E_0 ⊂ Γ – nekotoroe zamknutoe mnoßestvo nulevoæ h^1-mery Haus-

dorfa, i pust~

E = E_0 ∪ Z_B ∪ supp ν. (4.1)

Predpolagaem, qto mnoßestvo Z_B udovletvorØet uslovi¸ (0.8), a mnoßestvo E – uslovi¸ (1.2). Oboznaqim qerez λ^α_{I,E0} (G) ⊂

λ^α(G) mnoßestvo vseh funkciæ f ∈ λ^α(G), udovletvorØ¸wih

usloviØm f/I ∈ H^∞(G), f | |_{E0} = 0. (4.2)

Teorema 4. a) Esli 0 < α < 1, to λ^α_{I,E0} (G) – zamknutyæ ideal

algebry λ^α(G).

b) Esli 0 < α 6 1/2, X ⊂ λ^α(G) – nekotoryæ zamknutyæ ideal v λ^α(G), X ≠ {0}, to suwestvu¸t vnutrennØØ funkciØ I i zamknutoe mnoßestvo E_0 ⊂ Γ takie, qto X = λ^α_{I,E0} (G).

Vpervye vse zamknutye idealy v algebre A^n v ediniqnom kruge D byli opisany B. I. Korenbl¸mom [10]. DlØ fftogo im byla sozdana miniteoriØ, kotoru¸ udavalos~ realizovat~ i dlØ drugih banahovyh algebr analitiqeskih funkciæ [10–12], [4], gl. 4. OkazyvaetsØ, qto vs¸ fftu teori¸ xag za xagom moßno realizovat~ i dlØ oblasteæ Lavrent~eva, poluqiv utverßdenie b) teoremy 4 (utverßdenie a) prosto i trebuetsØ dlØ polnoty formulirovki). Pri fftom uslovie 0 < α 6 1/2 voznikaet v nekotoryh tehniqeskih mestah podobno tomu, kak ffto proØvlØlos~ v pp. 2 i 3. Edinstvennym xagom v metode Korenbl¸ma, kotoryæ neprigoden dlØ deæstviæ s oblastØmi Lavrent~eva, okazyvaetsØ

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 271

ispol~zovanie Ødra Puassona dlØ togo, qtoby l¸bu¸ funkci¸

f ∈ h^α(∂D ) priblißat~ v norme Λ^α(∂D ) funkciØmi, analitiqny-

mi v kol~ce, soderßawem ediniqnu¸ okrußnost~ (formula (2.2) v [9], lemma 2.1 tam ße). OkazyvaetsØ, tem ne menee, qto trebuemoe utverßdenie moßet byt~ poluqeno s pomow~¸ psevdoanalitiqeskogo prodolßeniØ Dyn~kina [6].

Pust~ h^α(Γ) ⊂ H^α(Γ), 0 < α < 1, – podprostranstvo funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (1), ‖|f‖|_α opredelena v naqale p. 3 i pust~ ‖f‖_α = ‖|f‖|_α + ‖f‖_{C(Γ)}. Poloßim, dalee,

D_δ (z) = { ξ ∈ C : |ξ − z| < δ } , Ω_δ(Γ) = ⋃ z∈Γ D_δ(z). Lemma 3 (analog lemmy 2.1 [9] dlØ chord-arc krivoæ Γ). Suwest-

vuet semeæstvo lineænyh operatorov T_δ : h^α(Γ) → h^α(Γ) so sledu-

¸wimi svoæstvami:

a) dlØ vsØkoæ funkcii f ∈ h^α(Γ) funkciØ T_δ f analitiqna v

Ω_δ(Γ);

b) dlØ vsØkoæ funkcii f ∈ h^α(Γ) vypolnØetsØ sootnoxenie ‖ ‖T_δf − f ‖ ‖_α −→_{δ→+0} 0.

Dokazatel~stvo lemmy 3. Pust~ R0 > 0 stol~ veliko, qto

Γ ⊂ D_{R0} (0). Oboznaqim qerez S kanoniqeskiæ lineænyæ opera-

tor Dyn~kina [6] psevdoanalitiqeskogo prodolßeniØ funkcii f na vs¸ ploskost~: Sf ∈ C(C ), Sf(z) ≡ 0 pri |z| ¿ R_0 i | | | | ∂ ∂z Sf(z) | | | | 6 cα · ‖|f‖|α ·^( dist(z, Γ)^{)α−1}, z ∈ C \ Γ. Specifika obstoØtel~stv (f ∈ h^α(Γ)) daet qut~ luqxu¸ ocenku, imenno, poluqaetsØ, qto | | | | ∂ ∂z Sf(z) | | | | = o ( dist^{α−1}(z, Γ) ) , z ∈ C \ Γ. (4.3)

Dyn~kinym [6] provereno, qto dlØ chord-arc krivoæ Γ i f ∈ H^α(Γ) spravedliva formula Koxi–Grina f(z) = − 1 π ∫ ∫ D_R0 (0)

∂Sf(ξ) ∂ξ ξ − z dm_2(ξ), z ∈ Γ. (4.4)

272 N. A. XIROKOV Poloßim T_δ f(z) = − 1 π ∫ ∫ D_R0 (0)\Ω_δ(Γ) ∂Sf(ξ) ∂ξ dm_2(ξ) ξ − z , z ∈ Γ. (4.5)

V takom sluqae utverßdenie a) oqevidno, i (4.4) i (4.5) da¸t, qto T_δ f(z) − f(z) = 1 π ∫ ∫ Ω_δ(Γ) ∂Sf(ξ) ∂ξ dm_2(ξ) ξ − z , z ∈ Γ. (4.6)

PrimenØØ dalee k integralu (4.6) metodiku ocenok Dyn~kina iz [6] doslovno i uqityvaØ (4.3), my poluqim i utverßdenie b) lemmy 3.

Posle dokazatel~stva lemmy 3 vsØ ostal~naØ teoriØ Korenbl¸ma iz [9] moßet byt~ xag za xagom realizovana dlØ oblasteæ Lavrent~eva s ispol~zovaniem svoæstv konformnyh otobraßeniæ na krug podobno tomu, kak ffto privodilos~ v pp. 1–3, qto i dokaßet teoremu 4.

5. Teorema Havina–XamoØna dlØ Λ^α(G)

DlØ oblasteæ Lavrent~eva v klassah Gœl~dera, kak okazyvaetsØ, spravedliv analog teoremy Havina–XamoØna dlØ kruga [15].

Teorema 5. Pust~ G – oblast~ Lavrent~eva, Γ = ∂G, f ∈ H^α(Γ),

0 < α < 1, f udovletvorØet uslovi¸ (0.12), F – vnexnØØ v G funk-

ciØ, opredelØemaØ ravenstvom |F | | |_Γ = |f|. Suwestvuet δ, zavisØwee ot G, takoe, qto 0 < δ 6 1 i F ∈ Λ^{δα/2}(G). Zameqanie. V otliqie ot sluqaØ kruga, v kotorom poluqae-

maØ vozmoßnaØ gladkost~ Λ^{α/2}(D ) byla optimal~noæ, dlØ oblasteæ Lavrent~eva vopros ob optimal~nosti klassa Λ^{δα/2}(G) s veliqinoæ δ, opredelennoæ niße v (5.2), ostaetsØ otkrytym. Esli Γ – krivaØ ograniqennogo vraweniØ, to moßno polagat~

δ = θ_{min} /θ_{max}, gde θ_{min} – minimal~nyæ vnutrenniæ ugol, a θ_{max} –

maksimal~nyæ vnutrenniæ ugol (po otnoxeni¸ k G).

Dokazatel~stvo. DlØ oblasteæ Lavrent~eva s nekotorymi po-

stoØnnymi –_−, –_+, c_1, c_2, 1/2 < –_− 6 –_+ < ∞, i dlØ dugi I ⊂ Γ spravedlivy neravenstva

c_1|I|–^+ 6 |φ(I)| < c_2|I|–� . (5.1)

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 273

Pust~ –_+, –_− vzØty iz (5.1), poloßim δ = –_−

–_+

. (5.2)

Esli β = δ/2, I, J ⊂ Γ, |J| ¿ c_0|I|^β, to (5.1) daet

|φ(J)|^2 ¿ c^′_1|J|^2–^+ ¿ c^{′′}_1 |I|–� ¿ c^′_2|φ(I)|. (5.3)

Primenim teoremu 3 dlØ rassmatrivaemoæ situacii. Predpolo-

ßim, qto ‖|f‖|_α 6 1, i pust~ v oboznaqeniØh p. 3 dlØ z ∈ G vypol-

neno |f(ξ(z))| ¿ |ξ(z)−z|^{αδ/2}. Poloßim dlØ kratkosti ρ = |z −ξ(z)|.

Pust~ J – naibol~xaØ duga Γ, soderßawaØ toqku ξ(z) i pomewa-

¸waØsØ v kruge D_{ξ(z)}(^1_2 ρ^β). Togda pri ξ ∈ J imeem |f(ξ)| ¿ |f(ξ(z))| − ( 1 2 ρ^β )_α ¿^(1 −^1_{2α}^)ρ^{αδ/2},

pofftomu pri ξ ∈ J imeem | | | | log |f(ξ)| |f(ξ(z))| | | | | ≍ 1, znaqit, ∫ J | | | log |f(ξ)| |f(ξ(z))| | | | ω_z(dξ) 6 c. (5.4) Dalee, | | | | log | | | | f(ξ) f(ξ(z)) | | | | | | | | 6^| log |f(ξ)|^| +^| log |f(ξ(z))|^|. (5.5)

Pri ξ ∈ Γ \ J v silu (5.3) i svoæstv otobraßeniØ φ imeem, uqi-

tyvaØ sootnoxenie |J| ¿ c_0|γ(z)|^β: |φ(ξ) − φ(z)|^2 ¿ c|J|^2 ¿ c^′|φ(I)| ¿ ~c ( 1 − |φ(z)|^2 ) , (5.6)

togda uslovie (0.12) i (5.6) vlekut ∫ Γ\J | | log |f(ξ)| | |ω_z(dξ) =

= 1 2π ∫ Γ\J 1 − |φ(z)|^2 |φ(ξ) − φ(z)|^2 | | log |f(ξ)| | | · |φ^′(ξ)| |dξ| 6

274 N. A. XIROKOV

6 c^∫ Γ\J | | log |f(ξ)| | | ·|φ^′(ξ)| |dξ| 6 c ∫ Γ | | log |f(ξ)| | | ·|φ^′(ξ)| |dξ| 6 c_∗. (5.7) Zatem, ρ^α 6 |f(ξ(z))| 6 c, togda | | log |f(ξ(z))| | | 6 c^| log(1 − |φ(z)|)^|, (5.8)

i (5.6) vleqet ∫ Γ\J ω_z(dξ) = 1 2π ∫ Γ\J 1 − |φ(z)|^2 |φ(ξ) − φ(z)|^2 |φ^′(ξ)| |dξ| 6 6 (1 − |φ(z)|^2)^∫ ω∈∂D:|ω−ω0|¿ c(1−|φ(z)|)1^/2 |dω| |ω − ω_0|^2 6 c(1 − |φ(z)|)^{1/2}. (5.9)

Iz (5.5)–(5.9) zakl¸qaem, qto ∫ Γ\J | | | | log | | | | f(ξ) f(ξ(z)) | | | | | | | |ω^z(dξ) 6 ^c. (5.10) Teorema 3 priloßima k naxeæ situacii v silu (5.4) i (5.10).

Teorema 5 dokazana.

Literatura

1. V. N. DzØdyk, Primenenie metodov teorii kvazikonformnyh otobraßeniæ k poluqeni¸ prØmyh teorem priblißeniØ funkciæ. — DAN SSSR

225, No. 3 (1975), 491–494.

2. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami. Nauka, Moskva, 1977.

3. A. M. Kotoqigov, N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ dlØ klassov Gœl~dera v ßordanovyh oblastØh. Problemy matematiqeskogo analiza, izd-vo SpbGU 15, (1995), 109–138.

4. N. A. Shirokov, Analytic function smooth up to the boundary. — Lecture Motes in Math. 1312 (1988).

5. Ch. Pommerenke, Boundary behaviour of conformal maps. — Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 299 (1992).

6. E. M. Dyn~kin, Gladkie funkcii na ploskih mnoßestvah. — DAN SSSR

208, No. 1 (1972), 25–27.

7. P. M. Tamrazov, Gladkosti i polinomial~nye priblißeniØ. Naukova dumka, Kiev 1975.

8. I. I. Privalov, Graniqnye svoæstva analitiqeskih funkciæ. M.-L.

(1950).

KLASSY G´L^DERA V OBLAST˚H LAVRENT^EVA 275

9. V. P. Havin, FaktorizaciØ analitiqeskih funkciæ gladkih vplot~ do granicy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 22 (1971), 202–205.

10. B. I. Korenbl¸m, Zamknutye idealy kol~ca An. — Funkc. analiz i ego priloßeniØ 6, No. 3 (1972), 38–53.

11. B. I. Korenbl¸m, Invariantnye podprostranstva operatora sdviga vo vzvexennom gil~bertovom prostranstve. — Mat. sb. 89, No. 1 (1972), 110–137.

12. F. A. XamoØn, Zamknutye idealy v algebrah analitiqeskih funkciæ gladkih vplot~ do granicy. — Izv. AN Arm. SSR, ser. mat. 16, No. 3 (1981), 173–191.

13. N. A. Xirokov, Fnutrennie funkcii v analitiqeskih klassah O. V. Besova. — Algebra i Analiz 8, No. 4 (1996), 193–221.

14. P. M. Tamrazov, Konturnye i telesnye strukturnye svoæstva golomorfnyh funkciæ kompleksnoæ peremennoæ. — Uspehi mat. nauk 28, No. 1 (1973), 131–161.

15. V. P. Havin, F. A. XamoØn, Analitiqeskie funkcii s lipxicevym modulem graniqnyh znaqeniæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 19 (1970), 237–239.

Shirokov N. A. Hölder classes in Lavrent’ev domains.

Multiplicative properties of Hölder classes of analytic functions in the

disk are shown to persist in the setting of Lavrent’ev domains.

Postupilo 25 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet