Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

ı. A. Al~pin, S. N. Il~in

STEPENI ZNAKOVYH PORTRETOV VEWESTVENNYH MATRIC

Vvedenie

Znakovym portretom vewestvennoæ matricy A = ‖a_{ij}‖ nazyvaetsØ matrica Sg(A) = ‖sg(a_{ij})‖, gde

sg(a_{ij}) =

0, esli a_{ij} = 0, 1, esli a_{ij} > 0, −1, esli a_{ij} < 0. Naibol~xee primenenie poluqili portrety neotricatel~nyh matric (sm., napr., [1]). Priqina zakl¸qaetsØ v tom, qto portrety neotricatel~nyh matric moßno rassmatrivat~ kak matricy nad bulevoæ algebroæ B_2. Operacii v fftoæ algebre horoxo izvestny: 0+0 = 0, 0+1 = 1+0 = 1+1 = 1, 0·0 = 0·1 = 1·0 = 0, 1·1 = 1. Bulevy matricy fiksirovannogo porØdka n obrazu¸t monoid po umnoßeni¸. Imeet mesto oqen~ suwestvennoe obstoØtel~stvo:

Sg(AB) = Sg(A)Sg(B), (1)

to est~ otobraßenie A → Sg(A) ØvlØetsØ gomomorfizmom mul~- tiplikativnogo monoida neotricatel~nyh n × n-matric v mul~- tiplikativnyæ monoid bulevyh n × n-matric. Iz (1) dlØ l¸boæ neotricatel~noæ matricy A i proizvol~nogo pokazatelØ k sleduet ravenstvo

Sg(A^k) = (Sg(A))^k. (2)

S soderßatel~noæ toqki zreniØ ravenstvo (2) oznaqaet, qto znakovyæ portret neotricatel~noæ matricy polnost~¸ opredelØet znakovyæ portret l¸boæ ee stepeni. DlØ vewestvennoæ matricy ffto, voobwe govorØ, ne tak, no nekotoraØ svØz~ meßdu matricami Sg(A^k) i Sg(A) vse ße imeetsØ. Qtoby issledovat~ fftu svØz~ algebraiqeski, vvedem fflement θ, simvoliziru¸wiæ neopredelennost~, i rassmotrim rasxirenie B_2 – mnoßestvo 5

6 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

S = {0, 1, −1, θ}, na kotorom opredelim estestvennye operacii sloßeniØ i umnoßeniØ:

+ 0 1 −1 θ 0 0 1 −1 θ 1 1 1 θ θ −1 −1 θ −1 θ θ θ θ θ θ

· 0 1 −1 θ 0 0 0 0 0 1 0 1 −1 θ −1 0 −1 1 θ θ 0 θ θ θ Neposredstvenno proverØetsØ

Predloßenie 1. Sistema S est~ kommutativnoe polukol~co s

ediniceæ, bez deliteleæ nulØ. Ono takße obladaet svoæstvom: a + b = 0 ⇒ a = b = 0.

Mnoßestvo M_n(S) matric nad S obrazuet monoid otnositel~- no obyqnogo matriqnogo umnoßeniØ, soderßawiæ bulevy matricy v kaqestve podmonoida. �lementy S budem nazyvat~ znakami, matricy iz M_n(S) – znakovymi matricami. Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ analogom ravenstva (2) v bolee obwem sluqae proizvol~noæ vewestvennoæ matricy A.

Predloßenie 2. Esli (i, j)-fflement matricy (Sg(A))^k opredelen

(≠ θ), to on raven (i, j)-fflementu matricy Sg(A^k).

My opuskaem fflementarnoe dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ.

Kak sleduet iz PredloßeniØ 2, matrica (Sg(A))^k v tom i tol~- ko tom sluqae ne soderßit nikakoæ informacii o znakovom portrete A^k, kogda vse fflementy (Sg(A))^k ravny θ. To est~, realizuetsØ situaciØ, protivopoloßnaØ toæ, qto v sluqae neotricatel~- nyh matric vyraßena ravenstvom (2). Esli dlØ vewestvennoæ matricy A suwestvuet pokazatel~ k, dlØ kotorogo (Sg(A))^k = ‖θ‖, to naimen~xiæ iz takih pokazateleæ oboznaqim θ(A). Esli takogo k ne suwestvuet, to poloßim θ(A) = ∞.

Osnovnoæ rezul~tat raboty – Teorema 5 – ukazyvaet dlØ θ(A) toqnu¸ ocenku sverhu, zavisØwu¸ lix~ ot porØdka matricy.

V vewestvennoæ matrice mogut byt~ izvestny ne vse fflementy. Togda v ee znakovom portrete fftim fflementam estestvenno sopostavit~ simvol θ. ImeØ vvidu ffto zameqanie, moßno sqitat~, qto l¸baØ znakovaØ matrica S ∈ M_n(S) ØvlØetsØ znakovym portretom vewestvennoæ matricy.

ZNAKOVYE PORTRETY VEWESTVENNYH MATRIC 7 Poskol~ku parametr θ(A) zavisit lix~ ot znakovogo portreta, to my budem otnosit~ ego k matricam iz M_n(S). Sootvetstvenno, v osnovnom tekste rassußdeniØ provodØtsØ primenitel~no k znakovym matricam.

Pust~ S ∈ M_n(S). Napomnim poleznoe ponØtie grafa matricy [1, 2]. Grafom matricy S = ‖s_{ij}‖ nazyvaetsØ orientirovannyæ graf s mnoßestvom verxin {1, 2, . . ., n}, v kotorom duga iz verxiny i v verxinu j vedet togda i tol~ko togda, kogda s_{ij} ≠ 0. Znakom puti i_1 → i_2 → · · · → i_k nazyvaetsØ proizvedenie znakov

s_{i1i2} s_{i2i3} . . . s_{ik}�_{1ik} . Udobno sqitat~, qto put~ dliny 0 iz i v j pri i ≠ j ne suwestvuet, a pri i = j suwestvuet i ØvlØetsØ polo-

ßitel~nym. Tradicionno polagaem takße, qto S^0 – ediniqnaØ matrica. Indukcieæ po k dokazyvaetsØ sledu¸wee

Predloßenie 3. �lement s^{(k)}_{ij} matricy S^k raven summe znakov

puteæ dliny k v grafe matricy S, veduwih iz verxiny i v verxinu j. V qastnosti, s^{(k)}_{ij} = 0 v tom i tol~ko tom sluqae, kogda takih puteæ net.

Primitivnye znakovye matricy

Po analogii s izvestnym ponØtiem neotricatel~noæ primitivnoæ matricy nazovem matricu S ∈ M_n(S) primitivnoæ, esli nekotoraØ ee stepen~ ne soderßit nuleæ. Spravedliva sledu¸- waØ Teorema 1 [2]. Pust~ matrica S ∈ Mn(S) primitivna i q – nai-

men~xaØ iz dlin prostyh konturov v grafe matricy S. Togda matrica S^{n+q(n}�^{2)} ne soderßit nuleæ.

Sledu¸waØ teorema prinadleßit Vilandtu [1–3].

Teorema 2. Esli matrica S ∈ Mn(S) primitivna, to matrica

S^{n2}�^{2n+2} ne soderßit nuleæ. Pokazatel~ n^2 − 2n + 2 nel~zØ umen~- xit~: primitivnaØ matrica

W = 0 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 . . . 1 1 1 0 . . . 0

8 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

v stepeni n^2 − 2n + 1 ewe soderßit nul~.

Zametim, qto dokazatel~stva Teorem 1 i 2 provodØtsØ v ukazannyh vyxe istoqnikah dlØ neotricatel~nyh matric, no oni ispol~zu¸t lix~ te svoæstva polukol~ca neotricatel~nyh qisel, kotorymi obladaet i S (sm. Predloßenie 1).

Dokaßem sledu¸wee utoqnenie Teoremy 2:

Teorema 3. DlØ matricy S ∈ Mn(S) qislo n^2 − 2n + 2 est~ nai-

men~xee znaqenie k takoe, qto S^k ne soderßit nuleæ, v tom i tol~ko tom sluqae, kogda grafy matric S i W izomorfny.

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ nemedlenno vytekaet iz Teore-

my 2. Dokaßem neobhodimost~. Pust~ q – naimen~xaØ iz dlin prostyh konturov v grafe matricy S. Oqevidno, matrica S primitivna, a znaqit 0 < q 6 n − 1. Esli q 6 n − 2, to n > 3 i v silu Teoremy 1 k 6 n + q(n − 2) 6 n^2 − 3n + 4 = n^2 − 2n + 2 − (n − 2) <

n^2 − 2n + 2, qto protivoreqit vyboru k.

OstaetsØ sluqaæ q = n − 1. S toqnost~¸ do izomorfizma suwestvu¸t vsego tri grafa s dannym svoæstvom: graf G, sootvetstvu¸wiæ matrice W , graf G0, poluqa¸wiæsØ iz G dobavleniem dugi 1 → 3 (ili 1 → 1, esli n = 2), i graf G00, poluqa¸wiæsØ iz G0 udaleniem dugi 1 → 2. Matricy s grafom G00 moßno srazu iskl¸qit~ iz rassmotreniØ, poskol~ku oni ne primitivny. Osta¸tsØ matricy s grafami G i G0. G0 sostoit iz treh prostyh konturov 1 → 2 → · · · → n → 1, n → 2 → · · · → n i

1 → 3 → · · · → n → 1 (ili petli 1 → 1, esli n = 2), oboznaqae-

myh v dal~neæxem dlØ kratkosti C_n, C_n�_1 i C0_n�_1; G sostoit iz konturov C_n i C_n�_1.

Lemma 1. Pust~ S ∈ Mn(S) – matrica s grafom G0. Togda matri-

ca S^{n2}�^{2n+1} ne soderßit nuleæ.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem v grafe G0 proizvol~nym obrazom

verxiny i i j. DlØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno ustanovit~ suwestvovanie puti iz i v j dliny n^2 − 2n + 1. Pust~ m – dlina kratqaæxego puti x iz i v j. Oqevidno, 0 6 m 6 n − 1. KaßdaØ verxina grafa G0 vhodit v kontur C_n�_1 ili C0_n�_1, pofftomu pri m = 0 (to est~ pri i = j) iskomym putem ØvlØetsØ put~, sostoØwiæ iz n − 1 konturov C_n�_1 ili, sootvetstvenno, C0_n�_1. Pri

m > 0 v kaqestve iskomogo puti moßno vzØt~ put~, sostoØwiæ iz

ZNAKOVYE PORTRETY VEWESTVENNYH MATRIC 9

n − m − 1 konturov C_n, m − 1 konturov C_n�_1 ili C0_n�_1 (v zavisi-

mosti ot togo, v kakoæ iz nih vhodit vexina i) i puti x.

Takim obrazom, esli graf matricy S izomorfen G0, to v silu dokazannoæ lemmy k 6 n^2 − 2n + 1 < n^2 − 2n + 2, qto snova protivoreqit vyboru k. Sledovatel~no, uslovi¸ k = n^2 − 2n + 2 udovletvorØ¸t lix~ matricy, grafy kotoryh izomorfny grafu G matricy W .

Lemma 2. Esli k-Ø stepen~ primitivnoæ matricy S ∈ Mn(S) so-

derßit fflement θ, to θ soderßitsØ v kaßdoæ stroke matricy S^{k+n}�^1.

Dokazatel~stvo. Pust~ s^{(k)}pq = θ. Fiksiruem i proizvol~nym

obrazom. Poskol~ku graf matricy S sil~no svØzen, v nem suwestvuet put~ iz verxiny i v verxinu p dliny l 6 n − 1 i put~ dliny n − 1 − l iz verxiny q v nekotoru¸ verxinu j, tem samym, v silu PredloßeniØ 3 s^{(l)}_{ip} ≠ 0 i s^{(n}�^1�^{l)}_{qj} ≠ 0. No togda

s^{(l)}_{ip} s^{(k)}_{pq} s^{(n}�^1�^{l)} qj = θ, otkuda s^{(k+n}�^{1)}_{ij} = θ, qto s uqetom proizvol~-

nosti vybora i zaverxaet dokazatel~stvo lemmy.

Nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat Marßika–Ptaka [4, 5]. Pust~ A = ‖a_{ij}‖ – kompleksnaØ matrica porØdka n i ν(A) =

max_i ∑ j |a_{ij}| – izvestnaØ matriqnaØ norma.

Teorema 4. Pust~ ν(A) = 1 i suwestvuet pokazatel~ k, dlØ koto-

rogo ν(A^k) < 1. Togda ν(A^{n2}�^{n+1}) < 1. V fftom utverßdenii ocenku n^2 − n + 1 nel~zØ umen~xit~: matrica

V = 0 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 . . . 1 −1/2 −1/2 0 . . . 0 takova, qto ν(V^{n2}�^n) = 1, no ν(V^{n2}�^{n+1}) < 1.

Lemma 3. Esli nekotoraØ stepen~ matricy S ∈ Mn(S) obladaet

tem svoæstvom, qto v kaßdoæ ee stroke prisutstvuet fflement θ, to ukazannym svoæstvom obladaet matrica S^{n2}�^{n+1}.

Dokazatel~stvo. Esli matrica S soderßit θ, to po Lemme 2

kaßdaØ stroka S^n soderßit θ i naxe utverßdenie verno. Teper~

10 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN pust~ S ne soderßit θ. V silu usloviØ lemmy v matrice S net nulevyh strok. Dva poslednih svoæstva garantiru¸t suwestvovanie takoæ vewestvennoæ matricy A, qto Sg(A) = S i pritom ∑ j |a_{ij}| = 1, i = 1, . . ., n. Esli my dokaßem, qto pri l¸bom k

ν(A^k) < 1 ⇔ S^k soderßit θ v kaßdoæ stroke, (3)

to vvidu Teoremy 4 lemma budet dokazana. Na samom dele dokaßem neskol~ko bolee sil~noe utverßdenie:

dlØ l¸bogo k r^{(k)}_i < 1 ⇔ ⇔ i-Ø stroka S^k soderßit θ, (i = 1, . . ., n), (4)

gde r^{(k)}_i = ∑ j |a^{(k)}_{ij} |. Provedem indukci¸ po k. Pri k = 1 utverßde-

nie (4) trivial~no verno. Dopustiv, qto ono verno dlØ nekotorogo k ¿ 1, dokaßem ego dlØ k+1. Rassmotrim legko proverØemye sootnoxeniØ

r^{(k+1)} i = ∑ j |a^{(k+1)} ij | = ∑ j | | ∑ l a_{il}a^{(k)}_{lj} | | 6^∑_j^∑_l |ail||a^{(k)}_{lj} | = = ∑ l |a_{il}| ∑ j |a^{(k)}_{lj} | = ∑ l |a_{il}|r^{(k)}_l 6 1. (5)

Pust~ r^{(k+1)}_i < 1. Togda hotØ by odno iz neravenstv v (5) dolßno byt~ strogim. Predpoloßim, qto pervoe neravenstvo v (5) strogoe. Togda dlØ nekotorogo nomera q |a^{(k+1)} iq | = | | | ∑ l a_{il}a^{(k)}_{lq} | | | < ∑ l |a_{il}||a^{(k)}_{lq} |, qto vozmoßno tol~ko togda, kogda v levoæ qasti est~ nenulevye slagaemye a_{iu}a^{(k)}uq i a_{iv}a^{(k)}vq protivopoloßnyh znakov. Rassmotrim teper~ fflement

s^{(k+1)} iq = ∑ l s_{il}s^{(k)}_{lq} znakovoæ matricy S^{k+1} i slagaemye s_{iu}s^{(k)}uq , s_{iv}s^{(k)}vq posledneæ summy. Esli hotØ by odin iz znakov s^{(k)}uq , s^{(k)}vq raven θ, to v summe okazyvaetsØ slagaemoe θ i togda s^{(k+1)}_{iq} = θ. Esli ße oba znaka s^{(k)}uq ,

ZNAKOVYE PORTRETY VEWESTVENNYH MATRIC 11 s^{(k)}_{vq} ne ravny θ, to soglasno Predloßeni¸ 2 s_{iu}s^{(k)}_{uq} = sg(a_{iu}a^{(k)}_{uq} ), s_{iv}s^{(k)}_{vq} = sg(a_{iv}a^{(k)}_{vq} ). No togda s_{iu}s^{(k)}_{uq} + s_{iv}s^{(k)}_{vq} = θ, sledovatel~no,

snova poluqaem s^{(k+1)}_{iq} = θ.

Pust~ vtoroe neravenstvo v (5) strogoe. �to vozmoßno v toqnosti togda, kogda dlØ nekotorogo m a_{im} ≠ 0 i r^{(k)}m < 1. Soglasno predpoloßeni¸ indukcii m-aØ stroka S^k soderßit θ. Pust~, naprimer, s^{(k)}mp = θ. Togda s^{(k+1)}_{ip} = ∑ l s_{il}s^{(k)}_{lp} = θ, poskol~ku summa

soderßit slagaemoe s_{im}s^{(k)}mp = θ.

Itak, v kaßdom iz rassmotrennyh sluqaev dokazali, qto i-Ø stroka S^{k+1} soderßit θ. Teper~ pust~ r^{(k+1)}_i = 1. Togda to, qto vtoroe iz nestrogih neravenstv v (5) est~ ravenstvo, pozvolØet zakl¸qit~, qto vse fflementy vida s_{il}s^{(k)}_{lj} ne ravny θ. A iz togo, qto pervoe iz nih – ravenstvo, sleduet: nenulevye fflementy ukazannogo vida s odinakovym indeksom j ravny. Takim obrazom,

s^{(k+1)} ij = ∑ l s_{il}s^{(k)}_{lj} ≠ θ, j = 1, . . . , n, to est~, i-Ø stroka matricy S^{k+1} ne soderßit θ. �kvivalentnost~ (4), a s neæ i lemma dokazany.

Teorema 5. Pust~ S ∈ Mn(S). Esli θ(S) < ∞, to θ(S) 6 2n^2 −3n+

2. Pri n > 1 ravenstvo dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t obratimaØ matrica D ∈ M_n(S) i fflement ε ∈ {1, −1} takie, qto S = εDSg(V )D�^1.

Dokazatel~stvo. Pri n = 1 utverßdenie trivial~no, pofftomu

v dal~neæxem sqitaem, qto n > 1. Sledu¸waØ lemma vpolne oqevidna. (Niße vmesto (−1)S pixem −S.)

Lemma 4. Pust~ S ∈ Mn(S), k ¿ 1. Togda raspoloßenie fflemen-

tov, ravnyh θ, odinakovo dlØ matric S^k i (−S)^k .

Lemma 5. Esli vse prostye kontury v grafe matricy S ∈ Mn(S)

poloßitel~ny, to θ(S) = ∞.

Dokazatel~stvo. Poloßitel~nost~ prostyh konturov v grafe

matricy S vleqet poloßitel~nost~ vseh konturov. Sledovatel~- no, v silu PredloßeniØ 3 l¸boæ diagonal~nyæ fflement proizvol~noæ stepeni matricy S est~ libo 0, libo 1, i, znaqit, θ(S) = ∞.

12 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

Pust~ S ∈ M_n(S) i θ(S) < ∞. Oqevidno, togda S^{θ(S)} = ‖θ‖, znaqit, matrica S primitivna. Pust~ q – naimen~xaØ iz dlin prostyh konturov v grafe matricy S. Kak i v dokazatel~stve Teoremy 3 rassmotrim po otdel~nosti sluqai q 6 n−2 i q = n−1.

Esli q 6 n − 2, to po Teoreme 1 matrica S^{n+q(n}�^{2)} ne soderßit nuleæ, priqem n+q(n−2) 6 n^2 −3n+4. Soglasno lemme 3 v kaßdoæ stroke matricy S^{n2}�^{n+1} prisutstvuet fflement θ. Netrudno videt~, qto esli taku¸ matricu umnoßit~ sprava na matricu bez nuleæ, to poluqaetsØ matrica, vse fflementy kotoroæ ravny θ, tak qto θ(S) 6 n^2 −n+1+n^2−3n+4 = 2n^2−3n+2−(n−3) < 2n^2−3n+2 pri n ¿ 4. V silu 0 < q 6 n − 2 ostaetsØ sluqaæ n = 3 i, sootvetstvenno, q = 1. Dokaßem, qto togda naædetsØ k 6 3 takoe, qto

S^k soderßit θ. �to trivial~no, esli θ uße prisutstvuet v S. V

protivnom sluqae, s uqetom Lemmy 4 moßno sqitat~, qto ime- ¸waØsØ v grafe u nekotoroæ verxiny i petlØ poloßitel~na. Po Lemme 5 v grafe suwestvuet otricatel~nyæ prostoæ kontur C dliny 0 < m 6 3. Poskol~ku graf sil~no svØzen, to v nem naædetsØ put~ x dliny ne bolee 3 − m iz i v nekotoru¸ verxinu j, uqastvu¸wu¸ v konture C. Legko videt~, qto puti iz i v j, odin iz kotoryh sostoit iz m petel~ i puti x, a drugoæ – iz puti x i kontura C, ime¸t odinakovu¸ dlinu k 6 m + 3 − m = 3, i raznye znaki, qto i oznaqaet ravenstvo s^{(k)}_{ij} = θ. PrimenØØ Lemmu 2, zakl¸qaem, qto kaßdaØ stroka matricy S^{k+2} soderßit θ. Po Teoreme 1 matrica S^{3+1(3}�^{2)} = S^4 ne soderßit nuleæ, sledovatel~no, θ(S) 6 k + 2 + 4 6 9 < 11 = 2·3^2 − 3·3 + 2.

Takim obrazom, ostaetsØ sluqaæ, kogda q = n − 1, i, znaqit, (sm. dokazatel~stvo Teoremy 3) graf matricy S izomorfen grafu G, sostoØwemu iz prostyh konturov C_n, C_n�_1, ili grafu G0, sostoØwemu iz prostyh konturov C_n, C_n�_1 i C0_n�_1. Oboznaqim qerez ε_n, ε_n�_1 i ε0_n�_1 znaki sootvetstvu¸wih konturov.

Lemma 6. Pust~ S ∈ Mn(S) – matrica s grafom G0 i θ(S) < ∞.

Togda naædetsØ m 6 n^2 − n takoe, qto kaßdaØ stroka matricy S^m soderßit fflement θ.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto n 6 n^2 − n, pofftomu esli hotØ

by odin fflement matricy S raven θ, to po lemme 2 moßno vzØt~

m = n. Takim obrazom, ostaetsØ sluqaæ, kogda l¸baØ duga grafa

G0 poloßitel~na ili otricatel~na, tak qto kaßdyæ iz znakov_{εn},

ε_n�_1, ε0_n�_1 prostyh konturov est~ 1 ili −1.

ZNAKOVYE PORTRETY VEWESTVENNYH MATRIC 13 Dokaßem, qto esli ε_n�_1 ≠ ε0_n�_1, to kak i vyxe moßno vzØt~

m = n. DlØ fftogo vvidu PredloßeniØ 3 dostatoqno dlØ kaßdoæ

verxiny i naæti verxinu j, v kotoru¸ iz i vedut puti dliny n s raznymi znakami. Esli verxina i vhodit odnovremenno i v kontur C_n�_1, i v kontur C0_n�_1, to iskomymi putØmi budut, naprimer, put~, sostoØwiæ iz n xagov po konturu C_n�_1, i put~, sostoØwiæ iz n − 1 xagov po konturu C0_n�_1 i odnogo xaga po konturu C_n�_1. Esli ße verxina i vhodit tol~ko v odin kontur, naprimer, v C_n�_1, to ona soedinena dugoæ s nekotoroæ verxinoæ j iz kontura C0_n�_1, tak qto v kaqestve iskomyh moßno vzØt~ put~, sostoØwiæ iz kontura C_n�_1 i dugi i → j, i put~, sostoØwiæ iz dugi i → j i kontura C0_n�_1.

Pereædem k sluqa¸ ε_n�_1 = ε0_n�_1. Esli ε_n�_1 = ε0_n�_1 = 1, to

ε_n = −1 (inaqe θ(S) = ∞ po Lemme 5), priqem n qetno (v pro-

tivnom sluqae vse prostye kontury v grafe matricy −S budut poloßitel~ny, qto v silu toæ ße Lemmy 5 daet θ(−S) = ∞, otkuda po Lemme 4 θ(S) = ∞). Netrudno videt~, qto togda vse prostye kontury v grafe matricy −S otricatel~ny. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto pri ε_n�_1 = ε0_n�_1 = −1 i ε_n = 1 qislo n ØvlØetsØ neqetnym i vse prostye kontury v grafe matricy −S otricatel~ny. Takim obrazom, dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva lemmy dostatoqno proverit~ sluqaæ ε_n�_1 = ε0_n�_1 = ε_n = −1. No v takom grafe dlØ proizvol~noæ verxiny i puti iz i v i, sostoØwie iz n − 1 konturov C_n, i sootvetstvenno, iz n konturov C_n�_1 ili C0_n�_1 (v zavisimosti ot togo, v kakoæ iz nih vhodit verxina_i), ime¸t odinakovu¸ dlinu n^2 − n i raznye znaki: (−1)^n�^1 i (−1)^n, tak qto vse diagonal~nye fflementy matricy S^{n2}�^n ravny θ.

Soglasno Lemmam 1 i 6 poluqaem, qto esli matrice S ∈ M_n(S) sootvetstvuet graf G0 i θ(S) < ∞, to θ(S) 6 n^2 − 2n + 1 + n^2 − n <

2n^2 − 3n + 2.

Pust~ teper~ matrice S ∈ M_n(S) sootvetstvuet graf G i

θ(S) < ∞. Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda v matrice S est~

fflement θ. Esli n = 2, to 2n^2 − 3n + 2 = 4 i matrica S imeet vid

(_{0 a} b c ) , gde fflementy a, b, c otliqny ot 0. Neposredstvenno pro-

verØetsØ, qto esli hotØ by odin iz nih raven θ, to S^3 = (_{θ θ} θ θ ) , tak qto θ(S) 6 3 < 4. Esli ße n ¿ 3, to n < n^2 − n, pofftomu s uqetom Lemmy 2 i Teoremy 1 θ(S) 6 n + n + (n − 1)(n − 2) <

n^2 − n + n^2 − 2n + 2 = 2n^2 − 3n + 2.

14 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

Itak, ostaetsØ sluqaæ, kogda vse dugi grafa G ØvlØ¸tsØ poloßitel~nymi ili otricatel~nymi. OpiraØs~ na rassußdeniØ, analogiqnye tem, qto primenØlis~ pri dokazatel~stve Lemmy 6, moßno ograniqit~sØ rassmotreniem sluqaØ ε_n = ε_n�_1 = −1. (�tomu uslovi¸ udovletvorØet, v qastnosti, matrica Sg(V ).) Fiksiruem proizvol~nym obrazom verxiny i, j i ukaßem dva puti dliny 2n^2 − 3n + 2, veduwie iz i v j i ime¸wie raznye znaki. Vvidu PredloßeniØ 3 ffto i budet oznaqat~ spravedlivost~ ravenstva s^{(2n2}�^{3n+2)}

ij = θ, qto v silu proizvol~nosti vybora i i

j vleqet θ(S) 6 2n^2 − 3n + 2. Pust~ m – dlina naikratqaæxego puti x iz i v j (0 6 m < n). Rassmotrim put~ iz i v j dliny

2n^2 − 3n + 2, sostoØwiæ iz n − m konturov C_n, n + m − 2 konturov C_n�_1 i puti x. Ego znak δ_1 = (−1)^n�^m(−1)^{n+m}�^2δ = δ, gde δ – znak

puti x. Esli m ¿ 2, to v kaqestve vtorogo puti voz~mem put~, sostoØwiæ iz 2n − m − 1 konturov C_n, m − 2 konturov C_n�_1 i puti x. Ego znak δ_2 = (−1)^{2n}�^m�^1(−1)^m�^2 δ = (−1)δ otliqen ot δ_1, qto i trebovalos~. Pri m = 0 iskomym vtorym putem budet put~, sostoØwiæ iz kontura C_n i 2n − 2 konturov C_n�_1. Nakonec, pri

m = 1 berem put~, sostoØwiæ iz 2n − 1 konturov C_n�_1 i dugi

x, pri x ≠ 1 → 2, libo put~, sostoØwiæ iz dugi 1 → 2 i 2n − 1 konturov C_n�_1 pri x = 1 → 2.

Pokaßem teper~, qto poluqennoe dlØ ne soderßawih θ matric s grafom G (v qastnosti, dlØ matricy Sg(V )) nestrogoe neravenstvo θ(S) 6 2n^2 − 3n + 2 ØvlØetsØ v deæstvitel~nosti ravenstvom. Nußno ustanovit~, qto ne vse fflementy matricy S^{2n2}�^{3n+1} ravny θ. A imenno, dokaßem, qto s^{(2n2}�^{3n+1)}_{11} = 1. DlØ fftogo dostatoqno ubedit~sØ v poloßitel~nosti proizvol~nogo puti dliny

2n^2 − 3n + 1 iz verxiny 1 v verxinu 1. Oqevidno, qto l¸boæ ta-

koæ put~ s toqnost~¸ do porØdka prohoßdeniØ dug (qto ne vliØet na znak puti) sostoit iz nekotorogo koliqestva m > 0 konturov

C_n i nekotorogo koliqestva k ¿ 0 konturov C_n�_1. Ego dlina 2n^2 − 3n + 1 = (2n − 1)(n − 1) = mn + k(n − 1). Pri n = 2 poluqaem 3 = 2m + k, qto s uqetom ograniqeniæ na m i k vozmoßno tol~ko

pri m = k = 1, tak qto znak puti (−1)(−1) = 1. Esli ße n > 2, to v silu vzaimnoæ prostoty qisel n i n − 1 vyvodim m = m_1(n − 1) i m_1 > 0. Togda (2n − 1)(n − 1) = m_1(n − 1)n + k(n − 1) vleqet

2n − 1 = m_1n + k, qto, kak i v predyduwem sluqae, – s uqetom

ograniqeniæ na m_1 i k – vozmoßno tol~ko pri m_1 = 1 (a znaqit,

m = n−1) i k = n−1, pofftomu znak puti raven (−1)^n�^1(−1)^n�^1 = 1.

ZNAKOVYE PORTRETY VEWESTVENNYH MATRIC 15 Legko ponØt~, qto dlØ l¸bogo ε ∈ {1, −1} i dlØ l¸boæ obratimoæ matricy D ∈ M_n(S) spravedlivo ravenstvo θ(εDSg(V )D�^1) =

2n^2 − 3n + 2, poskol~ku θ(Sg(V )) = 2n^2 − 3n + 2. Obratno, zametim,

qto dokazannoe neravenstvo θ(S) 6 2n^2 − 3n + 2 vsØkiæ raz okazyvalos~ strogim za iskl¸qeniem matric, s toqnost~¸ do mnoßitelØ ε ∈ {1, −1} sootvetstvu¸wih grafu G s otricatel~nymi konturami C_n i C_n�_1. ˚sno, qto odnoimennymi perestanovkami strok i stolbcov taku¸ matricu moßno privesti k vidu

S̃ =

0 s_1 . . . 0 . . . . ... . . 0 0 . . . s_n�_1 s_n s_{n+1} . . . 0 , gde s_1, . . . , s_{n+1} ∈ {1, −1}. Spravedliva sledu¸waØ

Lemma 7. Pust~ S ∈ Mn(S), C = diag[c1, . . . , cn], ci ∈ {1, −1} (i =

1, . . . , n). Togda grafy matric S i CSC sovpada¸t, priqem znak l¸bogo kontura dlØ matric S i CSC odinakov.

�to utverßdenie – qastnyæ sluqaæ Teoremy 3.8 Fidlera– Ptaka [6].

Prodolßim dokazatel~stvo teoremy. Esli n = 2, to vzØv

C = diag[−s_2, 1], poluqim CS̃C =

(_{0 s}0_1

�1 s3 ) . Zametim, qto s_3 – ffto znak petli C_1, to est~ s_3 = −1, krome togo, v silu otricatel~nosti kontura C_2 i lemmy 7 imeem (−1)s0_1 = −1, tak qto CS̃C =

(_{0 1}

�1 �1 ) = Sg(V ). Pri n ¿ 3 voz~mem C0 =

diag[(−1)s_1, (−1)s_2, 1, . . ., 1]. Togda

C0_{S̃C}0_=

0 s0_{1 . . . 0} . . . . ... . . 0 0 . . . s0_n�_1 −1 −1 . . . 0 . S uqetom otricatel~nosti konturov C_n, C_n�_1 i lemmy 7 vyvodim

(−1)s0_1 . . . s0_n�_1 = −1 i (−1)s0_2 . . . s0_n�_1 = −1, otkuda s0_2 . . . s0_n�_1 = s0_1 =

1. Pust~ C00 = diag[1, 1, s0_2, s0_2s0_3, . . . , s0_2s0_3 . . . s0_n�_2, 1]. OboznaqaØ qerez s00_1 , . . . , s00_n�_1 sootvetstvu¸wie fflementy matricy C00C0S̃C0C00, poluqaem: s00_1 = s0_1 = 1, s00_2 = s0_2s0_2 = 1, . . . , s00_k = s0_2 . . . s0_k�_1s0_ks0_2 . . . s0_k = 1, . . . , s00_n�_1 = s0_2 . . . s0_n�_2s0_n�_1 = 1, tem samym, polagaØ C = C00C0,

16 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN prihodim k CS̃C = Sg(V ). Itak, esli S ∈ M_n(S) i θ(S) =

2n^2 − 3n + 2, to naædutsØ fflement ε ∈ {1, −1} i matrica D = CU ,

gde C = diag[c_1, . . ., c_n], c_i ∈ {1, −1} (i = 1, . . ., n), a U – perestanovoqnaØ matrica, takie, qto S = εDSg(V )D�^1 .

Nerazloßimye imprimitivnye znakovye matricy

Izvestno [1–3], qto kaßdaØ neotricatel~naØ nerazloßimaØ imprimitivnaØ matrica odnoimennymi perestanovkami strok i stolbcov privoditsØ k bloqnomu vidu

A = 0 A_1 . . . 0 . . . . ... . . 0 0 . . . A_k�_1 A_k 0 . . . 0 , (6) gde bloki A_1, . . . , A_k (1 < k 6 n) ne soderßat nulevyh strok i stolbcov, a nulevye diagonal~nye bloki – kvadratnye. Krome togo, k-Ø stepen~ matricy A ØvlØetsØ bloqno-diagonal~noæ matriceæ, priqem kaßdyæ ee diagonal~nyæ blok – primitivnaØ matrica. Ukazannye svoæstva doslovno perenosØtsØ na znakovye matricy. Iz stroeniØ imprimitivnoæ matricy S ∈ M_n(S) vidno, qto l¸baØ ee stepen~ soderßit nuli, sledovatel~no,

θ(S) = ∞. No moßet sluqit~sØ tak, qto nekotoraØ stepen~ ma-

tricy S soderßit lix~ fflementy 0 i θ. Naimen~xu¸ iz takih stepeneæ oboznaqim θ0(S), i poloßim θ0(S) = ∞, esli stepeni s takim svoæstvom net.

Teorema 6. Pust~ matrica S ∈ Mn(S) nerazloßima i imprimi-

tivna. Esli θ0(S) < ∞, to θ0(S) < 2n^2 − 3n + 2.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto matrica S uße imeet

bloqnu¸ strukturu (6). Togda kaßdyæ diagonal~nyæ blok matricy S^k ØvlØetsØ primitivnoæ matriceæ. Pust~ m – naimen~- xiæ iz razmerov fftih blokov. Vvidu Teoremy 5 vse fflementy po kraæneæ mere odnogo iz diagonal~nyh blokov matricy

(S^k)^{2m2}�^{3m+2} ravny θ. Pust~, dlØ opredelennosti, ffto pervyæ

blok. Rassmotrim matricu S^{(2m2}�^{3m+2)k+k}�^1. Predpoloßim, qto ee (i, j)-fflement otliqen ot 0. Togda v grafe suwestvuet put~ iz i v j dliny (2m^2 − 3m + 2)k + k − 1. V silu stroeniØ grafa na fftom puti qerez l 6 k − 1 xagov vstretitsØ takaØ verxina p, qto p-Ø stroka peresekaet pervyæ blok. Sdelav ewe

ZNAKOVYE PORTRETY VEWESTVENNYH MATRIC 17 (2m^2 − 3m + 2)k xagov, my okaßemsØ v nekotoroæ verxine q,

priqem q-Ø stroka snova peresekaet pervyæ blok. OstavxaØsØ qast~ puti iz q v j imeet dlinu k − 1 − l. Vvidu PredloßeniØ 3

s^{(l)}_{ip} ≠ 0, s^{(k}�^1�^{l)} qj ≠ 0, a s^{((2m2}�^{3m+2)k)} pq = θ po predpoloßeni¸. To-

gda s^{(l)}_{ip} s^{((2m2}�^{3m+2)k)}

pq s^{(k}�^1�^{l)}_{qj} = θ, otkuda s^{((2m2}�^{3m+2)k+k}�^{1)} ij = θ. Takim obrazom, matrica S^{(2m2}�^{3m+2)k+k}�^1 ne soderßit fflementov, otliqnyh ot 0 i θ. Ots¸da, s uqetom neravenstva m 6 n/k vyvodim θ0(S) 6 (2m^2 − 3m + 2)k + k − 1 6 2n^2/k − 3n + 3k − 1. Sravnim poluqennu¸ ocenku s 2n^2 − 3n + 2:

2n^2 − 3n + 2 − (2n^2/k − 3n + 3k − 1) = (2n^2 − 3k)(k − 1)/k.

Legko videt~, qto pri n ¿ 2 i 1 < k 6 n dannaØ raznost~ strogo poloßitel~na, tak qto θ0(S) < 2n^2 − 3n + 2.

Literatura

1. V. N. Saqkov, V. E. Tarakanov, Kombinatorika neotricatel~nyh ma-

tric. M.: TVP, 2000.

2. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz. M.: Mir, 1989. 3. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M.: Nauka, 1967.

4. J. Mařik, V. Pták, Norms, spectra and combinatorial properties of matrices.

Czechoslovak Math. J., 10, No. 2 (1960), 181–196.

5. G. R. Belickiæ, ı. I. L¸biq, Normy matric i ih priloßeniØ. Kiev:

Naukova dumka, 1984.

6. M. Fiedler, V. Pták, Cyclic products and an inequality for determinants. — Czechoslovak Math. J. 19 (1969), 428–450.

Al’pin Yu. A., Il’in S. N. Powers of sign portraits of real matrices. The sign portrait S of a real n×n matrix is a matrix over the semiring with elements 0, 1, −1, and θ, where θ symbolizes indeterminateness. It is proved that if k is the least positive integer such that all the entries of S^k are equal to θ, then k 6 2n^2 − 3n + 2, and this bound is sharp.

Postupilo 4 fevralØ 2002 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet