Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

L. ı. Kolotilina

O TEOREME BRUAL^DI

§1. Vvedenie

V rabote [3] R. Brual~di dokazal sledu¸wiæ vaßnyæ rezul~- tat.

Teorema 1.1 [3]. Pust~ dlØ neprivodimoæ matricy A = (aij) ∈

C^{n×n} , n > 2, vypolneny neravenstva ∏ i∈γ |a_{ii}| > ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A), (1.1)

priqem hotØ by odno iz nih strogoe. Togda matrica A nevyroßde- na. Zdes~ i dalee ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

R_i(A) = n∑ j=1 j≠i |a_{ij}|, i = 1, . . . , n; C(A) – ffto mnoßestvo konturov dliny k > 2 v orientirovannom grafe D(A) matricy A. Napomnim, qto kontur v D(A) – ffto uporØdoqennaØ posledovatel~nost~ verxin i_1, . . . , i_k, i_{k+1} = i_1, k > 1, v kotoroæ vse i_1, . . . , i_k razliqny, i (i_j, i_{j+1}), j = 1, . . . , k, – dugi D(A). Esli γ ∈ C(A), to qerez γ my oboznaqaem nositel~ γ, t.e. mnoßestvo {i_1, . . . , i_k}.

Teorema Brual~di ØvlØetsØ obobweniem sledu¸wih klassiqeskih rezul~tatov teorii matric.

Teorema 1.2 (teorema Levi–Deplanka). Esli matrica A =

(a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 2, obladaet strogim diagonal~nym preoblada-

niem (po strokam), t.e. |a_{ii}| > R_i(A), i = 1, . . . , n, to A nevyroßdena.

Kak horoxo izvestno, teorema Levi–Deplanka moßet byt~ pereformulirovana v sledu¸wem ffkvivalentnom vide. 48

O TEOREME BRUAL^DI 49

Teorema 1.3 (teorema Gerxgorina). Sobstvennye znaqeniØ ma-

tricy A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} , n > 2, leßat v ob¨edinenii G =^n ⋃ i=1 G_i krugov Gerxgorina

G_i = { z ∈ C = |z − aii| 6 Ri(A)^}, i = 1, . . . , n. Teorema 1.4 [8]. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 2, nepri-

vodima. Esli vypolneny neravenstva |a_{ii}| > R_i(A), i = 1, . . . , n, i hotØ by odno iz nih strogoe, to matrica A nevyroßdena.

Teorema 1.5 [7, 2]. Esli matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, udo-

vletvorØet neravenstvam |a_{ii}| |a_{jj}| > R_i(A) R_j(A), i ≠ j, i, j = 1, . . . , n, to ona nevyroßdena.

PoslednØØ teorema, oqevidno, moßet byt~ pereformulirovana v terminah ovalov Kassini C_{ij}(A) = { z ∈C : |z−aii| |z−ajj| 6 Ri(A) Rj (A)^}, i ≠ j, i, j = 1, . . . , n, sledu¸wim obrazom.

Teorema 1.6. Vse sobstvennye znaqeniØ matricy A = (aij) ∈

C^{n×n} , n > 2, leßat v oblasti C(A) = n⋃ i,j=1 i≠j C_{ij}(A). Zametim, qto teorema Tausski (teorema 1.4) svØzana s xablonom razreßennosti matricy A tol~ko qerez trebovanie neprivodimosti, togda kak teorema Brual~di uqityvaet fftot xablon neposredstvenno.

S drugoæ storony, sleduet takße otmetit~, qto teoremy 1.1, 1.2, 1.4 i 1.5 vse ukazyva¸t nekotorye dostatoqnye usloviØ nevyroßdennosti matricy, no ne da¸t nikakoæ informacii ob ih neobhodimosti.

Problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ neprivodimyh matric, udovletvorØ¸wih nestrogim usloviØm obobwennogo diagonal~nogo preobladaniØ, byla polnost~¸ rexena v rabote [5], v kotoroæ ustanovlen sledu¸wiæ rezul~tat.

50 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 1.7 [5]. NeprivodimaØ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2,

udovletvorØ¸waØ nestrogim neravenstvam n∑ j=1 j≠i |a_{ij}|v_j 6 |a_{ii}|v_i, i = 1, . . . , n, (1.2)

gde v = (v_i) ∈ R^n – nekotoryæ poloßitel~nyæ vektor, vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vse ffti neravenstva ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i suwestvuet unitarnaØ diagonal~naØ matrica D, takaØ qto D^∗(I − D^{−1}_A A)D = |I − D^{−1}_A A|. (1.3) Dalee, esli A vyroßdena, to ee sobstvennoe znaqenie λ = 0 imeet geometriqesku¸ kratnost~ odin, i sootvetstvu¸wee pravoe sobstvennoe podprostranstvo poroßdaetsØ vektorom Dv.

Zdes~ i dalee qerez D_B my oboznaqaem diagonal~nu¸ qast~ matricy B, a qerez |B| – matricu, sostavlennu¸ iz moduleæ sootvetstvu¸wih fflementov B.

Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, qto vmesto togo, qtoby ustanavlivat~ suwestvovanie unitarnoæ diagonal~noæ matricy D, dlØ kotoroæ spravedlivo ravenstvo (1.3), moßno proverit~ spravedlivost~ koneqnogo nabora usloviæ, specificiruemyh mnoßestvom konturov v orgrafe.

Lemma 1.1 [4]. Pust~ matrica B = (bij) ∈ C^{n×n} , n > 2, neprivo-

dima. Togda sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(i) B = D^∗|B|D, gde D – unitarnaØ diagonal~naØ matrica; (ii) dlØ l¸bogo kontura γ = i_1, . . . , i_k, i_{k+1} = i_1, k > 1, v orgrafe D(B) spravedlivo sootnoxenie k∏ j=1 b_{ij ij+1} = | | | | k∏ j=1 b_{ij ij+1} | | | |. Ispol~zuØ lemmu 1.1, teoremu 1.7 moßno pereformulirovat~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 1.8 [5]. NeprivodimaØ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2,

udovletvorØ¸waØ usloviØm (1.2), vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (1.2) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i dlØ

O TEOREME BRUAL^DI 51 l¸bogo kontura i_1, . . . , i_k, i_{k+1} = i_1 dliny k > 2 v orgrafe D(A) vypolneno sootnoxenie

(−1)^k k∏ j=1 a^{−1}_{ij ij} a_{ij ij+1} = | | | | k∏ j=1 a^{−1}_{ij ij} a_{ij ij+1} | | | |. OstavxaØsØ qast~ fftoæ raboty postroena sledu¸wim obrazom. V §2 my privodim teoremu Brual~di k zaverxeni¸ (sm. teoremu 2.2). Drugimi slovami, my formuliruem koneqnyæ nabor usloviæ, neobhodimyh i dostatoqnyh dlØ vyroßdennosti neprivodimoæ matricy, udovletvorØ¸weæ neravenstvam (1.1). �ti usloviØ vyvodØtsØ na osnove harakterizacii matric, udovletvorØ¸wih usloviØm teoremy Brual~di, iz kotoroæ sleduet, v qastnosti, qto takie matricy oblada¸t obobwennym diagonal~nym preobladaniem. Takße my izuqaem nul~-prostranstvo vyroßdennyh matric Brual~di.

V §3 rassmatriva¸tsØ dva priloßeniØ poluqennyh v §2 rezul~tatov. Vo-pervyh, rassmatriva¸tsØ oblasti lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ neprivodimoæ matricy i ustanavliva- ¸tsØ usloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ togo, qtoby graniqnaØ toqka ih ob¨edineniØ byla sobstvennym znaqeniem matricy. Vo-vtoryh, pokazyvaetsØ, qto obobwennaØ teorema Ostrovskogo–Brauffra [6] (sm. teoremu 3.3) legko moßet byt~ dokazana s pomow~¸ rezul~tatov §2.

§2. Osnovnye rezul~taty

PervaØ teorema fftogo paragrafa daet opisanie neprivodimyh matric, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Brual~di ∏ i∈γ |a_{ii}| > ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A). (2.1)

Teorema 2.1. NeprivodimaØ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2,

udovletvorØet neravenstvam (2.1) togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t v_i > 0, i = 1, . . . , n, takie qto

R_i(A) 6 |a_{ii}|v_iv^{−1}_j dlØ vseh i ≠ j, takih qto a_{ij} ≠ 0. (2.2)

Dalee, vse neravenstva v (2.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (2.2) ØvlØ¸tsØ ravenstva- mi.

52 L. ı. KOLOTILINA

Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~. Pust~ vypolneny neravenstva

(2.2) i pust~ γ = i_1, . . . , i_k, i_{k+1} = i_1, k > 2, – nekotoryæ kontur v D(A). Togda a_{ij ij+1} ≠ 0, j = 1, . . . , k, i iz (2.2) sleduet, qto R_{ij} (A) 6 |a_{ijij} |v_{ij} v^{−1}_{ij+1} , j = 1, . . . , k. (2.3) PerehodØ k proizvedeni¸ neravenstv iz (2.3) po j = 1, . . . , k, my nemedlenno poluqaem (2.1).

Krome togo, esli vse sootnoxeniØ v (2.2) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, to, oqevidno, i vse neravenstva v (2.1) takße ØvlØ¸tsØ ravenstvami. Obratno, esli hot~ odno iz neravenstv v (2.2) strogoe, skaßem, R_i(A) < |a_{ii}|v_iv^{−1}_j , i ≠ j, a_{ij} ≠ 0, to dlØ l¸bogo kontura γ ∈ C(A), soderßawego dugu (i, j), sootvetstvu¸wee neravenstvo v (2.1) budet strogim, a suwestvovanie takih konturov sleduet iz poqti trivial~noæ lemmy 2.1, privodimoæ niße. Takim obrazom, esli vse usloviØ Brual~di vypolnØ¸tsØ s ravenstvami, to vse sootnoxeniØ v (2.2) takße ØvlØ¸tsØ ravenstvami, qto i dokazyvaet utverßdenie, kasa¸- weesØ sluqaØ ravenstv.

Neobhodimost~. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ Brual~- di (2.1) i opredelim poloßitel~nye qisla v_i, i = 1, . . . , n, sledu¸wim obrazom

v_1 = 1;

v_i = min 1=i_1,... ,i_s=i s−1∏ j=1 | |a_{ij ij} | |/R_{ij} (A), i = 2, . . . , n, (2.4) gde minimum beretsØ po vsem prostym putØm v D(A) iz 1 v i.

Pokaßem sperva, qto (2.2) spravedlivo dlØ i = 1. Deæstvitel~no, esli a_{1j} ≠ 0, to duga (1, j) ØvlØetsØ prostym putem v D(A), tak qto v silu (2.4)

v_j 6 |a_{11}|/R_1(A) = |a_{11}|v_1/R_1(A).

Pust~ teper~ i > 1, j ≠ i, i predpoloßim, qto a_{ij} ≠ 0. Pust~, dalee, v sootvetstvii s opredeleniem (2.4)

v_i = s−1∏ l=1 | |a_{ilil} | |/R_{il} (A), (2.5)

O TEOREME BRUAL^DI 53

gde 1 = i_1, . . . , i_s = i – nekotoryæ prostoæ put~ v D(A). Esli i_l ≠ j, l = 2, . . . , s − 1, to 1 = i_1, . . . , i_s = i, i_{s+1} = j – prostoæ put~ v D(A) iz 1 v j, tak qto vvidu (2.5) i (2.4) my zakl¸qaem, qto v_i|a_{ii}|/R_i(A) = s∏ l=1 |a_{ilil} |/R_{il} (A) > v_j , qto i dokazyvaet (2.2).

Nakonec, esli j = i_k pri nekotorom k, 2 6 k 6 s − 1, to 1 = i_1, . . . , i_k = j – prostoæ put~ iz 1 v j, togda kak j = i_k, i_{k−1}, . . . , i_s = i, i_{s+1} = j – kontur. Sledovatel~no, v silu (2.4) my imeem

v_j 6 k−1∏ l=1 |a_{ilil} |/R_{il} (A), (2.6) a iz (2.1) vytekaet, qto s∏ l=k |a_{ilil} |/R_{il} (A) > 1. (2.7) Takim obrazom, uqityvaØ (2.5), (2.6) i (2.7), my poluqaem: v_i|a_{ii}|/R_i(A) = s∏ l=1 |a_{ilil} |/R_{il} (A) > v_j , qto i dokazyvaet (2.2). Teorema 2.1 polnost~¸ dokazana. �

Lemma 2.1 [6]. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 2, nepri-

vodima. Esli a_{ij} ≠ 0 dlØ nekotoryh i ≠ j, to suwestvuet kontur γ ∈ C(A), γ = i1, . . . , ik, ik+1 = i1, takoæ qto i1 = i i i2 = j. Zameqanie 2.1. Esli vse neravenstva v (2.2) ØvlØ¸tsØ raven-

stvami, to, v terminologii [3], vektor v = ( v_i )_n i=1 est~ D(A)- vektor, t.e. dlØ l¸bogo i, 1 6 i 6 n, iz usloviæ a_{ir} ≠ 0 i a_{is} ≠ 0 sleduet, qto v_r = v_s.

Sledu¸waØ prostaØ lemma pokazyvaet, qto matricy, udovletvorØ¸wie uslovi¸ (2.2), oblada¸t svoæstvom nestrogogo obobwennogo diagonal~nogo preobladaniØ.

Lemma 2.2. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, takaØ qto R_i(A) > 0, i = 1, . . . , n,

54 L. ı. KOLOTILINA udovletvorØet usloviØm (2.2) dlØ nekotoryh v_i > 0, i = 1, . . . , n. Togda ∑ j≠i |a_{ij}|v_j 6 |a_{ii}|v_i, i = 1, . . . , n, (2.8) priqem vse neravenstva v (2.8) ØvlØ¸tsØ ravenstvami togda i tol~ko togda, kogda vse neravenstva v (2.2) ØvlØ¸tsØ ravenstva- mi. Dokazatel~stvo. UmnoßaØ obe qasti neravenstv iz (2.2), soot-

vetstvu¸wih a_{ij} ≠ 0, j ≠ i, j = 1, . . . , n, na |a_{ij}| i summiruØ poluqennye neravenstva po j, my prihodim k sootnoxeniØm R_i(A) ∑ j≠i: a_{ij} ≠0 |a_{ij}|v_j = R_i(A) ∑ j≠i |a_{ij}|v_j 6 |a_{ii}|v_i ∑ j≠i: a_{ij} ≠0 |a_{ij}|

= |a_{ii}|v_iR_i(A), i = 1, . . . , n, iz kotoryh sleduet (2.8), poskol~ku R_i(A) > 0.

Utverßdenie otnositel~no sluqaØ, kogda vse neravenstva ØvlØ¸tsØ ravenstvami, trivial~no. �

Iz lemmy 2.2 i teoremy 2.1 vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 2.1. Pust~ A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 2, – neprivodimaØ

matrica, udovletvorØ¸waØ usloviØm Brual~di (2.1). Togda

(i) A imeet obobwennoe diagonal~noe preobladanie, t.e. A udov-

letvorØet (2.8) dlØ nekotoryh v_i > 0, i = 1, . . . , n;

(ii) sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(a) vse neravenstva v (2.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, (b) vse neravenstva v (2.2) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, (c) vse neravenstva v (2.8) ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Zameqanie 2.2. Iz sledstviØ 2.1 nemedlenno vytekaet, qto esli

vypolneny neravenstva (2.1) i hotØ by odno iz nih ØvlØetsØ strogim, to vypolneny i neravenstva (2.8), priqem hotØ by odno iz nih ØvlØetsØ strogim. �tot fakt vpervye byl otmeqen v [1].

Zameqanie 2.3. Sledstvie 2.1, v qastnosti, oznaqaet, qto dlØ

neprivodimoæ matricy A ravenstva ∏ i∈γ |a_{ii}| = ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A),

O TEOREME BRUAL^DI 55

vypolnØ¸tsØ togda i tol~ko togda, kogda ee matrica sravneniØ M (A) = ( m_{ij} )_n i,j=1, gde m_{ij} = { |a_{ij}|, i = j, −|a_{ij}|, i ≠ j, ØvlØetsØ vyroßdennoæ M -matriceæ.

Ispol~zuØ teoremu 1.7 i zameqanie 2.1, iz sledstviØ 2.1 moßno legko poluqit~ sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 2.2. V usloviØh sledstviØ 2.1 matrica A vyroßdena

togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t poloßitel~nyæ vektor v = ( v_i )_n i=1, takoæ qto ∑ j≠i |a_{ij}|v_j = |a_{ii}|v_i, i = 1, . . . , n, i unitarnaØ diagonal~naØ matrica D, takaØ qto D^∗ ( I − D^{−1}_A A ) D = | |I − D^{−1}_A A | |. Dalee, esli A vyroßdena, to vektor v ØvlØetsØ D(A)-vektorom i udovletvorØet ravenstvam

R_i(A) = |a_{ii}|v_iv^{−1}_j , a_{ij} ≠ 0, i ≠ j; (2.9)

sobstvennoe znaqenie λ = 0 imeet geometriqesku¸ kratnost~ odin, a sootvetstvu¸wee pravoe sobstvennoe podprostranstvo (pravoe nul~-prostranstvo) poroßdaetsØ vektorom Dv.

Zameqanie 2.4. Neprivodimye matricy, udovletvorØ¸wie us-

loviØm Brual~di (2.1), obrazu¸t sobstvennyæ podklass klassa neprivodimyh matric s obobwennym diagonal~nym preobladaniem. Deæstvitel~no, rassmotrim neprivodimu¸ matricu A = 4 −4 −4 −1 4 −2 0 −2 4 . Ravenstvo A 2 1 1 = 0 0 2

56 L. ı. KOLOTILINA

pokazyvaet, qto A obladaet obobwennym diagonal~nym preobladaniem. Odnako, dlØ kontura 1,2,1 my imeem

R_1(A)R_2(A) = 24 > 16 = |a_{11}| |a_{22}|,

tak qto usloviØ Brual~di (2.1) dlØ A ne vypolneny.

Teper~ my gotovy predstavit~ polnu¸ versi¸ teoremy Brual~di, da¸wu¸ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ vyroßdennosti neprivodimoæ matricy A, udovletvorØ¸weæ neravenstvam (2.1). Otmetim, qto ffti usloviØ predstavlØ¸t soboæ koneqnyæ nabor ravenstv, sootvetstvu¸wih konturam iz C(A), v kotorye vhodØt diagonal~nye fflementy A, summy R_i(A) i kompleksnye analogi znakov eœ nenulevyh vnediagonal~nyh fflementov.

Teorema 2.2. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, neprivodi-

ma i udovletvorØet usloviØm ∏ i∈γ |a_{ii}| > ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A). Matrica A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo kontura γ = i_1, . . . , i_k, i_{k+1} = i_1, k > 2, orgrafa D(A) vypolneno ravenstvo

(−1)^k k∏ j=1 a_{ij ij+1} |a_{ij ij+1} | = k∏ j=1 a_{ij ij} R_{ij} (A) . (2.10)

Dokazatel~stvo. Po sledstvi¸ 2.1 suwestvu¸t vi > 0, i =

1, . . . , n, takie qto spravedlivy neravenstva (2.8). PrimenØØ teo-

remu 1.8, my prihodim k zakl¸qeni¸, qto matrica A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda

(−1)^k k∏ j=1 a^{−1}_{ij ij} a_{ij ij+1} = k∏ j=1 | |a^{−1}_{ij ij} | | | |a_{ij ij+1} | | (2.11)

dlØ l¸bogo kontura γ = i_1, . . . , i_k, i_{k+1} = i_1, k > 2, orgrafa D(A) i ∑ j≠i |a_{ij}|v_j = |a_{ii}|v_i, i = 1, . . . , n. V silu utverßdeniØ (ii) sledstviØ 2.1, poslednie ravenstva ravnosil~ny usloviØm ∏ i∈γ |a_{ii}| = ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A), (2.12)

O TEOREME BRUAL^DI 57

iz kotoryh sleduet, qto ravenstva (2.11) mogut takße byt~ zapisany v vide (2.10), esli A vyroßdena.

Takim obrazom, nam ostaetsØ lix~ ubedit~sØ, qto iz (2.10) sledu¸t kak (2.11), tak i (2.12). Deæstvitel~no, ravenstva (2.12) mogut byt~ poluqeny perehodom v (2.10) k modulØm, a ravenstva (2.11) oqevidno sledu¸t iz (2.10) i (2.12). �

Zakl¸qitel~naØ teorema fftogo paragrafa daet Øvnye vyraßeniØ dlØ moduleæ komponent z_i, i = 1, . . . , n, pravogo sobstvennogo vektora z, sootvetstvu¸wego nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ vyroßdennoæ neprivodimoæ matricy A, udovletvorØ¸weæ ravenstvam ∏ i∈γ |a_{ii}| = ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A). (2.13)

Teorema 2.3. Pust~ vyroßdennaØ neprivodimaØ matrica A =

(a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 2, udovletvorØet usloviØm (2.13). Esli Az = 0, z = ( z_i )_n i=1, to znaqeniØ v_i = |z_i|, i = 1, . . . , n, mogut byt~ opredeleny sledu¸wim obrazom:

v_1 = 1, (2.14)

v_j = l(j)−1∏

r=0 | |a_{ir ir} | |/R_{ir} (A), j = 2, . . . , n, (2.15) gde l(j) – ffto rasstoØnie v D(A) meßdu verxinami 1 i j, a 1 = i_0, i_1, . . . , i_{l(j)} = j – nekotoryæ kratqaæxiæ put~ v D(A) iz 1 v j.

Dokazatel~stvo. Po sledstvi¸ 2.2 my imeem sootnoxeniØ R_i(A) = |a_{ii}|v_iv^{−1}_j , a_{ij} ≠ 0, i ≠ j. (2.16) Sledovatel~no, esli a_{ij} ≠ 0, t.e. l(j) = 1, to neobhodimo

v_j = |a_{11}|/R_1(A),

i vse takie komponenty v_j opredeleny odnoznaqno.

DlØ teh j, dlØ kotoryh a_{1j} = 0, my dolßny dokazat~ korrektnost~ dannogo vyxe opredeleniØ, t.e. my dolßny pokazat~, qto esli k = l(j) > 1 i

1 = i_0, i_1, . . . , i_k = j, 1 = j_0, j_1, . . . , j_k = j

58 L. ı. KOLOTILINA

– dva razliqnyh kratqaæxih puti v D(A) iz 1 v j, to k−1∏ r=0 |a_{irir} |/R_{ir} (A) = k−1∏ r=0 |a_{jrjr} |/R_{jr} (A). (2.17) Ispol~zuØ rassußdenie po indukcii, my predpolagaem, qto vse komponenty v_i, dlØ kotoryh l(i) < k, opredeleny formulami (2.15) odnoznaqno. Togda iz (2.16) sleduet, qto

v_j =

|a_{ik}�_{1ik}�_1 | R_{ik}�_1 (A) v_{ik}�_1 =

|a_{jk}�_{1jk}�_1 | R_{jk}�_1 (A) v_{jk}�_1 , (2.18)

i ravenstvo (2.17) vytekaet iz (2.18) i ravenstv (2.15) dlØ v_{ik}�_1 i v_{jk}�_1 , gde l(i_{k−1}) = l(j_{k−1}) = k − 1 < k = l(j). �

Zameqanie 2.5. ˚sno, qto komponenty vektora v moßno oprede-

lit~, naqinaØ s proizvol~noæ v_i = 1, 1 6 i 6 n, a ne obØzatel~no s v_1 = 1. Krome togo, esli nekotoraØ stroka matricy A soderßit r nenulevyh vnediagonal~nyh fflementov, to, v silu teoremy 2.3, po kraæneæ mere r komponent vektora v dolßny sovpadat~. V qastnosti, esli matrica A imeet stroku, vse vnediagonal~nye fflementy kotoroæ otliqny ot nulØ, to vektor v imeet ne bolee dvuh razliqnyh komponent.

§3. PriloßeniØ V fftom paragrafe my rassmatrivaem dva priloßeniØ rezul~- tatov, poluqennyh v §2.

Rassmotrim sperva opisanie lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ neprivodimoæ matricy.

V rabote [3] Brual~di ustanovil sledu¸wie rezul~taty.

Teorema 3.1.^∗ Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, – neprivodimaØ

matrica. Togda (i) kaßdoe sobstvennoe znaqenie matricy A prinadleßit obla- sti B(A) = ⋃ γ∈C(A) B_γ (A),

�Zametim, qto utverßdenie (i) bylo dokazano v [3] dlØ klassa slabo neprivodimyh matric, strogo soderßawego klass neprivodimyh matric.

O TEOREME BRUAL^DI 59 gde B_γ (A) = { z ∈ C :^∏_{i∈γ} |z − aii| 6^∏_{i∈γ} Ri(A)^}, γ ∈ C(A). (ii) graniqnaØ toqka oblasti B(A) moßet byt~ sobstvennym

znaqeniem matricy A tol~ko v tom sluqae, kogda ona ØvlØetsØ graniqnoæ toqkoæ kaßdoæ iz oblasteæ B_γ (A), γ ∈ C(A).

Utverßdenie (ii) posledneæ teoremy – ffto neobhodimoe uslovie dlØ togo, qtoby graniqnaØ toqka oblasti B(A) byla by sobstvennym znaqeniem matricy A. PrimenØØ teoremu 2.2 i sledstvie 2.2 k sdvinutoæ matrice A − λI, my nemedlenno poluqaem sootvetstvu¸wie neobhodimye i dostatoqnye usloviØ, sformulirovannye v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 3.2. V usloviØh teoremy 3.1 graniqnaØ toqka oblasti

B(A) ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem matricy A togda i tol~ko togda, kogda dlØ kaßdogo kontura γ = i_1, i_2, . . . , i_k, i_{k+1} = i_1, k > 2, orgrafa D(A) spravedlivo ravenstvo

(−1)^k k∏ j=1 a_{ij ij+1} |a_{ijij+1} | = k∏ j=1 a_{ij ij} − λ R_{ij} (A) . Dalee, kaßdoe sobstvennoe znaqenie λ matricy A, ØvlØ¸weesØ graniqnoæ toqkoæ oblasti B(A), imeet geometriqesku¸ kratnost~ odin, a sootvetstvu¸wee pravoe sobstvennoe podprostranstvo poroßdaetsØ vektorom z = (z_i) ∈ C^n , udovletvorØ¸wim usloviØm |z_j | = |z_i| |a_{ii} − λ| R_i(A) , a_{ij} ≠ 0, i ≠ j. Vtoroe iz rassmatrivaemyh priloßeniæ rezul~tatov §2 kasaetsØ obobweniØ teoremy 1.5 Ostrovskogo–Brauffra, privedennogo niße.

Teorema 3.3 [6]. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 2, nepri-

vodima i udovletvorØet usloviØm |a_{ii}| |a_{jj}| > R_i(A) R_j(A), esli a_{ij} ≠ 0, i ≠ j. (3.1) V fftom sluqae matrica A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet unitarnaØ diagonal~naØ matrica D ∈ C^{n×n} , dlØ kotoroæ spravedlivo sootnoxenie D^∗(I − D^{−1}_A A)D = |I − D^{−1}_A A|, (3.2)

60 L. ı. KOLOTILINA i libo |a_{ii}| = R_i(A), i = 1, . . . , n, (3.3) libo mnoßestvo S = { i, 1 6 i 6 n : |a_{ii}| < R_i(A) } nepusto, i vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) obe glavnye podmatricy A[S] i A[ S ], gde S = {1, 2, . . . , n} \ S, matricy A diagonal~ny;

(ii) naædetsØ takoe qislo α > 1, qto R_i(A)/|a_{ii}| = { α, i ∈ S; α^{−1}, i ∈ S. (3.4)

Dalee, esli matrica A vyroßdena, to geometriqeskaØ kratnost~ ee nulevogo sobstvennogo znaqeniØ ravna edinice, a sootvetstvu¸wee pravoe sobstvennoe podprostranstvo poroßdaetsØ vektorom Dv, gde v = ( v_i )_n i=1 i

v_i = { α, esli R_i(A) > |a_{ii}|, 1, esli R_i(A) 6 |a_{ii}|, (3.5)

a D i α te ße samye, qto i v (3.2) i (3.4) sootvetstvenno.

Niße my privodim novoe, bolee korotkoe dokazatel~stvo teoremy 3.3, osnovannoe na ispol~zovanii rezul~tatov predyduwego paragrafa.

Dokazatel~stvo. Esli k > 2 i γ = i1, i2, . . . , ik, ik+1 = i1 ∈ C(A),

to, vvidu (3.1), spravedlivy neravenstva | |a_{i1i1} a_{i2i2} | | > Ri_1 (A) Ri_2 (A), | |a_{i2i2} a_{i3i3} | | > Ri_2 (A) Ri_3 (A), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . | |a_{ikik} a_{i1i1} | | > Ri_k (A) Ri_1 (A).

PeremnoßaØ ffti neravenstva, my prihodim k neravenstvu ( ∏ i∈γ |a_{ii}| )_2

>^{[ ∏}_{i∈γ} Ri(A)^{]2},

kotoroe pokazyvaet, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ sledstviæ 2.1 i 2.2. Sledovatel~no, matrica A vyroßdena togda i tol~ko togda,

O TEOREME BRUAL^DI 61

kogda suwestvuet unitarnaØ diagonal~naØ matrica D, udovletvorØ¸waØ (3.2), i ∏ i∈γ |a_{ii}| = ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A). (3.6)

Dalee, nulevoe sobstvennoe znaqenie A imeet geometriqesku¸ kratnost~ odin, emu sootvetstvuet pravyæ sobstvennyæ vektor Dv, a vektor v udovletvorØet usloviØm (2.9).

V silu lemmy 2.1, iz (3.6) sleduet, qto vse neravenstva v (3.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, tak qto |a_{ii}| |a_{jj}| = R_i(A)R_j (A), a_{ij} ≠ 0, i ≠ j. (3.7) Vvedem oboznaqeniØ:

S_2 = { i, 1 6 i 6 n : |a_{ii}| > R_i(A) } , S_3 = { i, 1 6 i 6 n : |a_{ii}| = R_i(A) } . Iz usloviæ (3.7) legko sleduet, qto obe podmatricy A[S] i A[S_2] diagonal~ny, i A[S ∪ S_2, S_3] = 0.

Poskol~ku po predpoloßeni¸ matrica A neprivodima, my moßem zakl¸qit~, qto libo vypolneno uslovie (3.3), libo podmnoßestvo S_3 pusto, tak qto S_2 = S.

V poslednem sluqae, v silu teoremy 2.3 i sootnoxeniæ (3.7), my imeem:

v_1 = 1,

v_j = |a_{i0i0} | |a_{i1i1} | . . . |a_{il(j)}�_{1 il(j)}�_1 | R_{i0} (A)R_{i1} (A) . . . R_{il(j)}�_1 (A)

= 1, l(j) ≡ 0 (mod 2) |a_{11}| R_1(A)

, l(j) ≡ 1 (mod 2) , j = 2, . . . , n, (3.8)

gde i_0 = 1, i_{l(j)} = j, a i_0, i_1, . . . , i_{l(j)} – nekotoryæ kratqaæxiæ put~ v D(A) iz 1 v j.

S drugoæ storony, poskol~ku A[S] i A[ S ] – diagonal~nye matricy, my, oqevidno, imeem

l(j) ≡ 0 (mod 2) ⇐⇒ libo 1, j ∈ S, libo 1, j ∈ S. (3.9)

62 L. ı. KOLOTILINA

Teper~ ravenstva (3.5) (kotorye vypolnØ¸tsØ trivial~nym obrazom, esli verno (3.3)) nemedlenno sledu¸t iz (3.8) i (3.9).

Takim obrazom, nam ostaetsØ lix~ ubedit~sØ v spravedlivosti sootnoxeniæ (3.4). Deæstvitel~no, sledstvie 2.2 garantiruet, qto |a_{ii}|v_i = ∑ j≠i |a_{ij}|v_j , i = 1, . . . , n, otkuda, uqityvaØ diagonal~nost~ A[S] i A[ S ], my poluqaem |a_{ii}|α^{(3.5)}= |a_{ii}|v_i = ∑ j∈S |a_{ij}|v_j^{(3.5)}= ∑ j∈S |a_{ij}| = R_i(A), i ∈ S,

|a_{ii}|^{(3.5)}= |a_{ii}|v_i = ∑ j∈S |a_{ij}|v_j^{(3.5)}= α ∑ j∈S |a_{ij}| = αR_i(A), i ∈ S, qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 3.3. �

Literatura

1. ı. A. Al~pin, Kriterii nevyroßdennosti matric. — V kn.: Algebra i Analiz, Trudy konferencii, posvØwennoæ stoleti¸ B. M. Gagaeva, Kazan~ (1997).

2. A. Brauer, Limits for the characteristic roots of a matrix. II. — Duke Math. J.

14 (1947), 21–26.

3. R. A. Brualdi, Matrices, eigenvalues, and directed graphs. — Linear and Multilinear Algebra 11 (1982), 143–165.

4. M. Fiedler and V. Pták, Cyclic products and an inequality for determinants. — Czechoslovak Math. J. 19 (1969), 428–450.

5. L. Yu. Kolotilina, Nonsingularity/singularity criteria for nonstrictly block diagonally dominant matrices. — Linear Algebra Appl. (to appear).

6. L. Yu. Kolotilina, Generalizations of the Ostrowski–Brauer theorem. — Linear Algebra Appl. (to appear).

7. A. Ostrowski, Über die Determinanten mit überwiegender Hauptdiagonale. — Comment. Math. Helv, 10 (1937), 69–96.

8. O. Taussky, A recurring theorem on determinants. — Am. Math. Monthly 56 (1949), 672–676.

Kolotilina L. Yu. On Brualdi’s theorem.

This paper studies irreducible matrices A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} , n > 2, satisfying Brualdi’s conditions ∏ i∈γ |a_{ii}| > ∏ i∈γ R_i(A), γ ∈ C(A),

O TEOREME BRUAL^DI 63 or, shortly, Brualdi matrices. Here, R_i(A) = ∑ i≠j |a_{ij}|, i = 1, . . . , n; C(A) is the set of circuits of length k > 2 in the directed graph of A, and γ is the support of γ.

Among the results obtained are a characterization of Brualdi’s matrices, implying, in particular, that they are generalized diagonally dominant; necessary and sufficient conditions of singularity for Brualdi matrices; explicit expressions for the absolute values of the components of right null-vectors of a singular Brualdi matrix, and conditions necessary and sufficient for a boundary point of Brualdi’s inclusion region to be an eigenvalue of an irreducible matrix.

Postupilo 16 noØbrØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN