Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

L. ı. Kolotilina OB ODNOM KLASSE OPTIMAL^NO OBUSLOVLENNYH BLOQNYH 2 × 2 MATRIC

§1. Vvedenie Pust~ A ∈ C^{n×n} , n > 2, – ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica, predstavlennaØ v vide A = [ A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ] , (1.1)

gde A_{11} ∈ C^{m×m} , 1 6 m < n.

Spektral~noe qislo obuslovlennosti k(A) matricy A opredelØetsØ formuloæ k(A) = λ_1(A)/λ_n(A), gde λ_1(A) > λ_2(A) > · · · > λ_n(A)

– ffto (vewestvennye i poloßitel~nye) sobstvennye znaqeniØ matricy A, zanumerovannye v porØdke nevozrastaniØ.

V fftoæ rabote qerez Δ(m, n − m), 1 6 m < n, my oboznaqaem gruppu vseh nevyroßdennyh matric iz C^{n×n} vida A = [ D_1 0 0 D_2 ] , gde D_1 ∈ C^{m×m} i D_2 ∈ C^{(n−m)×(n−m)} .

Budem govorit~, qto ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica A vida (1.1) optimal~no obuslovlena otnositel~no Δ(m, n − m), esli vypolneno uslovie

k(A) = min D∈Δ(m,n−m) {k(D^∗AD)}. Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke NWO, Niderlandy (grant 047-008-007). 64

OB ODNOM KLASSE 65 Oqevidno, qto esli A_{12} = 0, t.e. matrica A bloqno diagonal~- na, to ona optimal~no obuslovlena otnositel~no Δ(m, n − m) togda i tol~ko togda, kogda k(A) = 1, t.e. A = cI_n (c > 0) ØvlØetsØ skalØrnoæ matriceæ. (Zdes~ i dalee simvolom I_k ili prosto I oboznaqaetsØ ediniqnaØ matrica porØdka k.)

UsloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ togo, qtoby otliqnaØ ot skalØrnoæ ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica byla optimal~no obuslovlena otnositel~no Δ(m, n − m), byli poluqeny v [2]. (Bloqnye k × k, k > 2, poloßitel~no opredelennye matricy, optimal~no obuslovlennye otnositel~no gruppy Δ(m_1, . . . , m_k), rassmatrivalis~ v rabote [8].) Sformuliruem ih v vide sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1.1 [2]. �rmitova poloßitel~no opredelennaØ matri-

ca A vida A = [ A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ] ∈ C^{n×n} , n > 2, gde A_{11} ∈ C^{m×m} , 1 6 m < n, takaØ qto A_{12} ≠ 0, optimal~no obuslovlena otnositel~no Δ(m, n−m) togda i tol~ko togda, kogda spravedlivo odno iz sledu¸wih dvuh ffkvivalentnyh usloviæ:

(i) suwestvuet vektor z = [_x y ] ∈ C^n , x ∈ C^m , takoæ qto Az = λ_1(A)z i A~z = λ_n(A)~z, gde ~z = [_x −y ] ; (ii) suwestvuet vektor z = [_x y ] ∈ C^n , x ∈ C^m , s nenulevymi bloqnymi komponentami x i y, takoæ qto

A_z = 1 2 [ λ_1(A) + λ_n(A) λ_1(A) − λ_n(A) λ_1(A) − λ_n(A) λ_1(A) + λ_n(A) ] , gde matrica A_z, poluqennaØ s pomow~¸ agregacii A na vektore z, opredelØetsØ po formule [7]

A_z = x^∗A_{11}x ‖x‖^2 x^∗A_{12} y ‖x‖ ‖y‖ y^∗A_{21}x ‖x‖ ‖y‖ y^∗A_{22} y ‖y‖^2 . (1.2)

66 L. ı. KOLOTILINA

˚sno, qto dlØ l¸boæ ffrmitovoæ poloßitel~no opredelennoæ matricy A vida (1.1) mnoßestvo { D^∗AD, D ∈ Δ(m, n − m) } soderßit matricu

D^{−1/2}_A A D^{−1/2}_A = [ I_m A^{−1/2}_{11} A_{12} A^{−1/2}_{22} A^{−1/2}_{22} A_{21} A^{−1/2}_{11} I_{n−m} ] , gde D_A =

[_{A11 0}

0 A22 ] – bloqno diagonal~naØ qast~ A. Kak horoxo izvestno [3–6] i legko sleduet iz teoremy 1.1 (sm. [2]), ffta matrica optimal~no obuslovlena otnositel~no Δ(m, n − m).

Zametim, qto sobstvennye znaqeniØ matric vida C = [ I_m G G^∗ I_{n−m} ] (1.3)

mogut byt~ opredeleny po formule

λ_i(C) = 1 + σ_i(G), i = 1, . . . , r, 1, i = r + 1, . . . , n − r, 1 − σ_i(G), i = n − r + 1, . . . , n, gde r = rank G, a qerez σ_i(G), i = 1, . . . , r, oboznaqeny nenulevye singulØrnye znaqeniØ matricy G, zanumerovannye v porØdke nevozrastaniØ. Takim obrazom, neediniqnye sobstvennye znaqeniØ matric vida (1.3) obrazu¸t pary qisel 1 ± σ_i(G), 1 6 i 6 r, (additivno) simmetriqnyh otnositel~no 1.

Dalee, na osnove (1.3) netrudno ubedit~sØ v tom, qto dlØ i = 1, . . . , r ravenstvo C [ x_i y_i ] = [1 + σ_i(G)] [ x_i y_i ]

spravedlivo v tom i tol~ko tom sluqae, kogda C [ x_i −y_i ] = [1 − σ_i(G)] [ x_i −y_i ] . �to znaqit, qto sobstvennye vektory matricy C, otveqa¸wie ee sobstvennym znaqeniØm 1 ± σ_i(G), i = 1, . . . , r, razliqa¸tsØ lix~ znakom ih vtoroæ bloqnoæ komponenty. Tem samym my pokazali,

OB ODNOM KLASSE 67 qto dlØ matric vida (1.3) uslovie (i) teoremy 1.1 vypolneno ne tol~ko dlØ pary kraænih sobstvennyh znaqeniæ λ_1(C) i λ_n(C), no i dlØ vseh par 1 ± σ_i(G) sobstvennyh znaqeniæ, otliqnyh ot edinicy.

S drugoæ storony, esli z_i = [_{xi} y_i ] – ffto sobstvennyæ vektor matricy C, otveqa¸wiæ ee sobstvennomu znaqeni¸ 1 + σ_i(G),

1 6 i 6 r, to iz ortogonal~nosti vektorov^{[ xi}_{yi}^] i^{[ xi}_{−yi}^] vyteka¸t

sootnoxeniØ ‖x_i‖ = ‖y_i‖, i = 1, . . . , r. (1.4) Ispol~zuØ ße (1.2) i (1.4), legko ubedit~sØ, qto

C_{zi} = 1 x^∗_i Gy_i ‖x_i‖ ‖y_i‖ y^∗_i G^∗x_i ‖x_i‖ ‖y_i‖ 1 = 1 σ_i(G)

σ_i(G) 1

= 1 2 [ λ_i(C) + λ_{n−i+1}(C) λ_i(C) − λ_{n−i+1}(C) λ_i(C) − λ_{n−i+1}(C) λ_i(C) + λ_{n−i+1}(C) ] , i = 1, . . . , r. Takim obrazom, uslovie (ii) teoremy 1.1 v deæstvitel~nosti vypolnØetsØ ne tol~ko dlØ vektora z_1, otveqa¸wego starxemu sobstvennomu znaqeni¸ λ_1(C) matricy C vida (1.3), no i dlØ vseh sobstvennyh vektorov z_1, . . . , z_r.

Itak, iz vyxeskazannogo sleduet, qto l¸baØ bloqnaØ 2 × 2 ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica A moßet byt~ privedena preobrazovaniem podobiØ s matriceæ, prinadleßaweæ Δ(m, n − m), k optimal~no obuslovlennoæ matrice C vida (1.3), oblada¸weæ sledu¸wimi svoæstvami:

(1) otliqnye ot edinicy sobstvennye znaqeniØ raspoloßeny simmetriqno otnositel~no 1;

(2) sobstvennye vektory, otveqa¸wie sobstvennym znaqeniØm 1 ± σ_i(G), obrazu¸t pary [_{xi} ±y_i ] ; (3) sobstvennye znaqeniØ 1 ± σ_i(G) matricy C ØvlØ¸tsØ takße sobstvennymi znaqeniØmi agregirovannoæ matricy C^h xi_{yi}^i

razmera 2 × 2.

S drugoæ storony, esli ffrmitova poloßitel~no opredelennaØ matrica A imeet vid (1.1), to mnoßestvo {D^∗AD, D ∈ Δ(m, n−

68 L. ı. KOLOTILINA

m)} takße soderßit i matricu B =

[_{B11 B12}

B21 B22 ] , udovletvorØ¸wu¸ usloviØm B_{ii} = B^′_{ii}, i = 1, 2, (1.5)

gde my ispol~zuem oboznaqenie

B^{−1} =

B^′_{11} B^′_{12}

B^′_{21} B^′_{22} .

Deæstvitel~no, kak bylo otmeqeno vyxe, A moßet byt~ privedena bloqno diagonal~nym preobrazovaniem podobiØ k matrice C vida (1.3). Sledovatel~no, narØdu s matriceæ C, mnoßestvo {D^∗AD, D ∈ Δ(m, n−m)} soderßit i matricu B = ΔCΔ, gde Δ = ( D_C�1 )_{−1/4} , a

D_C�1 =

(I − GG^∗)^{−1} 0

0 (I − G^∗G)^{−1}

– ffto bloqno diagonal~naØ qast~ obratnoæ matricy C^{−1}. ˚sno, qto matrica B udovletvorØet usloviØm (1.5).

V dal~neæxem ffrmitovy poloßitel~no opredelennye bloqnye 2 × 2 matricy, udovletvorØ¸wie usloviØm (1.5), my budem nazyvat~ uravnovexennymi.

Kak budet pokazano v §2, posvØwennom issledovani¸ svoæstv uravnovexennyh matric, takie matricy oblada¸t spektral~nymi svoæstvami, analogiqnymi svoæstvam matric s ediniqnymi diagonal~nymi blokami. V qastnosti, oni ØvlØ¸tsØ optimal~- no obuslovlennymi otnositel~no Δ(m, n−m). Odnako, v otliqie ot matric s ediniqnymi diagonal~nymi blokami, sobstvennye znaqeniØ kotoryh raspoloßeny simmetriqno otnositel~no 1 v additivnom smysle, sobstvennye znaqeniØ uravnovexennyh matric raspoloßeny simmetriqno otnositel~no 1 v mul~tiplikativnom smysle, t.e. otliqnye ot edinicy sobstvennye znaqeniØ obrazu¸t pary vzaimno obratnyh qisel.

OB ODNOM KLASSE 69

§2. Uravnovexennye matricy Ukaßem sperva prosteæxie svoæstva uravnovexennyh matric.

Napomnim, qto, po opredeleni¸, l¸baØ uravnovexennaØ matrica ØvlØetsØ ffrmitovoæ i poloßitel~no opredelennoæ, tak qto ona sama i vse ee glavnye podmatricy vsegda obratimy.

Sledu¸wee utverßdenie ØvlØetsØ trivial~nym sledstviem iz opredeleniØ uravnovexennyh matric.

Lemma 2.1. Matrica A uravnovexena togda i tol~ko togda, kogda

spravedlivo l¸boe iz sledu¸wih ffkvivalentnyh utverßdeniæ:

(i) obratnaØ matrica A^{−1} uravnovexena;

(ii) matrica Q^∗AQ uravnovexena, gde Q ∈ Δ(m, n − m) – unitarnaØ bloqno diagonal~naØ matrica.

Lemma 2.2. Bloqno diagonal~naØ matrica A =^{[ A11 0}_{0 A22}^] ØvlØetsØ

uravnovexennoæ togda i tol~ko togda, kogda A = I.

Dokazatel~stvo. Pust~ A uravnovexena. Togda, kak sleduet iz

opredeleniØ, diagonal~nye bloki A_{ii} ffrmitovy i poloßitel~no opredeleny i udovletvorØ¸t usloviØm A^2_{ii} = I, i = 1, 2, otkuda sleduet, qto A = I. Obratnoe utverßdenie trivial~no. �

Lemma 2.3. Esli matrica A =^{[ A11 A12}_{A21 A22}^], takaØ qto A12 ≠ 0,

ØvlØetsØ uravnovexennoæ, to

A^{−1} =

A_{11} −A_{11}A_{12}A^{−1}_{22}

−A_{22}A_{21}A^{−1}_{11} A_{22}

= A_{11} −A^{−1}_{11} A_{12}A_{22}

−A^{−1}_{22} A_{21}A_{11} A_{22} . Dokazatel~stvo. Poskol~ku, po opredeleni¸, obratnaØ matri-

ca imeet vid A = [ A_{11} A^′_{12} A^′_{21} A_{22} ] , my zakl¸qaem, qto

I = A^{−1}A =

A^2_{11} + A^′_{12}A_{21} A_{11}A_{12} + A^′_{12}A_{22}

A^′_{21}A_{11} + A_{22}A_{21} A^2_2 + A^′_{21}A_{12} ,

70 L. ı. KOLOTILINA otkuda sledu¸t sootnoxeniØ

A_{11}A_{12} + A^′_{12}A_{22} = 0, A^′_{21}A_{11} + A_{22}A_{21} = 0.

Sledovatel~no,

A^′_{12} = −A_{11}A_{12}A^{−1}_{22} , A^′_{21} = −A_{22}A_{21}A^{−1}_{11} ,

qto i dokazyvaet pervoe iz trebuemyh ravenstv. Vtoroe ravenstvo analogiqnym obrazom vyvoditsØ iz usloviØ AA^{−1} = I. � SravnivaØ vyraßeniØ dlØ vnediagonal~nyh blokov matricy A^{−1}, davaemye lemmoæ 2.3, my nemedlenno prihodim k sledu¸- wemu rezul~tatu.

Sledstvie 2.1. Esli matrica A uravnovexena, to

A^2_{11}A_{12} = A_{12}A^2_2, A^2_2A_{21} = A_{21}A^2_{11}.

Lemma 2.4. Pust~ A – uravnovexennaØ matrica. Togda

A^{−1} = [ A_{11} 0 0 −A_{22} ] A [ A^{−1}_{11} 0 0 −A^{−1}_{22} ] = [ A^{−1}_{11} 0 0 −A^{−1}_{22} ] A [ A_{11} 0 0 −A_{22} ] . Dokazatel~stvo. Trivial~nye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto vy-

raßeniØ dlØ A^{−1}, davaemye lemmoæ 2.4, sovpada¸t s vyraßeni- Ømi iz lemmy 2.3. �

Sledstvie 2.2. Esli matrica A uravnovexena, to

det A = 1.

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 2.4 sleduet, qto

(det A)^{−1} = det A^{−1} = det A,

tak qto (det A)^2 = 1. Poskol~ku, po opredeleni¸, matrica A ØvlØetsØ ffrmitovoæ i poloßitel~no opredelennoæ, my zakl¸qaem, qto det A = 1. � Iz lemmy 2.4 takße sleduet, qto dlØ l¸boæ uravnovexennoæ matricy A ee spektr, oboznaqaemyæ Spec (A), soderßit vmeste s kaßdym sobstvennym znaqeniem λ ≠ 1 takße i obratnoe qislo λ^{−1}. Takim obrazom my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

OB ODNOM KLASSE 71

Sledstvie 2.3. Esli matrica A uravnovexena, to

(i) Spec (A) = Spec (A^{−1}) ili, v drugih terminah,

λ ∈ Spec (A) ⇐⇒ λ^{−1} ∈ Spec (A);

(ii) k(A) = λ^2_1(A).

Lemma 2.5. Proizvol~naØ uravnovexennaØ matrica A kommuti-

ruet s kvadratom svoeæ bloqno diagonal~noæ qasti, t.e.

AD^2_A = D^2_AA.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 2.4, [ A_{11} 0 0 −A_{22} ] A [ A^{−1}_{11} 0 0 −A^{−1}_{22} ] = [ A^{−1}_{11} 0 0 −A^{−1}_{22} ] A [ A_{11} 0 0 −A_{22} ] , otkuda sleduet, qto

D^2_AA = [ A_{11} 0 0 −A_{22}

]_2 A = A [ A_{11} 0 0 −A_{22}

]_2 = AD^2_A.

�

Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [1, gl. IX, teorema 11]), iz togo fakta, qto ffrmitovy poloßitel~no opredelennye matricy A i D^2_A kommutiru¸t, sleduet, qto ffti matricy (a znaqit takße i D_A) ime¸t polnyæ nabor obwih sobstvennyh vektorov. �tot nabor budet Øvno ukazan niße v teoreme 2.1, opisyva¸weæ spektral~nu¸ strukturu uravnovexennyh matric. Preßde, qem pereæti k fftomu osnovnomu rezul~tatu, my ustanovim ewe dva prostyh svoæstva uravnovexennyh matric.

Lemma 2.6. Esli matrica A ØvlØetsØ uravnovexennoæ i μ ∈

Spec (D_A), to μ > 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ μ ∈ Spec (A11). Vvidu lemmy 2.3 my ime- em: A^2_{11} − A_{11}A_{12}A^{−1}_{22} A_{21} = I, tak qto A^2_{11} = I + A^{1/2}_{11} A_{12}A^{−1}_{22} A_{21}A^{1/2}_{11} , i, sledovatel~no, A^2_{11} > I. Poskol~ku matrica A_{11} poloßitel~- no opredelena, iz poslednego neravenstva sleduet, qto μ > 1. Sluqaæ μ ∈ Spec (A_{22}) rassmatrivaetsØ analogiqno. �

72 L. ı. KOLOTILINA

Lemma 2.7. Pust~ matrica A uravnovexena i pust~ A_{11}x = μx, x ≠ 0. Togda vektor y = A_{21}x udovletvorØet sootnoxeni¸ A_{22}y = μy. Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ sledstvie 2.1, my vyvodim:

A^2_2y = A^2_2A_{21}x = A_{21}A^2_{11}x = μ^2A_{21}x = μ^2y, otkuda, vvidu poloßitel~noæ opredelennosti matric A_{11} i A_{22}, i sleduet trebuemoe ravenstvo. � Spektral~naØ struktura uravnovexennyh matric, ne ØvlØ¸- wihsØ bloqno diagonal~nymi, opisyvaetsØ sledu¸weæ teoremoæ.

Teorema 2.1. Pust~ matrica A = [ A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ] ∈ C^{n×n} , n > 2, A_{11} ∈ C^{m×m} , 1 6 m < n,

uravnovexena i A_{12} ≠ 0. Esli σ_1 > σ_2 > · · · > σ_r > 0, gde r = rank A_{12}, – ffto nenulevye singulØrnye znaqeniØ A_{12}, to (i) λ_i(A_{11}) = { √ σ^2_i + 1, i = 1, . . . , r, 1, i = r + 1, . . . , m;

λ_i(A_{22}) = { √ σ^2_i + 1, i = 1, . . . , r, 1, i = r + 1, . . . , n − m; (ii)

λ_i(A) = √ σ^2_i + 1 + σ_i, i = 1, . . . , r, 1, i = r + 1, . . . , n − r, √ σ^2_i + 1 − σ_i, i = n − r + 1, . . . , n;

(iii) esli

A_{11}x_i = λ_i(A_{11})x_i, x_i ≠ 0, i = 1, . . . , m, A_{22}y_i = λ_i(A_{22})y_i, y_i ≠ 0, i = 1, . . . , m − n,

OB ODNOM KLASSE 73 i ‖x_i‖ = ‖y_i‖, i = 1, . . . , r, to A [ x_i ±y_i ] = (√ σ^2_i + 1 ± σ_i ) [ x_i ±y_i ] , i = 1, . . . , r, i esli r < max{m, n − m}, to sobstvennoe podprostranstvo matricy A, otveqa¸wee ee sobstvennomu znaqeni¸ λ = 1, poroßdaetsØ vektorami [ x_{r+1} 0 ] , . . . , [ x_m 0 ] , [ 0 y_{r+1} ] , . . . , [ 0 y_{n−m} ] . Dokazatel~stvo. Pust~ μ ∈ Spec (A11) i pust~

A_{11}x = μx, ‖x‖ = 1. (2.1) Zametim, qto, v silu lemmy 2.6, my imeem μ > 1. Vvedem vektor ~y = A_{21}x. (2.2) Togda, po lemme 2.7, A_{22} ~y = μ ~y. (2.3) S drugoæ storony, iz lemmy 2.1 sleduet, qto I = A^2_{11} − A_{11}A_{12}A^{−1}_{22} A_{21}.

PrinimaØ vo vnimanie (2.1), (2.2) i (2.3), iz poslednego sootnoxeniØ my vyvodim:

μ^{−1}x = A^{−1}_{11} x = A_{11}x − A_{12}A^{−1}_{22} A_{21}x = μx − A_{12}A^{−1}_{22} ~y = μx − μ^{−1}A_{12} ~y. Sledovatel~no, A^∗_{21}A_{21}x = A_{12} ~y = (μ^2 − 1)x. (2.4) Sootnoxenie (2.4) pokazyvaet, qto sobstvennyæ vektor x diagonal~nogo bloka A_{11} ØvlØetsØ pravym singulØrnym vektorom

74 L. ı. KOLOTILINA bloka A_{21} i otveqaet singulØrnomu znaqeni¸ σ = √ μ^2 − 1, tak qto μ = √ σ^2 + 1. Iz (2.4) takße sleduet, qto

‖ ~y ‖^2 = x^∗A_{12} ~y = μ^2 − 1, (2.5)

i my moßem zakl¸qit~, qto ~y = 0 togda i tol~ko togda, kogda μ = 1. Dalee, esli μ > 1, to, vvidu (2.3) i (2.5), vektor y = ~y/‖ ~y ‖ = ~y/ √ μ^2 − 1 (2.6)

ØvlØetsØ normirovannym sobstvennym vektorom vtorogo diagonal~nogo bloka A_{22} i otveqaet sobstvennomu znaqeni¸ μ = √ σ^2 + 1. Teper~, ispol~zuØ (2.1)–(2.6), my legko poluqaem, qto

A [ x ±y ] = μx ± √ μ^2 − 1 x √ μ^2 − 1 y ± μy

= ( μ ± √ μ^2 − 1 ) [ x ±y ] = (√ σ^2 + 1 ± σ ) [ x ±y ] . Esli ße μ = 1, to, kak bylo pokazano, A_{21}x = 0, a sledovatel~- no A [ x 0 ] = [ x 0 ] . Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno primenit~ te ße rassußdeniØ k bloku A_{22} i vospol~zovat~sØ soobraßeniØmi razmernosti. �

Iz teorem 2.1 i 1.1 nemedlenno vytekaet sledu¸wiæ vaßnyæ rezul~tat.

Sledstvie 2.4. L¸baØ uravnovexennaØ matrica A optimal~no

obuslovlena otnositel~no sootvetstvu¸weæ gruppy Δ(m, n − m).

Zametim, qto iz teoremy 2.1 takße sleduet, qto, analogiqno sluqa¸ bloqnyh 2 × 2 matric s ediniqnymi diagonal~nymi blokami, vse nenulevye sobstvennye znaqeniØ uravnovexennoæ matricy A obrazu¸t pary √ σ^2_i + 1 ± σ_i, i = 1, . . . , rank A_{12}, no pri fftom ( √ σ^2_i + 1 + σ_i)( √ σ^2_i + 1 − σ_i) = 1, togda kak sootvetstvu- ¸wie sobstvennye vektory mogut byt~ vybrany v vide [_{xi} ±y_i ] .

OB ODNOM KLASSE 75 My zaverxaem fftu rabotu rassmotreniem matric

A^h xi_{yi}^i = x^∗_i A_{11}x_i x^∗_i A_{12}y_i

y^∗_i A_{21}x_i y^∗_i A_{22}y_i , i = 1, . . . , rank A_{21},

poluqaemyh iz A =

[_{A11 A12}

A21 A22 ] , A_{12} ≠ 0, v rezul~tate ee agregiro-

vaniØ na sobstvennyh vektorah [_{xi} y_i ] , ‖x_i‖ = ‖y_i‖ = 1, otveqa¸wih sobstvennym znaqeniØm √ σ^2_i + 1 + σ_i, i = 1, . . . , rank A_{21}.

Ispol~zuØ teoremu 2.1 i ee dokazatel~stvo, my legko poluqaem, qto

A^h xi_{yi}^i = [ √ σ^2_i + 1 σ_i σ_i √ σ^2_i + 1 ]

= 1 2 λ_i(A) + λ_{n−i+1}(A) λ_i(A) − λ_{n−i+1}(A) λ_i(A) − λ_{n−i+1}(A) λ_i(A) + λ_{n−i+1}(A) ,

i = 1, . . . , rank A_{21}.

Sledovatel~no, kak i v sluqae matric s ediniqnymi diagonal~- nymi blokami, uslovie (ii) teoremy 1.1 okazyvaetsØ vypolnennym dlØ vseh sobstvennyh vektorov uravnovexennoæ matricy A, otveqa¸wih ee sobstvennym znaqeniØm λ_i(A) > 1.

Literatura

1. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M. (1953).

2. L. ı. Kolotilina, Optimal~no obuslovlennye bloqnye 2 � 2 matricy.

— Zap. nauqn. semin. POMI 268 (2000), 72–85.

3. H. Bart, I. Gohberg, M. Kaashoek, P. Van Dooren, Factorizations of transfer functions. — SIAM J. Contr. Optimiz. 18 (1980), 675–696.

4. J. Demmel, The condition number of equivalence transformations. — Lect. Notes Math. 973 (1982), 2–16.

5. S. C. Eisenstat, J. W. Lewis, M. H. Schultz, Optimal block diagonal scaling of block 2-cyclic matrices. — Linear Algebra Appl. 44 (1982), 181–186.

6. L. Elsner, A note on optimal block scaling of matrices. — Numer. Math. 44 (1984), 127–128.

7. L. Yu. Kolotilina, Eigenvalue bounds and inequalities using vector aggregation of matrices. — Linear Algebra Appl. 271 (1998), 139–167.

76 L. ı. KOLOTILINA

8. L. Yu. Kolotilina, Optimally conditioned block matrices. — Linear Algebra Appl.

340/1–3 (2001), 55–67.

Kolotilina L. Yu. A class of optimally conditioned block 2×2 matrices. A block 2×2 Hermitian positive-definite (h.p.d.) matrix is called equilibrated if its diagonal blocks coincide with the corresponding blocks of its inverse. It is demonstrated that any block 2 × 2 h.p.d. matrix is block diagonally similar to an equilibrated matrix, and any equilibrated matrix is optimally conditioned. Other properties of equilibrated matrices are also established.

Postupilo 16 dekabrØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN