Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

V. N. KublanovskaØ

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV POLINOMIAL^NO` MATRICY. 2

Vvedenie. Predlaga¸tsØ metody vyqisleniØ invariantnyh po-

linomov polinomialnoæ matricy F (λ) obwego vida, osnovannye na primenenii ΔW -1 i ∇V -1 rangovyh faktorizaciæ [2, 3]. Niße ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ: F := F (λ) – polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ, ρ 6 min(m, n); N_c[F ] – pravoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ); B[F ] – prisoedinennaØ matrica dlØ regulØrnoæ matricy F (λ); C[F ] – privedennaØ prisoedinennaØ matrica dlØ F (λ); φ_k(λ) – obwiæ naibol~xiæ delitel~ vsevozmoßnyh minorov porØdka k matricy F (λ); φ_n[F ] – harakteristiqeskiæ polinom F (λ); σ[F ] – koneqnyæ spektr F (λ) (σ[F ] = {φ_n[F ] = 0}). Bazis N_c[F ] budem oboznaqat~ qerez W_0[F ], predpolagaØ, qto W_0[F ] sostavlen iz stolbcov unimodulØrnoæ matricy. Vyqislenie W_0(λ) moßno realizovat~ primeneniem metoda ΔW razloßeniØ k matrice F (λ).

Posledovatel~nost~^1 {ψ_k[F ]}, k = 1, . . . , ρ nazyvaetsØ posledovatel~nost~¸ invariantnyh polinomov matricy F (λ), esli vypolnØ¸tsØ svoæstva (sm. [4]).

1^∘. φ_n[F ] =^ρ ∏ k=1 ψ_k[F ] est~ harakteristiqeskiæ polinom matri-

cy F ;

2^∘. ψ_k[F ] =^{φn}�^{k+1 [F ]}_{φn}�_{k [F ]} , k = 1, . . . , ρ; (1)

3^∘. φ_n[F ] = ψ_1[F ]φ_{n−1}[F ], ψ_1[F ] – minimal~nyæ polinom matricy F (λ).

4^∘. Kaßdyæ polinom posledovatel~nosti (1), naqinaØ so vtorogo, ØvlØetsØ delitelem predyduwego polinoma.

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 02-01-00095). 1Zdes~ i niße vse skalØrnye polinomy normirovany, t.e. ime¸t starxiæ kofffficient, ravnyæ edinice. 128

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV 129 Stat~Ø sostoit iz pØti paragrafov. V §1 predlagaetsØ pervyæ metod vyqisleniØ invariantnyh mnogoqlenov polinomov regulØrnoæ polinomial~noæ matricy, osnovannyæ na ispol~zovanii metoda ΔW -faktorizacii. Vtoroæ metod, ispol~zu¸wiæ metod ∇V -faktorizacii, predlagaetsØ v §2. Kaßdyæ iz metodov vyqislØet posledovatel~nost~ invariantnyh polinomov i parallel~no osuwestvlØet posledovatel~noe isqerpyvanie vyqislennyh invariantnyh polinomov, t.e. vyqislØet posledovatel~nost~ matric, spektry kotoryh otliqa¸tsØ ot spetra F (λ) otsutstviem nuleæ vyqislennyh invariatnyh polinomov. V §3 rassmatrivaetsØ vyqislenie invariantnyh polinomov dlØ singulØrnoæ matricy. V §4 privoditsØ teoretiqeskoe obosnovanie metodov, a takße ih primenenie k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry (vyqislenie prisoedinennoæ i privedennoæ prisoedinennoæ matric dlØ regulØrnoæ matricy F (λ), kanoniqeskaØ faktorizaciØ regulØrnoæ matricy v proizvedenii regulØrnyh matric, harakteristiqeskiæ polinom kaßdoæ iz kotoryh sovpadaet s sootvetstvu¸wim invariantnym polinomom. V §5 rassmatrivaetsØ modifikaciØ ΨV -metoda dlØ vyqisleniØ sobstvennyh vektorov, sootvetstvu¸wih nulØm invariantnyh polinomov.

§1. ΨW -metod vyqisleniØ invariantnyh polinomov dlØ regulØrnoæ polinomial~noæ matricy

Pust~ F (λ) est~ polinomial~naØ regulØrnaØ n × n matrica. TrebuetsØ vyqislit~ posledovatel~nost~ { ψ_k(λ) } , ψ_k(λ) := ψ_k[F ]. Metod sostoit iz koneqnogo qisla (n − 1) xagov.

Rassmotrim tipiqnyæ (pervyæ) xag metoda. Naqal~nymi dannymi ØvlØetsØ matrica S = F (λ). VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) DlØ matricy S vyqislØetsØ harakteristiqeskiæ polinom φ_n[S] i prisoedinennaØ matrica B[S]. DlØ fftogo ispol~zuetsØ, naprimer, metod sledov D. K. Faddeeva, primenennyæ k funkcional~noæ matrice [3]. Soglasno fftomu metodu dlØ vyqisleniØ φ_n[S] i B[S] stroØtsØ posledovatel~nosti matric {Γ_k(λ)}, {A_k(λ)} i polinomov {θ_n(λ)}, k = 1, . . . , n po formulam

Γ_k = SA_{k−1}, θ_k = 1 k! tr[Γ_k]F_k, A_k = Γ_k − θ_kI, k = 1, . . . , n.

130 V. N. KUBLANOVSKA˚ Rezul~tatom ØvlØetsØ harakteristiqeskiæ polinom φ_n[S] = θ_n(λ) i polinomial~naØ matrica B[S] = A_{n−1}(λ), t.e. prisoedinennaØ matrica dlØ S.

(2) NahoditsØ δ[B], t.e. obwiæ naibol~xiæ delitel~ (OND) vseh fflementov matricy B[S]. �ta operaciØ vypolnØetsØ algoritmom vyqisleniØ OND posledovatel~nosti skalØrnyh polinomov [3].

(3) VyqislØetsØ ψ := ψ_1[S], t.e. minimal~nyæ polinom matricy S po formule

ψ_1 := φ_n[S] δ[B] . (4) FormiruetsØ polinomial~nyh n×2n matrica Φ := [ψI, S] i nahoditsØ ΔW -1 razloßenie Φ:

ΦW = [Δ, O],

ispol~zuØ algoritm ΔW -1 faktorizacii¸ Zdes~ W = [W_1, W_0] est~ unimodulØrnaØ matrica porØdka 2n s blokami W_1 i W_0 razmerov 2n×n.

(5) Matrica W_0(λ) predstavlØetsØ v bloqnom vide W_0(λ) = [_{−S1 (λ)} T_1(λ) ] s blokami S_1 i T_1 razmerov n×n. Esli qislo vypolnennyh xagov k < (n−1), to osuwestvlØetsØ perehod k sledu- ¸wemu xagu s naqal~nymi dannymi S = S_1. Kaßdyæ xag metoda vyqislØet matricu S_1(λ) = S_k(λ), gde φ_n[S_1] = φ_{n−1}[S]. V rezul~tate budet postoena posledovatel~nost~ matric {S_k(λ)}, k = 0, 1, . . . , n − 1, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm

φ_n[S_k] = φ_{n−1}[S_{k−1}], φ_n[S_k] = φ_{n−k}[F ],

tak, qto

φ_n[S_k] φ_n[S_{k−1}] = φ_{n−k}[F ] φ_{n−k−1}[F ] = ψ_{k+1}[F ], k = 0, . . . , n − 1. Postroenie posledovatel~nosti {ψ_k[F ]} zakanqivaetsØ na xage k = n − 1, ili (qto to ße), kogda det S = const.

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV 131

§2. ΨV -metod vyqisleniØ invariantnyh

polinomov regulØrnoæ matricy F (λ)

ΨV -metod moßno rassmatrivat~ kak modifikaciØ metoda iz §1, sostoØwaØ v vybore matricy S, naqinaØ so vtorogo xaga.

Modificirovannyæ metod na kaßdom xage trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) DlØ naqal~noæ matricy S (na pervom xage S := F ) vyqislØetsØ harakteristiqeskiæ polinom φ_n[S] i prisoedinennaØ matrica B[S].

(2) NahoditsØ δ[B], t.e. obwiæ naibol~xiæ delitel~ vseh fflementov matricy B[S].

(3) VyqisleØtsØ polinom ψ := φ_n[S] δ[B] . (4) FormiruetsØ matrica Φ := [ψI_n, S] i nahoditsØ ∇V -razloßenie Φ:

Φ = ∇[Φ]V [Φ], ispol~zuØ algoritm ∇V -faktorizacii [3].

(5) Matrica V := V [Φ] predstavlØetsØ v bloqnom vide V := [V^{(1)}, V^{(2)}] s blokami V^{(1)}_{(λ)} , V^{(2)}_{(λ)} razmerov n × n; S_1(λ) := V^{(2)}(λ).

Esli qislo vypolnennyh xagov k < (n − 1), to osuwestvlØetsØ perehod k sledu¸wemu xagu s naqal~nymi dannymi S := S_1.

Kaßdyæ xag k, k = 0, 1, . . . , n − 1, metoda vyqislØet matricu S_1(λ) := V^{(2)}_{k+1}(λ), gde φ_n[S_1] = φ_{n−1}[S]. V rezul~tate budet postroena posledovatel~nost~ matric {V^{(2)}_{k+1}(λ)}, k = 0, 1, . . . , n − 1, udovletvorØ¸wih sootnoxeniØm:

φ_n[V^{(2)}_{k+1}] = φ_{n−1}[V^{(2)}_k ], ψ_{k+1}[F ] = ψ_1[V^{(2)}_k ] = φ_n[V^{(2)}_k ] φ_n[V^{(2)}_{k+1}] . Postroenie {ψ_k[F ]} zakanqivaetsØ na xage k = n − 1 ili (qto to ße) kogda S = const.

§3. Metody vyqisleniØ invariantnyh

polinomov singulØrnoæ matricy Pust~ F (λ) est~ polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ, posledovatel~nost~ invariantnyh polinomov kotoroæ sleduet vyqislit~.

132 V. N. KUBLANOVSKA˚

Metod vyqisleniØ sostoit iz dvuæ stadiæ. Na pervoæ stadii vyqislØetsØ regulØrnaØ polinomial~naØ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom matricy F (λ). Na vtoroæ stadii vyqislØetsØ iskomaØ posledovatel~nost~ invariantnyh polinomov.

RealizaciØ pervoæ stadii trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ:

(1) VypolnØetsØ ΔW -1 razloßenie ishodnoæ matricy F (λ) : F (λ)W (λ) = [ Δ(λ), 0 ] , gde (po svoæstvam metoda ΔW -razloßeniØ) Δ(λ) est~ m × ρ matrica ranga ρ, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom F (λ).

(2) NahoditsØ ΔW -razloßenie matricy F_1(λ) := Δ^T (λ)

F_1(λ)W [F_1] = [ Δ[F_1], O ] , gde Δ[F_1] est~ iskomaØ regulØrnaØ ρ×ρ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom F (λ).

RealizaciØ vtoroæ stadii osuwestvlØetsØ l¸bym iz metodov §1 i §2, gde v kaqestve naqal~nyh dannyh beretsØ matrica S = Δ[F_1].

§4. Teoretiqeskoe obosnovanie metodov vyqisleniØ invariantnyh polinomov

Obosnovanie metodov dostatoqno provesti dlØ sluqaØ regulØrnoæ matricy F (λ), tak kak opredelenie invariantnyh polinomov singulØrnyh matric, kak skazano vyxe, svoditsØ k rexeni¸ zadaqi dlØ regulØrnyh matric.

4.1. Obosnovanie ΨW -metoda.

Pust~ F (λ) est~ polinomial~naØ regulØrnaØ n × n matrica, posledovatel~nost~ {ψ_k(λ)}, k = 0, 1, . . . , n invariantnyh polinomov dlØ kotoroæ sleduet vyqislit~.

Soglasno ΨW -metodu vyqislØ¸tsØ posledovatel~nosti matric {Φ_k(λ)} i {W^{(k)}_0 (λ)}, k = 0, 1, . . . , n − 1

Φ_k(λ) = [ ψ_1[S_k]I_n, S_k ] , W^{(k)}_0 (λ) = [ −S_{k+1}(λ) T_{k+1}(λ) ] , W^{(k)}_0 (λ) ∈ N_c[Φ_k],

gde ψ_1[S_k] est~ minimal~nyæ polinom matricy S_k, S_0(λ) = F (λ).

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV 133 DlØ obosnovaniØ metoda sleduet dokazat~ spravedlivost~ ravenstva:

φ_n[S_k] = φ_{n−k}[F ]; ψ_1[S_k] = ψ_{k+1}[F ], k = 0, 1, . . . , n − 1. (2)

Pust~ Φ_k(λ) = ∇_k(λ)V_k (λ), V_k(λ) = [V^{(1)}_{k+1}, V^{(2)}_{k+1}] (3)

est~ ∇V -faktorizaciØ matricy Φ_k(λ). Zdes~ ∇_k(λ) est~ regulØrnaØ n×n matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom matricy Φ_k(λ), V_k(λ) est~ polinomial~naØ n×2n matrica polnogo stroqnogo ranga, ne ime¸waØ koneqnogo regulØrnogo spektra kak matrica, sostavlennaØ iz strok unimodulØrnoæ matricy, V^{(1)}_{k+1} i V^{(2)}_{k+1} – matricy razmerov n × n, sostavlennye iz stolbcov V_k(λ).

Lemma 1. V usloviØh ΨW -metoda dlØ k = 0, 1, . . . , n − 1 ime¸t

mesto sledu¸wie ravenstva

φ_n[Φ_k] = ψ_1[S_k] (4)

φ_n[∇_k] = ψ_1[S_k] (5)

φ_n[V^{(1)}_{k+1}] = ( ψ_1[S_k] )_{n−1} (6) φ_n[V^{(2)}_{k+1}] = φ_{n−1}[S_k]. (7)

Spravedlivost~ (4) sleduet iz opredeleniØ regulØrnogo spektra matricy Φ_k. Spravedlivost~ (5) sleduet iz svoæstva ∇V - faktorizacii matricy Φ_k s uqetom ravenstva (4). DlØ dokazatel~stva (6) i (7) ravenstvo (3) zapixem v razvernutom vide [ ψ_1[S_k]I_n, S_k ] = [ ∇_kV^{(1)}_{k+1}, ∇_kV^{(2)}_{k+1} ] . (8)

Iz (8) imeem

ψ_1[S_k]I_n = ∇_kV^{(1)}_{k+1}, S_k = ∇_kV^{(2)}_{k+1}, (9)

Iz (5) i (8) nahodim φ_n [ V^{(1)}_{k+1} ] = ( ψ_1[S_k] )_{n−1} , t.e. (6) vypolnØetsØ;

φ_n[S_k] = φ_n[∇_k] φ_n [ V^{(2)}_{k+1} ] = ψ_1[S_k]φ_n [ V^{(2)}_{k+1} ] . (10)

Po svoæstvam invariantnyh polinomov imeem

φ_n[S_k] = ψ_1[S_k]φ_{n−1}[S_k]. (11)

Iz (10) i (11) sleduet spravedlivost~ (7), q. i t. d.

134 V. N. KUBLANOVSKA˚

Lemma 2. V usloviØh ΨW -metoda spravedlivy ravenstva

φ_n[S_{k+1}] = φ_n [ V^{(2)}_{k+1} ] , (12) φ_n[S_k] = ψ_1[S_k]φ_n[S_{k+1}], k = 0, 1, . . . , n − 1. (13)

Dokazatel~stvo. Stolbcy matricy W^{(k)}_0 =^{[−Sk+1 (λ)}_{Tk+1(λ)}^] i matri-

cy U^{(k)}_0 := [_{−V (2)} k+1 (λ) V^{(1)}_{k+1}(λ) ] obrazu¸t bazisy odnogo i togo ße podpro-

stranstva N_c[V_k]. Pri fftom φ_n[W^{(k)}_0 ] = const, φ_n[V^{(k)}_0 ] = const, tak kak po postroeni¸ W^{(k)}_0 i V_k sostavleny iz stolbcov i strok unimodulØrnyh matric W^{(k)} i (W^{(k)})^{−1} sootvetstvenno. Ots¸da sleduet, qto s toqnost~¸ do unimodulØrnogo pravogo mnoßitelØ sovpada¸t matricy W^{(k)}_0 i U^{(k)}_0 , S_{k+1} i V^{(2)}_{k+1} sootvetstvenno:

S_{k+1}(λ) = V^{(2)}_{k+1}(λ)Ω(λ),

gde Ω(λ) – unimodulØrnaØ matrica. Sledovatel~no ravenstvo (12) vypolnØetsØ. Spravedlivost~ (13) sleduet iz (10) i (12), q. t.d.

Lemma 3. DlØ l¸bogo k = 0, 1, . . . , n − 1 ime¸t mesto ravenstva

φ_n[S_k] = φ_{n−k}[F ], ψ_1[S_k] = ψ_{k+1}[F ]. (14)

Dokazatel~stvo provedem po indukcii. Pri k = 0 s uqetom (13) imeem φ_n[S_0] ≡ φ_n[F ] = ψ_1[F ]φ_n[S_1].

S drugoæ storony, po svoæstvam invariantnyh polinomov φ_n[F ] = ψ_1[F ]φ_{n−1}[F ], tak qto

φ_n[S_1] = φ_{n−1}[F ] ≡ φ_{n−1}[S_0]. (15)

Dalee, uqityvaØ spravedlivost~ ravenstv

φ_n[S_1] = ψ_1[S_1]φ_{n−1}[S_1] = ψ_1[S_1]ψ_2[S_1]φ_{n−2}[S_1], φ_{n−1}[F ] = ψ_2[F ]φ_{n−2}[F ] = ψ_2[F ] . . .ψ_{n−1}[F ],

zakl¸qaem, qto ψ_1[S_1] = ψ_2[F ] ≡ ψ_2[S_0]. (16)

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV 135 Ravenstva (15), (16) ØvlØ¸tsØ osnovaniem dlØ indukcii. Dopustim, qto (14) vypolnØetsØ dlØ l¸bogo i 6 k i dokaßem spravedlivost~ (14) dlØ i = k + 1. S uqetom (13) imeem φ_n[S_k] = ψ_1[S_k]φ_n[S_{k+1}]. Po predloßeni¸ φ_n[S_k] = φ_{n−k}[F ], ψ_1[S_k] = ψ_{k+1}[F ], tak qto

φ_{n−k}[F ] = φ_n[S_k] = ψ_1[S_k]φ_n[S_{k+1}] = ψ_{k+1}[F ]φ_n[S_{k+1}]. (17)

Dalee po svoæstvam invariatnyh polinomov

φ_{n−k}[F ] = ψ_{k+1}[F ]φ_{n−(k+1)}[F ]. (18)

Togda iz (17) i (18) poluqim

φ_n[S_{k+1}] = φ_{n−(k+1)}[F ] = ψ_{k+2}[F ]φ_{n−(k+2)}[F ],

pri fftom φ_n[S_{k+1}] = ψ_1[S_{k+1}]φ_{n−1}[S_{k+1}], tak qto

φ_n[S_{k+1}] = φ_{n−(k+2)}[F ] ψ_1[S_{k+1}] = ψ_{k+2}[F ]. (19)

Spravedlivost~ ravenstv (18) i (19) zaverxaet dokazatel~stvo lemmy.

Teorema 4. V usloviØh ΨW -metoda vyqisleniØ invariatnyh po-

linomov regulØrnoæ matricy F (λ) spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1) DlØ l¸bogo k = 0, 1, . . . , n − 1 ime¸t mesto sootnoxeniØ { φ_n[S_k] = 0 } ⊇ { φ_n[S_{k+1}] = 0 } ; (20) ψ_{k+1}[F ] = ψ_1[S_k]; (21)

ψ_{k+1}[F ] = φ_n[S_k] φ_n[S_{k+1}]

. (22)

2) Spektr matricy S_{k+1}(λ) otliqaetsØ ot koneqnogo spektra matricy F otsutstviem nuleæ polinomov ψ_1[F ], ψ_2[F ], . . ., ψ_k[F ], k = 1, . . . , n − 1. Spravedlivost~ (20) sleduet iz (13) i lemmy 2. Ravenstva (21), (22) sledu¸t iz lemm 2 i 3.

Teorema 4 zaverxaet obosnovanie ΨW -metoda vyqisleniØ invariantnyh polinomov, kotoryæ ØvlØetsØ metodom posledovatel~nogo isqerpyvaniØ iz σ[F ] nuleæ invariantnyh polinomov.

136 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 5. Pust~ F (λ) – regulØrnaØ matrica^~Φ(λ) = [φn[F ]In, F ],

~W_0(λ) =

[_− e_{S1(λ)} e_{T1(λ)} ] = N_c[ ~Φ ]. Togda 1) ~S(λ) est~ unimodulØrnaØ ma-

trica; 2) B[F ] := ~T ~S^{−1} est~ prisoedinennaØ matrica dlØ F (λ).

Dokazatel~stvo. Iz ∇V -faktorizacii matricy^~Φ(λ)(^~Φ(λ) =

~∇(λ) ~V (λ), ~V (λ) = [ ~V_1(λ), ~V_2(λ)]) sleduet ravenstvo F (λ) = ~∇ ~V_2. Zdes~ ~∇(λ) est~ regulØrnaØ matrica i φ_n[ ~∇ ] = φ_n[ ~Φ ]. Po opredeleni¸ koneqnogo regulØrnogo spektra s uqetom vida matricy ~Φ, imeem φ_n[ ~Φ ] = φ_n[F ], tak qto vypolnØ¸tsØ ravenstva

φ_n[F ] = φ_n[ ~∇ ]φ_n[ ~V_2 ] = φ_n[F ]φ_n[ ~V_2 ].

Ots¸da φ_n[ ~V_2 ] = const, t.e. ~V_2(λ) est~ unimodulØrnaØ matrica.

DlØ dokazatel~stva p. 1) teoremy dostatoqno ustanovit~ ravenstvo φ_n[ ~S ] = φ_n[ ~V_2 ]. Dokazatel~stvo poslednego analogiqno dokazatel~stvu ravenstva (12) iz lemmy 2, gde ~S(λ) = S_{k+1}(λ).

Spravedlivost~ 2) sleduet iz ravenstva ~Φ~W_0 = 0 ili (v razvernutom vide) F (λ) ~T (λ) = φ(λ) ~S(λ) s uqetom, qto φ(λ)F^{−1}(λ) = B[F ], a matrica ~S^{−1}(λ) est~ unimodulØrnaØ, q.t.d.

4.2. Obosnovanie ΨV -metoda.

ΨV - metod ØvlØetsØ modifikacieæ ΨW -metoda. Otliqie meßdu nimi sostoit v vybore naqal~noæ matricy S dlØ vypolneniØ kaßdogo xaga, naqinaØ so vtorogo. V kaqestve S vybiraetsØ matrica V^{(2)}_{k+1} iz ∇V -razloßeniØ matricy Φ_k(λ) v otliqie ot ΨW -metoda, gde S est~ matrica S_{k+1}(λ) iz ΔW -1 razloßeniØ matricy Φ_k(λ).

S uqetom ravenstva φ_n[V^{(2)}_{k+1}] = φ_n[S_{k+1}] ustanovlennogo v lemme 2, obosnovanie ΨV -metoda provoditsØ analogiqno obosnovani¸ ΨW metoda.

Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 6. V usloviØh ΨV -metoda spravedlivy utverßdeniØ:

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV 137 1) Ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ: { φ_n[F ] = 0 } ⊇ { φ_n[V^{(2)}_1 ] = 0 } ⊇, . . . , ⊇ { φ_n[V^{(2)}_{n−1}] = 0 } , φ_n[V^{(2)}_n ] = const, (23)

ψ_{k+1}[F ] = ψ_1[V^{(2)}_k ], (24)

ψ_{k+1}[F ] = φ_n[V^{(2)}_k ] φ_n[V^{(2)}_{k+1}] , k = 0, 1, . . . , n − 1. (25)

2) Spektr matricy V^{(2)}_{k+1} otliqaetsØ ot spektra F (λ) otsutstviem toqek, kotorye sut~ nuli polinomov ψ_1[F ], ψ_2[F ], . . ., ψ_k[F ], k = 1, . . . , n − 1. Spravedlivost~ utverßdeniØ 1) dokazyvaetsØ analogiqno utverßdeni¸ 1) teoremy 4. Spravedlivost~ 2) sleduet iz sposoba posteroniØ posledovatel~nosti matric V^{(2)}_{k+1}, t.e. iz ravenstv

F (λ) = ∇_0(λ)V^{(2)}_1 (λ), V^{(2)}_1 (λ) = ∇_1(λ)V^{(2)}_2 (λ), . . . , V^{(2)}_{n−1}(λ) = ∇_{n−1}V^{(2)}_n ,

gde V^{(2)}n (λ) est~ unimodulØrnaØ matrica.

ZameqaniØ 1. Kaßdyæ iz ΨW - i ΨV -metodov ØvlØ¸tsØ metodami

posledovatel~nogo isqerpyvaniØ iz σ[F ] nuleæ polinomov ψ_k(λ), k = 1, . . . , n − 1. Deæstvitel~no, parallel~no vyqisleni¸ {ψ_k(λ)} vyqislØetsØ posledovatel~nost~ matric S_{k+1}(λ) v ΨW -metode (posledovatel~nost~ matric V^{(2)}_{k+1}(λ) v ΨV -periode). Pri fftom po lemme 3 spektr matricy S_{k+1}(λ) (matricy V^{(2)}_{k+1}(λ)) otliqaetsØ ot spektra matricy F (λ) otsutstviem nuleæ polinomov ψ_1[F ], . . . , ψ_k[F ].

2. Pri toqnyh vyqisleniØh spravedlivy ravenstva:

φ_n[S_k] δ[B_k] = ψ_{k+1}[F ] = φ_n[V^{(2)}_k ] φ_n[V^{(2)}_{k+1}] = φ_n[S_k] φ_n[S_{k+1}] , k = 0, . . . , n − 2. Netoqnost~ vypolneniØ fftih ravenstv moßet slußit~ ocenkoæ vyqislitel~noæ pogrexnosti metodov.

Teorema 7. V usloviØh ΨV -metoda spravedlivy sledu¸wie svoæ-

stva:

1) F (λ) = ∇_0(λ)∇_1(λ), . . . , ∇_{n−1}(λ)V^{(2)}n (λ), (26)

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

gde φ_n[∇_k] = ψ_{k+1}[F ] k = 0, 1, . . . , n − 2, ψ_n[F ] = const, φ[V^{(2)}n ] = const, t.e. V^{(2)}_n – unimodulØrnaØ matrica.

2) V^{(2)}_k (λ) = ∇_k(λ)V^{(2)}_{k+1}(λ), gde φ[V^{(2)}_k ] = φ_{n−k}[F ]. (27)

3) F (λ) = ∇_0(λ)V^{(2)}_1 (λ) = . . . = ∇_0(λ)∇_1(λ) . . . ∇_{k−1}(λ)V^{(2)}_k (λ), k = 1, . . . , n. 4) ∇^{−1}_k (λ)∇_{k−1}(λ) = Ω(λ), gde Ω(λ) est~ regulØrnaØ matrica, k = 1, . . . , n − 1. Spravedlivost~ svoæstv 1)–3) sleduet iz svoæstv matric ∇_k(λ) i V^{(2)}_k (λ), vyqislØemyh v ΨV -metode. Spravedlivost~ 4) sleduet iz ravenstv

φ[∇^{−1}_k ∇_{k−1}] = φ[∇_{k−1}] φ[∇_k] = ψ_k(λ) ψ_{k+1}(λ) = p_k(λ), gde p_k(λ) est~ skalØrnyh polinom.

Zameqanie Svoæstva 1)–4) dlØ posledovatel~nosti matric

{∇_k(λ)} analogiqny svoæstvam 1)–4) posledovatel~ntsi invariantnyh polinomov (1), opredelØ¸wih invariantnye polinomy matricy F (λ). V dal~neæxem posledovatel~nost~ {∇_k} budem nazyvat~ posledovatel~nost~¸ invariantnyh matric, ravenstvo (26) – kanoniqeskim razloßeniem F (λ).

§5. Vyqislenie fflementarnyh deliteleæ (ff.d.) i sobstvennyh vektorov

Pust~ F (λ) est~ regulØrnaØ matrica, dlØ kotoroæ sleduet vyqislit~ vse ff.d. i sobstvennye vektory. Oqevidno fflementarnye deliteli matricy F (λ) est~ ob¨edinenie ff.d. vseh invariantnyh polinomov ψ_1[F ], . . . , ψ_{n−1}[F ] matricy F (λ). �lementarnye deliteli kaßdogo iz ψ_k(λ), k = 1, . . . , n−1 mogut byt~ naædeny razloßeniem polinoma na mnoßiteli ψ_k(λ) = ∏ (λ − λ_i)^{mi} . VyqisleniØ vseh korneæ polinoma, sqitaØ ih kratnosti, moßno realizovat~ l¸bym iz izvestnyh v qislennom analize dlØ fftoæ celi metodom. UqityvaØ skazannoe, dlØ vyqisleniØ ff.d. matricy F (λ) moßno primenit~ l¸boæ iz metodov vyqisleniØ invariatnyh polinomov, i v qastnosti, ΨW i ΨV -metody.

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV 139 Rassmotrim zadaqu vyqisleniØ sobstvennyh vektorov matricy F (λ). DlØ fftoæ celi ispol~zuem ΨV -metod. DlØ sokraweniØ zapisi vvedem oboznaqeniØ dlØ fiksirovannogo xaga k, k = 0, 1, . . . , n − 1: V_2 := V^{(2)}_k , ψ := ψ_1[V_2], Φ := [ψI, V_2] := Φ_k,

W_0 = [_{−S} T ] := W^{(k)}_0 , S = S_{k+1}, T = T_{k+1}; Y (λ) = [_{−s(λ)} t(λ) ] oboznaqaet l¸boæ stolbec matricy W_0.

Lemma 8. Sledu¸wie svoæstva ime¸t mesto.

1) Uravnenie W_0x = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ. 2) T (λ) – regulØrnaØ matrica.

3) Matrica T (λ) ne imeet nulevyh stolbcov i ne obrawaetsØ v nulevu¸ matricu pri l¸bom fiksirovannom λ.

4) Y (λ_∗) ≠ 0 dlØ l¸bogo kornØ λ_∗ polinoma ψ(λ). 5) Vektory s(λ_∗) i t(λ_∗) ne obrawa¸tsØ v nulevye odnovremenno. 6) t(λ) = (λ − λ_∗)^r^t(λ), r ¿ 0, λ_∗ – koren~ ψ(λ). 7) Imeet mesto ravenstvo

V_2(λ)^t(λ) = g(λ)s(λ). (28)

gde g(λ) = ψ(λ) (λ − λ_∗)^r r ¿ 0 est~ sobstvennyæ polinom,^^t(λ) –

poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor dlØ matricy V_2(λ). Spravedlivost~ 1)–5) sleduet iz svoæstv matricy W_0(λ) ∈ N_c[Φ], vyqislennoæ s ispol~zovaniem algoritma ΔW -1 razloßeniØ Φ.

Ustanovim spravedlivost~ 6) i 7).

Iz ravenstva Φ(λ)Y (λ) = 0 ili (v razvernutom vide) V_2(λ)t(λ) = ψ(λ)s(λ) pri λ = λ_∗ ∈ {ψ(λ) = 0} (29)

imeem V_2(λ_∗)t(λ_∗) = 0.

Ots¸da v situacii imeem t(λ_∗) = 0, s uqetom 3) i 5), vektor t(λ) predstavim v vide t(λ) = (λ − λ_∗)^r^t(λ), r > 0; (30)

140 V. N. KUBLANOVSKA˚ Zdes~ ^t(λ) nenulevoæ vektor. Podstaviv (30) v (29) poluqim (28). Pri fftom po opredeleni¸ poroßda¸wih sobstvennyh vektorov i sobstvennyh polinomov (sm. [5]) tak vyqislennye vektor ^t(λ) i polinom g(λ) ≠ const ØvlØ¸tsØ poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy V_2 i delitelem polinoma ψ(λ), q.t.d.

Lemma 9. Sobstvennye vektory matricy V2 := V^{(2)}_k (λ) i matri-

ca F (λ), sootvetstvu¸wie odnomu i tomu ße nul¸ λ_i polinoma ψ(λ) := ψ_{k+1}[F ] sovpada¸t.

Spravedlivost~ sleduet iz ravenstv (24), (26) i (27): ψ(λ) = ψ_1[V^{(2)}_k ] = ψ_{k+1}[F ]; F (λ) = ∇_0(λ)∇_1(λ), . . . , ∇_k(λ)V^{(2)}_{k+1}(λ) i V^{(2)}_k (λ) =

∇_k(λ)V^{(2)}_{k+1}(λ) s uqetom togo, qto korni l¸bogo iz invariantnyh polinomov ψ_k[F ], k = 1, . . . , n ØvlØ¸tsØ kornØmi harakteristiqeskogo polinoma matricy F (λ), t.e. sobstvennymi znaqeniØmi F (λ)

Sledstvie 10. Nenulevye stolbcy T (λ) v kaßdom iz korneæ ψ(λ)

ØvlØ¸tsØ sobstvennymi znaqeniØmi matricy V_2(λ) = V^{(2)}_k (λ), a, sledovatel~no, i matricy F (λ), esli sootvetstvu¸wie stolbcy matricy S(λ) v upomØnutyh toqkah ØvlØ¸tsØ nenulevymi. Deæstvitel~no, matrica T (λ_∗) v l¸boæ toqke λ_∗ ∈ {ψ(λ) = 0} imeet, po kraæneæ mere, odin nenulevoæ stolbec t(λ_∗) (r = 0), tak kak po svoæstvam lemmy 8 matrica T (λ) ne obrawaetsØ v nulevu¸ ni pri kakom fiksirovannom λ.

Algoritm vyqisleniØ sobstvennyh vektorov matricy F (λ), sootvetstvu¸wim kornØm kaßdogo iz invariantnyh polinomov ψ_{k+1}[F ], k = 0, . . . , n − 1 trebuet na kaßdom xage ΨV -metoda vypolneniØ sledu¸wih dopolnitel~nyh operaciæ.

1) DlØ kaßdogo stolbca t_i(λ), i = 1, . . . , n, matricy T (λ) := T_{k+1}(λ) vyqislØetsØ vektor ^t_i(λ) = 1 ~δ_i(λ) t_i(λ), gde ^δ_i(λ) est~

OND komponentov vektora t_i(λ).

2) VyqislØetsØ polinom g_i(λ) = ψ[V_2] ^δ_i(λ) . K kaßdoæ pare ^t_i(λ) i g_i(λ) primenØetsØ metod [5] vyqisleniØ sobstvennyh vektorov matricy po izvestnym poroßda¸wem sobstvennom vektore i emu sootvetstvu¸wem sobstvennom polinome.

VYQISLENIE INVARIANTNYH MNOGOQLENOV 141 3) NahodØtsØ nenulevye stolbcy t(λ) matricy T (λ) v kornØh ψ(λ), kotorym sootvetstvu¸t nenulevye stolbcy s(λ) matricy S(λ) v fftih ße toqkah. Tak naædennye vektory obrazu¸t sistemu sobstvennyh vektorov matricy F (λ) v kornØh polinoma ψ_{k+1}[F ].

ZameqaniØ. 1. Na kaßdom xage ΨW - i ΨV -metodov vyqislØetsØ

minimal~nyæ polinom preobrazuemoæ matricy. �ta operaciØ, kak otmeqalos~ v §1, moßet byt~ vypolnena primeneniem ΔW - metoda, esli izvestny harakteristiqeskiæ polinom i prisoedinennaØ matrica. Vyqislenie poslednih dlØ regulØrnoæ matricy F (λ) moßet byt~ realizovano metodom sledov D. K. Faddeeva. V sluqae F (λ) = A − λI ili F (λ) = A − λB vyqislenie φ_n[F ] moßno vypolnit~ l¸bym iz prØmyh metodov qislennoæ lineænoæ algebry, rexa¸wih fftu zadaqu. Realizovat~ vyqislenie B[F ] pri izvestnom φ_n[F ] moßno, ispol~zuØ ΔW -razloßenie matricy ~Φ := [φ[F ]I_n, F ] (sm. teoremu 5). V fftom sluqae B[F ] = ~T (λ) ~S−1(λ),

gde ~T (λ) i ~S(λ) sut~ bloki ~W_0[ ~Φ ] =

[_− e_{S(λ)} e_{T (λ)} ] ∈ N_c[~Φ], ~S(λ) – unimodulØrnaØ matrica. Algoritm obraweniØ unimodulØrnoæ matricy sm. [1].

2. ΨV -metod bolee trudoemkiæ, qem ΨW -metod, tak kak trebuet vypolneniØ ∇V -razloßeniØ matric Φ_k. No on v otliqie ot ΨW -metoda daet bolee polnu¸ informaci¸ i moßet byt~ primenen k vyqisleni¸ sobstvennyh vektorov matricy F (λ) i k nahoßdeni¸ kanoniqeskogo razloßeniØ F (λ) v proizvedenie invariantnyh matric.

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Vyqislenie invariantnyh mnogoqlenov polinomial~noæ matricy. 1. — Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 123–127.

2. V. N. Kublanovskaya, Rank division algorithms and their applications. — J. Numer. Algebra Appl. 1, No. 2 (1992), 198–213.

3. V. N. KublanovskaØ, Metody i algority rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 238 (1997), 7–329.

4. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M. (1988).

5. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, K rexeni¸ qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ dlØ polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 284 (2002), 163–176.

142 V. N. KUBLANOVSKA˚

Kublanovskaya V. N. Computing the invariant polynomials of a polynomial matrix. 2.

The paper considers the problem of computing the invariant polynomials of a general (regular or singular) one-parameter polynomial matrix. Two new direct methods for computing invariant polynomials, based on the ΔW and ∇V rank-factorization methods, are suggested. Each of the methods may be regarded as a method for successively exhausting zeros of invariant polynomials from the matrix spectrum. Application of the methods to computing adjoint matrices for regular polynomial matrices, to finding the canonical decomposition into a product of regular matrices such that the characteristic polynomial of each of them coincides with the corresponding invariant polynomial, and to computing matrix eigenvectors corresponding to the zeros of its invariant polynomials are considered.

Postupilo 27 fevralØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN