Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 1. METODY VYQISLENI˚ NASLEDSTVENNYH POLINOMOV I IH PRIMENENI˚

Vvedenie

NastoØwaØ stat~Ø otnositsØ k serii stateæ pod obwim nazvaniem “K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry”, posvØwennyh postroeni¸ metodov i algoritmov qislennogo rexeniØ zadaq, modeliruemyh v terminah polinomial~nyh i racional~- nyh matric so mnogimi parametrami.

PredlagaetsØ novyæ podhod (imenuemyæ niße ΔW -q metodom) dlØ qislennogo rexeniØ q-parametriqeskih zadaq algebry s polinomial~nym i racional~nym vhoßdeniem parametrov. ΔW - q metod ØvlØetsØ obobweniem metoda rangovoæ faktorizacii (ΔW -1 faktorizacii), ranee predloßennogo avtorom (sm., naprimer, [1]) dlØ sluqaØ polinomial~nyh i racional~nyh q = 1- parametriqeskih matric.

Osnovnymi “instrumentami” novogo podhoda ØvlØ¸tsØ ne tol~ko fflementarnye ortogonal~nye i neortogonal~nye preobrazovaniØ, primenØemye v klassiqeskoæ qislennoæ algebre, no i mnogoparametriqeskie regulØrnye matricy treugol~nogo vida, unimodulØrnye po odnomu (veduwemu) parametru. �tot parametr (nazovem ego λ) opredelØetsØ formoæ zapisi qparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy v vide polinoma po λ s matriqnymi kofffficientami, zavisØwimi ot ostal~nyh (q − 1) parametrov. Novyæ podhod pozvolØet provodit~ issledovanie spektral~nyh harakteristik polinomial~nyh i racional~nyh matric, razdelØt~ regulØrnyæ i singulØrnyæ spektry, isqerpyvat~ iz spektra kak egoregulØrnu¸, tak i singulØrnu¸ sostavlØ¸wie, vyqislØt~ spektral~nye harakteristiki; stroit~ bazisy nul~-prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ, svobodnye

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 02-01-00095). 143

144 V. N. KUBLANOVSKA˚ ot regulØrnyh spektrov, nahodit~ rangovye faktorizacii polinomial~nyh matric, nesokratimye faktorizacii raznyh urovneæ dlØ racional~nyh matric i dr.

Na baze rexeniØ fftih zadaq ΔW -q metod pozvolØet razrabatyvat~ metody i algoritmy dlØ rexeniØ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. K takim, naprimer, moßno otnesti sledu¸wie: vypolnenie operaciæ nad polinomami ot neskol~kih peremennyh (vyqislenie obwego naibol~xego delitelØ, naimen~xego kratnogo, razloßeniØ polinoma na, tak nazyvaemye, otnositel~no nerazloßimye mnoßiteli); rexenie sistem lineænyh uravneniæ s vhodnymi dannymi, zavisØwimi ot parametrov, rexenie sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ so mnogimi peremennymi, rexenie obratnyh zadaq na sobstvennye znaqeniØ matricy i dr.

Vozmoßnost~ vybora veduwego parametra v ΔW -q metode pozvolØet svodit~ rexenie q-parametriqeskoæ zadaqi k rexeni¸ (q − 1)-parametriqeskih zadaq i, takim obrazom, pozvolØet nekotorye algoritmy i metody dlØ rexeniØ mnogoparametriqeskih zadaq poluqat~ po rekursii (po qislu parametrov), issledovanie spektral~nyh harakteristik q-parametriqeskih matric svodit~ k issledovani¸ takovyh dlØ matric, zavisØwih ot men~xego qisla parametrov. V fftoæ svØzi voznikaet neobhodimost~ issledovaniØ spektral~nyh harakteristik matric, koneqnyæ spektr kotoryh ne zavisit ot veduwego parametra. Nekotorye zadaqi snaqala rassmatriva¸tsØ na matricah, spektr kotoryh ne zavisit ot veduwego parametra, i lix~ zatem obobwa¸tsØ na obwiæ sluqaæ. K takim, naprimer, otnosØtsØ zadaqi postroeniØ, tak nazyvaemyh, metodov rangovoæ faktorizacii (∇V -faktorizacii, nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii, nesokratimyh faktorizaciæ raznyh urovneæ), zadaqi isqerpyvaniØ spektral~nyh harakteristik i, v qastnosti, zadaqa postroeniØ svobodnyh bazisov nul~-prostranstv mnogoparametriqeskoæ matricy.

V stat~e predlagaetsØ metod vyqisleniØ nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii dlØ q ¿ 2 parametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy, pozvolØ¸wiæ isqerpyvat~ iz regulØrnogo spektra matricy, tak nazyvaemyæ, minimal~nyæ i smexannyæ regulØrnye spektry. VvoditsØ ponØtie nasledstvennyh polinomov, obobwa¸wee ponØtie invariantnyh polinomov odnoparametri-

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 145 qeskoæ polinomial~noæ matricy. Predlaga¸tsØ metody vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov i ih primeneniØ k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry.

Stat~Ø sostoit iz vvedeniØ i treh paragrafov. V §1 privoditsØ opisanie struktury koneqnogo regulØrnogo spektra dlØ klassa q-parametriqeskih polinomial~nyh matric, spektr kotoryh ne zavisit ot veduwego (spektral~nogo) parametra. V §2 daetsØ opisanie metoda vyqisleniØ nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii matricy. V §3 vvodØtsØ ponØtiØ nasledstvennoæ matricy, nasledstvennogo polinoma, urovnØ nasledstvennosti toqki regulØrnogo spektra; rassmatriva¸tsØ metody vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov, metody ih isqerpyvaniØ iz spektra matricy, a takße primenenie fftih metodov k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry.

Ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ.

M^{m×n}_ρ – mnoßestvo q ¿ 1 parametriqeskih polinomial~nyh m × n matric F (λ, μ) ranga ρ, koneqnyæ regulØrnyæ spektr kotoryh ne zavisit, po kraæneæ mere, ot odnogo (spektral~nogo) parametra; F := F (λ, μ) = ∑_s k=0 λ^kC_k(μ) – q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica (q ¿ 2), λ – spektral~nyæ parametr, μ – mul~tiindeks iz (q − 1) dopolnitel~nyh parametrov μ_2, . . . , μ_q, F := F (λ) = ∑_s k=0 C_kλ^k – odnoparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica; F_∗ = F (λ, μ_∗) – matrica pri fiksirovannyh znaqeniØh parametrov μ = μ^∗_2, . . . , μ^∗_q ;

B[F ] – prisoedinennaØ matrica dlØ F ;

N_c[F ] – pravoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ F ;

W_0[F ] = [ −S T ] – bazis N_c[F ], oblada¸wiæ sledu¸wimi svoæ-

stvami: W_0 ∈ M^{n×(n−ρ)}_{n−ρ} , uravnenie W_0x = 0 imeet tol~ko nulevoe rexenie, T ∈ M^{(n−ρ)×(n−ρ)} n−ρ , S ∈ M^{ρ×(n−ρ)}_{n−ρ} ; N_c[F_∗] i N_c[F ]_∗ sut~ bazisy pravyh nul~-prostranstv sootvetstvenno matric F_∗ i F (λ, μ);

σ_r[F ] – koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy F : σ_r[F ] = {φ[F ] = 0}, gde φ[F ] = φ(μ) est~ harakteristiqeskiæ polinom F , t.e. polinom, nulØmi kotorogo ØvlØ¸tsØ nuli obwego naibol~-

146 V. N. KUBLANOVSKA˚ xego delitelØ (OND) minorov matricy F vida F ( i_1i_2 . . . i_ρ j_1j_2 . . . j_ρ ) , 1 6 i1 < . . . < iρ 6 n, 1 6 j1 < . . . < jρ 6 m. Odnoæ i toæ ße bukvoæ oboznaqa¸tsØ matrica, operator, i bazis podprostranstva, natØnutogo na stolbcy matricy. Pod ravenstvom polinomov p_1(λ, μ), p_2(λ, μ) ponimaetsØ sovpadenie ih nuleæ. Delenie polinomov^{p1}_{p2} = p_3 oznaqaet vypolnenie ravenstva p_1 = p_2p_3, gde p_2 =OND{p_1, p_2};

δ[F_1, F_2] :=OND{φ[F_1], φ[F_2]};

toqki (λ, μ_∗) ∈ σ_r [F ], prinadleßawie l¸bomu iz mnoßestv^1 {σ_r[F ] ∩ σ^+_s [F ]}, {σ_r[F ] ∩ σ^+_{rs}[F ]}, {σ_r[F ] ∩ σ^−_s [F ]}, {σ_r[F ] ∩ σ^−_{rs}[F ]}, (F ∈ M^{m×n}_ρ ), budem otnosit~ k “kritiqeskim” toqkam spektra matricy F . �ti toqki ØvlØ¸tsØ nepodvißnymi otnositel~no ΔW -q razloßeniØ matricy F (t.e. razloßeniØ vida F W = [Δ, 0], gde W ∈ M^{n×n}_n , Δ ∈ M^{m×ρ}_ρ , O – nulevaØ m × (n − ρ) matrica) i otnositel~no ∇V -q-razloßeniØ matricy F (t.e. razloßeniØ^2 vida F = ∇V , gde ∇ ∈ M^{m×m}_m , V ∈ M^{m×n}_m , σ_r[∇] = σ_r[F ]). Tak, naprimer, ime¸t mesto sootnoxeniØ: σ^+_s [F ] = σ^−_s [W_0], σ^+_{rs}[F ] = σ_r[W_1] ∩ σ_r[W_0], σ_{rs}[W ] = σ_{rs}[F ].

§1. Struktura koneqnogo regulØrnogo spektra

Pust~ F ∈ M^{m×n}_ρ . Koneqnyæ regulØrnyæ spektr σ_r[F ] matricy F predstavim v vide:

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ].

Mnoßestvo σ_{r1}[F ], nazyvaemoe minimal~nym regulØrnym spektrom F , sostoit iz toqek (λ, μ_∗) ∈ σ_r[F ], kaßdoæ iz kotoryh sootvetstvuet nenulevoæ vektor y_∗ = y(λ, μ_∗), prinadleßawiæ podprostranstvu {N_c[F_∗] \ N_c[F ]_∗} i udovletvorØ¸wiæ uravneni¸ F_∗y_∗ = 0. Esli F ∈ M^{m×n}_n , m ¿ n, to N_c[F ] est~ pustoe mnoßestvo, tak qto y_∗ ∈ N_c[F_∗]. Polinom, nulØmi kotorogo ØvlØ¸tsØ toqki mnoßestva σ_{r1}[F ], budem oboznaqat~ ψ_1[F ] : ({ψ_1[F ] = 0} = σ_{r1}[F ]).

Mnoßestvo σ_{r2}[F ], nazyvaemoe smexannym regulØrnym spektrom F , est~ dopolnenie σ_{r1}[F ] do σ_r[F ]: σ_{r2}[F ] = {σ_r[F ] \ σ_{r1}[F ]}.

1σ+s [F ] i σrs[F ] oboznaqeny pravyæ singulØrnyæ spektr F i regulØrno

singulØrnyæ spektr F (sm. [5, 4]).

2Algoritm ∇V -q razloßeniØ dlØ q = 2 sm. [1], dlØ q > 2 – gotovitsØ k peqati.

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 147 DlØ regulØrnoæ matricy F ∈ M^{n×n}_n vvedem v rassmotrenie matricu Φ := [φ[F ]I_n, F ] ∈ M^{n×2n}_n , na kotoru¸ budem ssylat~sØ kak na “nasledstvennu¸” matricu dlØ F . Oqevidno, σ_r[Φ] = σ_r[F ]. Predstavim σ_r[Φ] v vide

σ_r[Φ] = σ_{r1}[Φ] ∪ σ_{r2}[Φ],

gde σ_{r1}[Φ] est~ mnoßestvo toqek (λ, μ_∗) ∈ σ_r[Φ], kaßdoæ iz kotoryh sootvetstvuet nenulevoæ vektor Y_∗ = Y (λ, μ_∗) ∈ {N_c[Φ_∗] \ N_c[Φ]_∗} := {I}, priqem Φ_∗Y_∗ = O. Kak sleduet iz vida matricy Φ_∗ = Φ(λ, μ_∗) = [O, F_∗], minimal~nyæ bazis podprostranstva {I} sostoit iz vektorov Y_∗ =

( O_{y�}^)_{, gde y∗ est~ sobstvennyæ vektor,}

sootvetstvu¸wiæ toqke (λ, μ_∗) ∈ σ_{r1}[F ], tak qto spravedlivo ravenstvo σ_{r1}[Φ] = σ_{r1}[F ].

Mnoßestvo σ_{r2}[Φ] = {σ_r[Φ] \ σ_{r1}[Φ]} sostoit iz toqek (λ, μ_∗) ∈ σ_r[Φ], kaßdoæ iz kotoryh sootvetstvuet nenulevoæ vektor Z_∗ = Z(λ, μ_∗) ∈ {N_c[Φ_∗] ∩ N_c[Φ]_∗} := {II}, priqem Φ(λ, μ_∗)Z(λ, μ_∗) = O. Kak sleduet iz vida matricy Φ_∗ = [O, F_∗], minimal~nyæ bazis podprostranstva {II} sostoit iz vektorov Z_∗ = (_{s(λ,μ�)}O ) , tak qto Z(λ, μ) ØvlØetsØ pravym polinomial~nym rexeniem matricy Φ(λ, μ). UqityvaØ, qto W_0 = [_{−S} T ] , T – regulØrnaØ matrica (T ne imeet nulevyh stolbcov; uravnenie W_0x = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ), zakl¸qaem, qto polinomial~noe rexenie Z(λ, μ) imeet vid Z = (_{s(λ,μ)} t(λ,μ) ) , gde t(λ, μ) = h(μ)^t(λ, μ), vektor ^t(λ, μ_∗) ≠ 0, polinom h(μ) imeet svoim nulem μ = μ_∗. Uravnenie ΦZ = 0 v razvernutom vide budet F (λ, μ)^t(λ, μ) = g(μ)s(λ, μ), g(μ) = φ[F ] h(μ) , gde g(μ) est~ delitel~ harakteristiqeskogo polinoma φ[F ], s(λ, μ_∗) ≠ 0. Ots¸da, g(μ) est~ sobstvennyæ polinom, a ^t(λ, μ) – poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor^3 matricy F .

Iz skazannogo sleduet spravedlivost~ utverßdeniØ.

Teorema 1.1. 1) Kaßdoæ toqke (λ, μ∗) ∈ σr1[F ] sootvetstvuet

sobstvennyæ vektor y_∗ matricy F : y_∗ = y(λ, μ_∗) ∈ {N_c[F_∗] \ N_c[F ]_∗}.

3O poroßda¸wih sobstvennyh vektorah sm. [5].

148 V. N. KUBLANOVSKA˚

2) Kaßdoæ toqke (λ, μ_∗) ∈ σ_{r2}[F ] sootvetstvuet poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor ^t(λ, μ_∗) i sobstvennyæ polinom g(μ), tak qto spravedlivo ravenstvo: F (λ, μ)^t(λ, μ) = g(μ)s(λ, μ), ^t(λ, μ_∗) ≠ 0, s(λ, μ_∗) ≠ 0, g(μ_∗) = 0 : F (λ, μ_∗)^y_∗ = 0,

gde ^y_∗ := ^t(λ, μ_∗) ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy F (λ, μ), sootvetstvu¸wim toqke (λ, μ_∗) ∈ σ_{r2}[F ].

3) σ_r [F ] = σ_r[Φ], σ_{r1}[F ] = σ_{r1}[Φ], σ_{r2}[F ] = σ_{rλ}[Φ]; kaßdoæ toqke (λ, μ_∗) ∈ σ_{r1}[F ] sootvetstvuet sobstvennyæ vektor Z_∗ =

(_0 y� ) ∈ N_c[Φ_∗] matricy Φ; kaßdoæ toqke (λ, μ_∗) ∈ σ_{r2}[F ] sootvetstvuet pravoe polinomial~noe rexenie Z_∗ = (_{s�}O) matricy Φ (Z_∗ ∈ N_c[Φ]_∗).

§2. NepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ qparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy 2.1. Opredelenie nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii.

Pust~ F := F (λ, μ) = C_s(μ)λ^s + C_{s−1}(μ)λ^{s−1} + . . . + C_0(μ), F ∈ M^{m×n}_n , m ¿ n. Nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacieæ F nazyvaetsØ ravenstvo vida F (λ, μ) = Q(λ, μ)P (μ). (2.1) Zdes~ P (μ) regulØrnaØ (q − 1)-parametriqeskaØ n × n matrica, Q(λ, μ) – q-parametriqeskaØ m × n matrica polnogo stolbcovogo ranga; σ[P ] = σ_{r1}[F ], σ_r[Q] = σ_{r2}[F ], σ^−_s [Q] = σ^−_s [F ], σ^−_{rs}[Q] = σ^−_{rs}[F ]; uravnenie Qx = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ.

Teorema 2.1. DlØ suwestvovaniØ nepolnoæ otnositel~noæ fak-

torizacii (2.1) matricy F ∈ M^{m×n}_n dostatoqno vypolneniØ uslo- viæ {σ_r[F ] ∩ σ^−_s [F ]} = ?, {σ_r[F ] ∩ σ^−_{rs}[F ]} = ?. (2.2)

Dokazatel~stvo teoremy provedem konstruktivno, opisyvaØ metod postroeniØ faktorizacii (2.1).

2.2. Metod vyqisleniØ nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii.

FaktorizaciØ (2.1) realizuetsØ vypolneniem sledu¸wih operaciæ.

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 149 (1) Matrica F^T (λ, μ) = C^T_s (μ)λ^s + . . . + C^T_0 (μ) predstavlØetsØ v vide F^T (λ, μ) = A(μ)Λ, (2.3)

gde A(μ) = [C^T_s (μ), . . . , C^T_0 (μ)] est~ n×(s+1)m polinomial~naØ (q−

1) parametriqeskaØ matrica, Λ = block diag {λ^sI_m, λ^{s−1}I_m, . . . , I_m}, I_m – ediniqnaØ m × m matrica.

(2) NahoditsØ ∇V -faktorizaciØ matricy A(μ), t.e. faktorizaciØ vida:

A(μ) = ∇(μ)V (μ), (2.4)

gde ∇(μ) i V (μ) – matricy polnogo ranga, ∇(μ) – regulØrnaØ, zavisØwie ot (q − 1) parametrov: σ_r[∇] = σ_r[A]. Ravenstvo (2.3) s uqetom (2.4) primet vid F (λ, μ) = A^T (λ, μ)∇^T (μ), A(λ, μ) := V (λ, μ)Λ. (2.5) (4) Normiru¸tsØ stolbcy matricy A^T (λ, μ)

Q(λ, μ) := A^T (λ, μ)diag {δ^{−1}_1 (μ), . . . , δ^{−1}_n (μ)}, (2.6)

gde δ_k(μ), k = 1, . . . , n, est~ OND komponentov stolbca s nomerom k matricy A^T (λ, μ).

V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1)–(4) s uqetom (2.5) i (2.6) budet poluqena nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ (2.1) matricy F (λ, μ), gde P (μ) = diag {δ_1(μ), . . . , δ_n(μ)}∇^T (μ) est~ regulØrnaØ matrica; Q(λ, μ) = A^T (λ, μ)diag {δ^{−1}_1 (μ), . . . , δ^{−1}_n (μ)} – stolbcovo normirovannaØ matrica.

2.3. Obosnovanie metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii.

Snaqala ustanovim, qto σ[P ] = σ_{r1}[F ]. Pust~ μ = μ_∗ est~ sobstvennoe znaqenie, y_∗ est~ sobstvennyæ vektor regulØrnoæ matricy P (μ):

P (μ_∗)y_∗ = 0, y_∗ ≠ 0.

Iz (2.1) imeem F (λ, μ_∗)y_∗ = Q(λ, μ_∗)P (μ_∗)y_∗ = 0. Ots¸da, uqytyvaØ, qto F i Q – matricy polnogo stolbcovogo ranga, imeem

F (λ, μ_∗)y_∗ = 0, y_∗ ≠ 0, y_∗ ∈ N_c[F_∗].

Sledovatel~no, σ[P ] ⊆ σ_{r1}[F ].

Dokaßem obratnoe vkl¸qenie: σ[P ] ⊇ σ_{r1}[F ]. DlØ fftogo dostatoqno ustanovit~, qto σ_{r1}[F ] ∩ σ_r[Q] = ?.

150 V. N. KUBLANOVSKA˚

Dokazatel~stvo ot protivnogo. Dopustim, qto σ_r[Q] soderßit toqki, prinadleßawie σ_{r1}[F ]. Togda pri vypolnenii (2.2) toqka (λ, μ_∗) moßet byt~ isqerpana iz σ_r[Q] vypolneniem sledu¸wih operaciæ [1]:

(1) NahoditsØ unimodulØrnaØ matrica U (λ), realizu¸waØ ΔW razloßenie odnoparametriqeskoæ matricy Q(λ, μ_∗).

(2) VyqislØetsØ matrica Q(λ, μ)U (λ) i polinom g(μ), t.e. OND poslednego stolbca fftoæ matricy.

(3) VyqislØetsØ matrica

^Q(λ, μ) := Q(λ, μ)U (λ)block diag {I_{n−1}, q^{−1}(μ)e_n}. (2.7)

Zdes~ e_n – posledniæ stolbec I_n. Oqevidno, σ_r[ ^Q] otliqaetsØ ot σ_r[Q] otsutstviem toqki (λ, μ_∗). Iz (2.7) nahodim Q(λ, μ)U (λ) = ^Q(λ, μ)block diag {I_{n−1}, q(μ)e_n}. (2.8) S uqetom togo, qto U (λ) – unimodulØrnaØ matrica (sledovatel~no, koneqnye spektry matric Q(λ, μ) i Q(λ, μ) U (λ) sovpada¸t), iz (2.8) imeem: nuli uravneniØ q(μ) = 0 ØvlØ¸tsØ sobstvennymi znaqeniØmi matricy Q(λ, μ) s sootvetstvu¸wim im sobstvennym vektorom U (λ)e_n. Poslednee utverßdenie protivoreqit uslovi¸, qto Q(λ, μ) est~ stolbcovo normirovannaØ matrica. Protivoreqie dokazyvaet, qto regulØrnyæ spektr Q(λ, μ) ne soderßit toqek σ_{r1}[F ]. Sledovatel~no, spravedlivost~ ravenstva σ[P ] = σ_{r1}[F ] (2.9)

ustanovlena.

Pereædem k dokazatel~stvu ravenstva σ_r[Q] = σ_{r2}[F ]. S uqetom (2.1), (2.2) i (2.9) imeem

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ] = σ_r [P ] ∪ σ_r[Q] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_r[Q].

Ots¸da σ_r[Q] = σ_{r2}[F ]. Spravedlivost~ ravenstv σ^−_s [Q] = σ^−_s [F ], σ^−_{rs}[Q] = σ^−_{rs}[F ] sleduet iz (1.1) i svoæstv singulØrnogo i regulØrno singulØrnogo spektrov (sm. [4, 5]).

2.4. Primenenie metoda postroeniØ nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii.

Kak sledstviØ primeneniØ metoda vyqisleniØ nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii, rassmotrim rexenie nekotoryh zadaq, kaßdaØ iz kotoryh imeet samostoØtel~nyæ interes.

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 151

Sledstvie 2.2. Esli matrica F ∈ M^{m×n}_m , m 6 n, imeet polnyæ

stroqnyæ rang, to iskomaØ otnositel~naØ faktorizaciØ F imeet vid F (λ, μ) = P (μ)Q(λ, μ) pri m 6 n. (2.10)

V sluqae ρ = m = n imeem F (λ, μ) = Q(λ, μ)P (μ) = P (μ)Q(λ, μ). (2.11) Zdes~ P (μ) – regulØrnaØ (q −1) parametriqeskaØ m×m matrica; Q(λ, μ) ∈ M^{m×n}_m ; σ_r[P ] = σ_{r1}[F ]; σ_r[Q] = σ_{r2}[F ]; σ^+_s [Q] = σ^+_s [F ]; σ^+_{rs}[Q] = σ^+_{rs}[F ].

DlØ suwestvovaniØ (2.10) dostatoqno vypolneniØ usloviæ

{σ_r[F ] ∩ σ^+_s [F ]} = ?, {σ_r[F ] ∩ σ^+_{rs}[F ]} = ?.

DlØ suwestvovaniØ (2.11) dostatoqno vypolneniØ usloviæ {σ_r[F ] ∩ σ^+_{rs}[F ]} = ?, {σ_r[F ] ∩ σ^−_{rs}[F ]} = ?. Sledstvie 2.3. Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii

matricy F ∈ M^{m×n}_n pozvolØet razdelit~ σ_r[F ] na minimal~- nyæ regulØrnyæ spektr σ_{r1}[F ] i smexannyæ regulØrnyæ spektr σ_{r2}[F ] : σ_{r1}[F ] = σ_r[P ], σ_{r2}[F ] = σ_r[Q]. Ego moßno rassmatrivat~ kak metod isqerpyvaniØ iz σ_r[F ] kak minimal~nogo regulØrnogo spektra, tak i smexannogo regulØrnogo spektra.

Sledstvie 2.4. Pust~ F est~ q-parametriqeskaØ polinomial~-

naØ matrica, regulØrnyæ spektr kotoroæ ne zavisit ot r 6 q − 1 parametrov μ_1, μ_2, . . . , μ_r. Togda v usloviØh nepolnoæ otnositel~- noæ faktorizacii ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva: F (μ_1, . . . , μ_q) = Q(μ_1, . . . , μ_q) r∏ k=2 Q_{k,k+1,... ,q}(μ_k, μ_{q−k}), (2.12) esli F imeet polnyæ stolbcovyæ rang n 6 m;

F (μ_1, . . . , μ_q) = 2∏ k=r Q_{k,k+1,... ,q}(μ_k, μ_{q−k})Q(μ_1, . . . , μ_q), (2.13) esli F imeet polnyæ stroqnyæ rang m 6 n.

Zdes~ μ_{q−k} – mul~tiindeks μ_{n−k} = μ_{k+1}, . . . , μ_q; Q_{k,k+1,... ,q}(μ_k, μ_{q−k}) – regulØrnaØ n × n matrica, zavisØwaØ ot parametrov

152 V. N. KUBLANOVSKA˚

μ_k, μ_{k+1}, . . . , μ_q, i ne ime¸waØ svoimi pravymi delitelØmi regulØrnyh matric, zavisØwimi ot parametrov μ_{k+1}, . . . , μ_q; σ_r[Q_{k,k+1,...,q}] ne zavisit ot μ_k, k 6 r 6 q−1, σ_r[Q_q] = ?. Analogiqno, Q_{k,k+1,... ,q}(μ_k, μ_{q−k}) – regulØrnaØ m × m matrica, ne ime¸waØ svoimi levymi delitelØmi matric, zavisØwih ot parametrov μ_{k+1}, μ_{k+2}, . . . , μ_q. NarØdu s matriqnymi ravenstvami ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva meßdu skalØrnymi polinomami φ[F ] = φ[Q_{1,... ,q} ]φ[Q_{2,...,q} ] . . .φ[Q_{r,... ,q} ], (2.14) gde φ[Q_{k,... ,q}] est~ polinom ot peremennyh μ_k, μ_{k+1}, . . . , μ_q, ne ime- ¸wiæ svoimi delitelØmi polinomov ot peremennyh μ_{k+1}, μ_{k+2}, . . . , μ_q, k 6 r. Spravedlivost~ (2.12), (2.13) sleduet sootvetstvenno iz ravenstv (2.1) i (2.10), esli poslednie rassmatrivat~ kak tipiqnyæ fflementarnyæ xag metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii dlØ realizacii rekursii po qislu parametrov.

RazloßeniØ (2.12), (2.13) moßno rassmatrivat~ kak razloßenie q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F v proizvedenii “primitivnyh” matric. Razloßenie (2.14) est~ razloßenie harakteristiqeskogo polinoma φ[F ] v proizvedenii “primitivnyh” polinomov.

Sledstvie 2.5. Pust~ F (λ, μ) – q-parametriqeskaØ m × n matri-

ca ranga ρ; W_0 est~ bazis N_c[F ], vyqislennyæ primeneniem ΔW -q faktorizacii k F , tak qto W_0 ∈ M^{n×(n−ρ)}_{n−ρ} . Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii matricy W_0 (W_0 = QP ) pozvolØet bazis W_0 preobrazovat~ v bazis Q togo ße nul~-prostranstva N_c[F ], dlØ kotorogo uravnenie Qx = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ.

Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv metoda.

Zameqanie. Pri naliqie kritiqeskih toqek (2.2) v spektre ma-

tricy F , regulØrnye spektry matricy Q v ravenstve (2.1), matricy Q v ravenstve (2.10), budut soderßat~ ffti toqki.

§3. Nasledstvennye polinomy i metody ih vyqisleniØ 3.1. Opredelenie i svoæstva nasledstvennyh polinomov.

Pust~ F ∈ M^{n×n}_n , σ_r [F ] := {φ[F ] = 0}, σ_{r1} := {ψ_1[F ] = 0}. Vvedem v rassmotrenie posledovatel~nosti matric {Φ_k}, {S_k}, {V^{(2)}_{k+1}}, k = 0, 1, . . . , n − 1. (3.1)

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 153 Zdes~ Φ_k = {ψ_1[S_k]I_n, S_k} ∈ M^{n×2n}_n ; Φ_k = ∇_kV_k est~ ∇V -q razloßenie matricy Φ_k, tak qto po svoæstvam ∇V -q razloßeniØ ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva:

∇_k := ∇_k(λ, μ) ∈ M^{n×n}_n , σ_r[∇_k] = {φ[Φ_k] = 0};

V_k := V_k(λ, μ) = [V^{(1)}_{k+1}, V^{(2)}_{k+1}] ∈ M^{n×2n}_n : V^{(1)}_{k+1} := V^{(1)}_{k+1}(λ, μ) ∈ M^{n×n}_n ,

V^{(2)}_{k+1} := V^{(2)}_{k+1}(λ, μ) ∈ M^{n×n}_n ; S_{k+1} = V^{(2)}_{k+1}, S_0 = F.

Kaßdoæ toqke (λ, μ_∗) ∈ σ_r[F ] postavim v sootvetstvie qislo l := l_∗[F ], udovletvorØ¸wee usloviØm

(λ, μ_∗) ∈ {σ_r[Φ_0] ∩ σ_r [Φ_1] ∩ . . . ∩ σ_r[Φ_{l−1}]}, (λ, μ_∗) ∉ σ_r[Φ_l]. (3.2)

UqityvaØ, qto σ_r [Φ_k] = σ_r[S_k] = ψ_1[S_k], k = 0, 1, . . . , n − 1, sootnoxenie (3.2) moßno zapisat~ v vide (λ, μ_∗) ∈ {σ_r[S_0] ∩ σ_r[S_1] ∩ . . . ∩ σ_r[S_{l−1}]}, (λ, μ_∗) ∉ σ_r[S_l], tak qto l est~ qislo polinomov iz posledovatel~nosti {ψ_1[S_k]}, k = 0, 1, . . . , n − 1, dlØ kotoryh toqka (λ, μ_∗) ØvlØetsØ nulem. Qislo l = l_∗[F ], udovletvorØ¸wee (3.2), budem nazyvat~ urovnem nasledstvennosti toqki (λ, μ_∗), prinadleßaweæ σ_r[F ]. Na matricu Φ_k budem ssylat~sØ kak na nasledstvennu¸ matricu urovnØ k otnositel~no spektra matricy F .

Oqevidno, ime¸t mesto ravenstva

l_∗[Φ_k] = l_∗[Φ_{k+1}] + 1, l_∗[F ] = l_∗[Φ_k] + k.

Polinom ψ_k[F ] ≡ ψ_k(μ), nuli kotorogo sovpada¸t s toqkami (λ, μ_∗) ∈ σ_r[F ], ime¸wimi uroven~ nasledstvennosti ne men~- xe qisla k, budem nazyvat~ nasledstvennym polinomom otnositel~no σ_r[F ] urovnØ ne men~xe k. Tak qto harakteristiqeskiæ polinom φ[F ] matricy F ØvlØetsØ nasledstvennym polinomom matricy F urovnØ ne men~xe edinicy.

Polinom ψ_k[F ] ≡ ψ_k(μ), nuli kotorogo ime¸t uroven~ nasledstvennosti ravnyæ qislu k, nazyvaetsØ nasledstvennym polinomom urovnØ k otnositel~no σ_r[F ]. Polinom ψ_1[F ] budem nazyvat~ takße minimal~nym nasledstvennym polinomom. Ego nuli sovpada¸t s toqkami σ_{r1}[F ], minimal~nogo regulØrnogo spektra matricy F .

154 V. N. KUBLANOVSKA˚

Posledovatel~nost~ {ψ_k[F ]}_{k=1,...,n} budem nazyvat~ posledovatel~nost~¸ nasledstvennyh polinomov matricy F .

Iz opredeleniØ polinomov φ_k[F ] i ψ_k[F ], k = 0, . . . , n − 1, oqevidny sledu¸wie svoæstva. 1^∘.

ψ_k(μ) = φ_{k−1}(μ) φ_k(μ) , k = 1, . . . , n, ψ_k(μ) ≠ const dlØ k < n, φ_n(μ) = const, φ_0(μ) = φ(μ). 2^∘. φ_k(μ) = ψ_{k+1}(μ)φ_{k+1}(μ), k = 0, 1, . . . , n − 1. 3^∘.

φ(μ) = ψ_1(μ)ψ_2(μ) . . . ψ_{n−1}(μ).

4^∘. Kaßdyæ posledu¸wiæ polinom posledovatel~nosti {ψ_k(μ)}, naqinaØ so vtorogo, ØvlØetsØ delitelem predyduwego polinoma.

ZameqaniØ. 1. Nasledstvennyæ polinom i posledovatel~nost~

iz nasledstvennyh polinomov, vvedennyh dlØ q-parametriqeskih matric F (λ, μ), spektr kotoryh ne zavisit ot spektral~nogo parametra λ, obobwa¸t ponØtiØ invariantnogo polinoma i posledovatel~nosti invariantnyh polinomov dlØ matric F (λ).

Spravedlivost~ sleduet iz sovpadeniØ svoæstv 1^∘–4^∘ s analogiqnymi svoæstvami dlØ invariantnyh polinomov (sm. [2, 7]).

2. Toqki spektrov matric P (μ) i Q (matric P (μ) i Q(μ)), vhodØwih v nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ (2.1) i (2.10) matricy F , ime¸t uroven~ nasledstvennosti otnositel~no spektra F sootvetstvenno, ravnym l_∗[P ] = 1, det P = ψ_1[F ] i l_∗[Q] ¿ 2, φ[Q] = φ_1[F ] (l_∗[P ] = 1, l_∗[Q] ¿ 2).

Lemma 3.1. Harakteristiqeskie polinomy matric posledova-

tel~nosti {S_k} iz (3.1) udovletvorØ¸t ravenstvu

φ[S_{k+1}] = φ_1[S_k], k = 0, 1, . . . , n − 1. (3.3)

Deæstvitel~no, iz ravenstva Φ_k = ∇_kV_k imeem

[ψ_1[S_k]I, S_k] = ∇_kV_k = [∇_kV^{(1)}_{k+1}, ∇_kV^{(2)}_{k+1}]. (3.4)

Ots¸da s uqetom togo, qto σ_r[∇_k] = σ_r[Φ_k] = {ψ_1[S_k] = 0}, nahodim φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ[V^{(2)}_{k+1}]. S drugoæ storony, iz svoæstv nasledstvennyh polinomov φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ_1[S_k], tak qto φ[V^{(2)}_{k+1}] = φ_1[S_k], qto i dokazyvaet (3.3), esli uqest~, qto S_{k+1} := V^{(2)}_{k+1}.

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 155

Lemma 3.2. DlØ l¸bogo k = 0, 1, . . . , n − 1 spravedlivy ravenstva

φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ[S_{k+1}], (3.5) φ[S_k] = φ_k[F ], (3.6) ψ[S_k] = ψ_{k+1}[F ]. (3.7) Spravedlivost~ (3.5) sleduet iz (3.3) i svoæstv nasledstvennyh polinomov:

φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ_1[S_k] = ψ_1[S_k]φ[S_{k+1}].

Dokazatel~stva (3.5) i (3.6) provedem po indukcii. Pri k = 0 s uqetom (3.5) imeem φ[S_0] = φ[F ] = ψ_1[F ]φ[S_1].

S drugoæ storony, po svoæstvam nasledstvennyh polinomov φ[F ] = ψ_1[F ]φ_1[F ], tak qto vypolnØetsØ ravenstvo φ[S_1] = φ_1[F ] ≡ φ[S_0]. (3.8) Dalee s uqetom ravenstv φ[S_1] = ψ_1[S_1]φ_1[S_1] = ψ_1[S_1]ψ_2[S_1] . . . ψ_{k−1}[S_1] i ravenstv φ_1[F ] = ψ_1[F ]φ_2[F ] = ψ_2[F ]ψ_3[F ] . . .ψ_{k−1}[F ], imeem ψ_1[S_1] = ψ_2[F ] ≡ ψ_2[S_0]. (3.9) Osnovanie dlØ indukcii (ravenstva (3.8) i (3.9)) poluqeno. Dopustim, qto (3.6) i (3.7) vypolnØ¸tsØ dlØ l¸bogo i 6 k i dokaßem dlØ i = k + 1.

S uqetom (3.5) imeem: φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ[S_{k+1}].

Po predpoloßeni¸ φ[S_k] = φ_k[F ], ψ_1[S_k] = ψ_{k+1}[F ], tak qto φ_k[F ] = φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ_1[S_{k+1}] = ψ_{k+1}[F ]φ[S_{k+1}]. (3.10) Dalee, po svoæstvam nasledstvennyh polinomov, φ_k[F ] = ψ_{k+1}[F ]φ_{k+1}[F ]. (3.11) Togda iz (3.10) i (3.11) poluqim φ[S_{k+1}] = φ_{k+1}[F ] = ψ_{k+2}[F ]φ_{k+2}[F ], pri fftom φ[S_{k+1}] = ψ_1[S_{k+1}]φ_1[S_{k+1}], tak qto φ[S_{k+1}] = φ_{k+2}[F ]; ψ_1[S_{k+1}] = ψ_{k+2}[F ]. (3.12) Ravenstva (3.11) i (3.12) zaverxa¸t dokazatel~stvo lemmy.

156 V. N. KUBLANOVSKA˚

Sledstvie 3.3. Urovnem nasledstvennosti toqki (λ, μ∗) ∈ σr [F ]

nazyvaetsØ qislo nasledstvennyh polinomov iz posledovatel~nosti {ψ_k[F ]}, k = 1, . . . , n − 1, dlØ kotoryh toqka (λ, μ_∗) ØvlØetsØ nulem, tak qto qislo l = l_k[F ] udovletvorØet sootnoxeniØm

(λ, μ_∗) ∈ {ψ_1[F ] = 0} ∩ {ψ_2[F ] = 0} ∩ . . . {ψ_l[F ] = 0}; (λ, μ_∗) ∉ {ψ_{l+1}[F ] = 0}. (3.13)

Spravedlivost~ (3.13) sleduet iz (3.2) i (3.7).

3.2. Metody vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov.

Pust~ F = F (λ, μ) ∈ M^{m×n}_m . TrebuetsØ naæti posledovatel~- nost~ nasledstvennyh polinomov {ψ_k[F ]}, k = 1, . . . , n − 1, matricy F i matricu ^F (λ, μ), koneqnyæ regulØrnyæ spektr kotoroæ otliqaetsØ ot spektra F (λ, μ) otsutstviem nuleæ nasledstvennyh polinomov. Niße predlaga¸tsØ dva metoda (ΨV -q i ΨW -q), rexa¸wih fftu zadaqu.

ΨV -q metod sostoit iz koneqnogo qisla tipiqnyh xagov. Kaßdyæ xag vyqislØet polinom ψ_k[F ] ≡ ψ_k(μ) i matricu S_k, spektr kotoroæ ne soderßit nuleæ ψ_k(μ).

Rassmotrim pervyæ (tipiqnyæ) xag.

Naqal~nymi dannymi ØvlØ¸tsØ matrica S = F . VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ matricy F , s pomow~¸ metoda iz §2: F = P G, gde P = P (μ) est~ regulØrnaØ m × m matrica.

(2) VyqislØetsØ polinom ψ := det P .

�ta operaciØ moßet byt~ vypolnena metodom sledov D. K. Faddeeva, primenennym k polinomial~noæ q-parametriqeskoæ matrice [1, 3].

(3) FormiruetsØ m × (m + n) matrica Φ := [ψI_m, S]. (4) VyqislØetsØ ∇V -razloßenie matricy Φ: Φ = ∇V (gde ∇ = ∇(λ, μ) ∈ M^{m×m}_m , V = V (λ, μ) ∈ M^{m×(m+n)}m , V = [V_1, V_2], V_1 ∈ M^{m×m}_m , V_2 ∈ M^{m×n}_m ) s ispol~zovaniem algoritma ∇V -q faktorizacii m.

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 157 Esli ψ ≠ const, osuwestvlØetsØ perehod k sledu¸wemu xagu s naqal~nymi dannymi S := V_2. V protivnom sluqae vypolnenie operaciæ (1)–(4) prekrawaetsØ.

Teorema 3.4. Esli F ∈ M^{m×n}_n i σr[F ] ne imeet kritiqeskih to-

qek, to rezul~tatom ΨV -metoda ØvlØ¸tsØ

1) posledovatel~nost~ nasledstvennyh polinomov {ψ_k[F ]}, k = 1, . . . , n, matricy F ,

2) posledovatel~nost~ matric {S_k}, k = 0, 1, . . . , n − 1. RegulØrnyæ spektr matricy S_{k+1} otliqaetsØ ot regulØrnogo spektra matricy S_k, otsutstviem nuleæ polinoma ψ_{k+1}[F ]; regulØrnyæ spektr kaßdoæ ih matric S_k, k = 1, . . . , n − 1, otliqaetsØ ot regulØrnogo spektra naqal~noæ matricy F otsutstviem nuleæ polinomov ψ_1[F ], . . . , ψ_k[F ]; S_n(λ, μ) est~ iskomaØ matrica ^F (λ, μ).

Spravedlivost~ teoremy sleduet iz lemmy 3.2.

Teorema 3.5. Esli σr[F ] ne soderßit kritiqeskih toqek, to v

usloviØh ΨV -q-metoda ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva.

1^∘. F (λ, μ) = ∇_0(λ, μ)∇_1(λ, μ) . . . ∇_k(λ, μ)V^{(2)}_{k+1}(λ, μ), φ[F ] = ψ_1(μ)ψ_2(μ) . . . ψ_{k+1}(μ)φ_{k+1}(μ).

2^∘. F (λ, μ) = ∇_0(λ, μ)∇_1(λ, μ) . . . ∇_{n−1}(λ, μ)V^{(2)}_n (λ, μ), φ(λ, μ) = ψ_1[F ] . . .ψ_{n−1}[F ], ψ_n = const, φ[V^{(2)}_n ] = const .

3^∘ ∇_k(λ, μ)∇^{−1}_{k+1}(λ, μ)– regulØrnaØ matrica. Spravedlivost~ 1^∘ i 2^∘ sleduet iz ravenstv

S_k := V^{(2)}_k (λ, μ) = ∇_k(λ, μ)V^{(2)}_{k+1},

gde φ[∇_k] = ψ_1[S_k], k = 1, . . . , n−1, S_0 = F ; iz lemmy 3.2 i svoæstv nasledstvennyh polinomov.

Spravedlivost~ 3^∘ sleduet iz svoæstv nasledstvennyh polinomov: φ[∇_k] φ[∇_{k+1}]

= ψ_{k+1}[F ].

ΨW -q metod sostoit iz koneqnogo qisla tipiqnyh xagov. Kaßdyæ xag vyqislØet nasledstvennyæ polinom ψ_k[F ] i matricu

158 V. N. KUBLANOVSKA˚ S_k, koneqnyæ regulØrnyæ spektr σ_r[S_k] kotoroæ otliqaetsØ ot σ_r[S_{k−1}] otsutstviem nuleæ polinoma ψ_k[F ].

Rassmotrim (tipiqnyæ) pervyæ xag. Naqal~nymi dannymi ØvlØ¸tsØ matrica S := F . VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(1) VyqislØetsØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ matricy F : F = P Q (gde P = P (μ) – regulØrnaØ m × m matrica) metodom iz §2.

(2) VyqislØetsØ polinom ψ := det P , naprimer, metodom sledov D. K. Faddeeva primenitel~no k mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matrice.

(3) FormiruetsØ m × (m + n) matrica Φ := [ψI_m, S]. (4) NahoditsØ (m + n) × n matrica W_0 ∈ N_c[Φ] takaØ, qto uravnenie W_0x = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ. S fftoæ cel~¸ vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(4.1) Ispol~zuØ ΔW -q metod, vyqislØetsØ matrica ~W_0:

Φ~W = [ ~Δ, 0], ~W = [~W_1, ~W_0], ~W_0 = N_c[Φ].

(4.2) Ispol~zuØ metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii

(~W_0 = QP ), bazis ~W_0 preobrazuetsØ v bazis ^W_0 := Q ≡ [ − ^S ^T ] takoæ, qto ^W_0 ∈ M^{(m+n)×n}n , i uravnenie ^W_0x = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ. Zdes~ ^T ∈ M^{n×n}_n , ^S ∈ M^{m×n}_n .

Esli ψ ≠ const, osuwestvlØetsØ perehod k sledu¸wemu xagu s naqal~nymi dannymi S := ^S. V protivnom sluqae vypolnenie operaciæ (1)–(4) prekrawaetsØ.

Teorema 3.6. Rezul~tatom raboty ΨW -q metoda ØvlØ¸tsØ

1) posledovatel~nost~ {ψ_k[F ]}, k = 1, . . . , n, nasledstvennyh polinomov matricy F ;

2) posledovatel~nost~ matric {S_k}, k = 0, 1, . . . , n−1, gde σ_r[S_k] otliqaetsØ ot σ_r[F ] otsutstviem nuleæ polinomov ψ_1[F ], . . ., ψ_k[F ]. Matrica S_n(λ, μ) ØvlØetsØ iskomoæ matriceæ ^F (λ, μ).

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 159

Lemma 3.7. Pust~ na fiksirovannom xage k ΨW -q metoda vy-

qisleny matricy Φ := Φ_k[ψ_1[ ^S_k]I, ^S_k], ^W_0 = W^{(k)}_0 = [ b_S b_T ] , gde ^W_0 = N_c[Φ], ^W_0x = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ. Oboznaqim qerez ^V matricu, realizu¸wu¸ ∇V -faktorizaci¸ matricy Φ : Φ = ^∇^V , σ_r[ ^∇] = ψ_1[S_k], ^V = [V_1, V_2], V_1 := ^V^{(1)}_{k+1}, V_2 := ^V^{(2)}_{k+1}. Togda (v uslovii, kogda ishodnaØ matrica F ne imeet kritiqeskih toqek) spravedlivo ravenstvo

φ[ ^S_{k+1}] = φ[ ^V^{(2)}_{k+1}], k = 0, 1, . . . , n − 1. (3.14)

Dokazatel~stvo. Matricy^^W0 i^^U0 := [ −V_2 V_1 ] obrazu¸t bazisy

odnogo i togo ße podprostranstva N_c[Φ]. Iz uravneniæ Φ^W_0 = 0, Φ ^U_0 = 0 s uqetom ravenstva Φ = [ ^∇V_1, ^∇V_2] imeem

φ[V_1] φ[V_2] = (ψ_1[ ^S])^{n−1} φ_1[ ^S] = φ[ ^T ] φ[ ^S] , tak qto^4 δ[V_1, V_2] = δ[ ^T , ^S]. PrinimaØ vo vnimanie ravenstva φ[V_1] = (ψ_1[ ^S])^{n−1}, φ[V_2] = φ_1[ ^S], imeem φ[ ^U_0] = δ[V_1, V_2] = δ[ ^T , ^S], {δ[ ^T , ^S] = 0} ⊇ {φ[^W_0] = 0}. Po uslovi¸ ^W_0, ^U_0 sut~ bazisy N_c[Φ] takie, qto uravneniØ ^W_0x = 0, ^U_0x = 0 ne ime¸t nenulevyh rexeniæ. Togda iz sootnoxeniæ {φ[ ^U_0] = 0} ⊇ {φ[^W_0] = 0} sleduet, qto matricy ^U_0 i ^W_0 udovletvorØ¸t ravenstvu

^U_0 = ^W_0Ω,

gde Ω est~ unimodulØrnaØ matrica, tak qto V_2 = ^SΩ, t.e. pri l¸bom k = 0, 1, . . . , n − 1 imeet mesto ravenstvo (3.14), qto i trebovalos~ dokazat~.

VernemsØ k obosnovani¸ ΨW -q metoda. S uqetom spravedlivosti lemmy 3.7, dokazatel~stvo teoremy 3.6 provoditsØ analogiqno obosnovani¸ ΨV -q metoda (dokazatel~stvu Lemmy 3.2 i Teoremy 3.4). 4δ[A, B] := OND {φ[A], φ[B]}.

160 V. N. KUBLANOVSKA˚

ZameqaniØ. 1) Esli σr[F ] soderßit kritiqeskie toqki, to okon-

qaniem raboty kaßdogo iz ΨV -q i ΨW -q metodov ØvlØetsØ vypolnenie ravenstva φ[S_n] = φ[S_{n+1}] ≠ const. V fftom sluqae σ_r[S_n] soderßit kritiqeskie toqki regulØrnogo spektra naqal~noæ matricy F .

2) Operacii (1), (2) vyqisleniØ ψ_1[S_k], k = 0, . . . , n − 1 dlØ F ∈ M^{n×n}_n v kaßdom iz ΨV i ΨW metodov moßno zamenit~ sledu¸wimi:

(a) vyqislit~ B[S_k] i φ[S_k], t.e. prisoedinennu¸ matricu dlØ S_k i ee harakteristiqeskiæ polinom;

(b) naæti δ[B_k], t.e. OND vseh fflementov matricy B[S_k]; (v) vyqislit~ ψ_1[S_k] =^{φ[Sk]}_{δ[Bk]} .

(3) Esli F ∈ M^{m×n}_n , t.e. ØvlØetsØ singulØrnoæ matriceæ, to v kaqestve ishodnoæ matricy F v oboih metodah sleduet vzØt~ regulØrnu¸ matricu ∇(λ, μ) iz ∇V -q razloßeniØ matricy F^T .

3.3. Primenenie ΨV - i ΨW -q metodov. 3.3.1. Vyqislenie svobodnogo bazisa Nc[F ].

Pust~ F = F (λ, μ) est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ. Zadaqa sostoit v vyqislenii bazisa U_0[F ] podprostranstva N_c[F ], koneqnyæ regulØrnyæ spektr kotorogo est~ pustoe mnoßestvo (svobodnogo bazisa). V predpoloßenii, qto spektr matricy F ne soderßit kritiqeskih toqek, dlØ postroeniØ U_0 moßet byt~ ispol~zovan l¸boæ iz rassmotrennyh v p. 3.2 metodov isqerpyvaniØ nasledstvennyh polinomov.

Algoritm vyqisleniØ U_0 sostoit iz dvuh stadiæ. Na pervoæ stadii nahoditsØ bazis N_c[F ], regulØrnyæ spektr kotorogo ne zavisit ot veduwego parametra λ pri zapisi F v vide F (λ, μ) = ∑_s k=0 C_k(μ)λ^k. Oboznaqim fftot bazis ~W_0(λ, μ). On moßet byt~ naæden primeneniem algoritma ΔW -q razloßeniØ k matrice F : F ~W = [ ~Δ, O], ~W = [~W_1, ~W_0].

Na vtoroæ stadii iz regulØrnogo spektra ~W_0 isqerpyva¸tsØ nuli nasledstvennyh polinomov matricy ~W_0. �ta operaciØ realizuetsØ primeneniem k ~W_0 l¸bogo iz ΨV -q ili ΨW -q metodov.

3.3.2. ModifikaciØ ΔW -q metoda.

Pust~ F est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga ρ (q ¿ 2);

F (λ, μ)W (λ, μ) = [Δ(λ, μ), O] (3.15)

MNOGOPARAMETRIQESKIE ZADAQI ALGEBRY 161 est~ ΔW -q faktorizaciØ F :W (λ, μ) est~ n×n regulØrnaØ matrica iz mnoßestva M^{n×n}_n , W (λ, μ) = [W_1(λ, μ), W_0(λ, μ)], gde W_1(λ, μ) ∈ M^{n×ρ}_ρ , W_0(λ, μ) ∈ M^{n×(n−ρ}_{n−ρ} ; W_0 ∈ N_c[F ]; Δ(λ, μ) – m × n matrica ranga ρ, σ_r [Δ] = σ_r[F ] ∪ σ_r[W_1].

ModifikaciØ ΔW -q metoda sostoit v perehode ot ravenstva (3.15) k ravenstvu F (λ, μ)U (λ, μ) = [∇(λ, μ), O], (3.16) gde U = [U_1, U_0] regulØrnaØ n × n matrica iz M^{n×n}_n , U_1 ∈ M^{n×ρ}_ρ , U_0 ∈ M^{n×(n−ρ)} n−ρ , U_0 = N_c[F ]. Matricy U_1 i U_0 otliqa¸tsØ ot matric W_1 i W_0 sootvetstvenno otsutstviem v σ_r[U_1] i σ_r[U_0] nasledstvennyh polinomov, tak qto regulØrnyæ spektr ∇(λ, μ) otliqaetsØ ot regulØrnogo spektra Δ(λ, μ) otsutstviem nasledstvennyh polinomov, prinadleßawih matrice W_1(λ, μ); bazis U_0 otliqaetsØ ot bazisa W_0 nul~-prostranstva N_c[F ] otsutstviem nasledstvennyh polinomov, prinadleßawih matrice W_0.

Vyqislenie U moßno realizovat~ l¸bym iz metodov ΨV -q ili ΨW -q, primenØemym k matricam W_1 i W_0 dlØ isqerpyvaniØ iz kaßdoæ nasledstvennyh polinomov.

Zameqanie. Esli regulØrnyæ spektr kaßdoæ iz matric W1 i W0

sostoit tol~ko iz nuleæ nasledstvennyh polinomov fftih matric, to σ_r[∇] = σ_r[F ]. U_0 est~ svobodnyæ bazis N_c[F ]. Esli pri fftom F ∈ M^{n×n}_n i σ_{rs}[F ] = ?, to matrica U , realizu¸waØ razloßenie (3.16), ØvlØetsØ unimodulØrnoæ matriceæ po vsem parametram. V fftom sluqae σ_r[∇] = σ_r[F ], stolbcy U_0 obrazu¸t bazis N_c[F ], sostavlennyæ iz stolbcov unimodulØrnoæ matricy.

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. Zap. nauqn. semin. POMI, 238 (1997), 7–329.

2. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M. (1967).

3. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. Zap. nauqn. semin. POMI, 295 (1995), 191–246.

4. V. N. KublanovskaØ, Primenenie metoda rangovoæ faktorizacii k analizu spektral~nyh harakteristik mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Zap. nauqn. semin. POMI, 268 (2000), 115–144.

5. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 165–186.

162 V. N. KUBLANOVSKA˚ 6. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Otnositel~naØ faktorizaciØ mnogoqlenov ot neskol~kih peremennyh. ȷ. vyqisl. matem. i matem. fiziki, 36, No. 8 (1996), 6–11.

7. V. N. KublanovskaØ, Vyqislenie invariantnyh mnogoqlenov polinomial~noæ matricy. 2. Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 128–142.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 1. Methods for computing complete polynomials and their applications.

The notion of a complete polynomial of a multiparameter polynomial matrix, generalizing that of an invariant polynomial of a one-parameter polynomial matrix, is introduced. Methods for computing complete polynomials are suggested. Applications of these methods to various spectral problems for polynomial matrices are considered.

Postupilo 4 fevralØ 2002 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova