Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov

K REXENIı QASTIQNO` PROBLEMY SOBSTVENNYH ZNAQENI` DL˚ POLINOMIAL^NYH MATRIC

1. Poroßda¸wie vektory i ih svoæstva. Pust~ F (λ) – po-

linomial~naØ m × n matrica ranga ρ. Koneqnyæ spektr σ_c[F ] matricy F (λ) opredelØetsØ kak mnoßestvo vseh nuleæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ F ( i_1, i_2, . . . , i_ρ j_1, j_2, . . . , j_ρ ) = 0, 1 6 i^1 < i^2 < . . . < i^ρ 6 m 1 6 j1 < j2 < . . . < jρ 6 n^. Levye qasti uravneniæ sistemy predstavlØ¸t soboæ vsevozmoßnye minory porØdka ρ matricy F (λ) razmerov m × n, tak qto ffta sistema sostoit iz N = C^ρ_mC^ρ_n uravneniæ. Polinom φ[F ] ≡ φ(λ), ØvlØ¸wiæsØ naibol~xim obwim delitelem fftih minorov, nazyvaetsØ harakteristiqeskim polinomom matricy F (λ). Nuli polinoma φ(λ), s uqetom ih kratnosteæ, polnost~¸ opredelØ¸t σ_c[F ].

Polinomial~nyæ vektor x(λ), komponenty kotorogo ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi polinomami (t.e. kotoryæ ne obrawaetsØ v nul~ ni pri kakih znaqeniØh parametra λ) budem nazyvat~ svobodnym vektorom.

Svobodnyæ polinomial~nyæ n-mernyæ vektor x(λ) budem nazyvat~ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom m × n matricy F (λ), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu χ(λ), esli imeet mesto sootnoxenie F (λ)x(λ) = χ(λ)z(λ), (1) gde z(λ) – svobodnyæ m-mernyæ vektor.

Osnovnoe svoæstvo vvedennyh harakteristik sostoit v tom, qto l¸boæ nul~ λ^∗ polinoma χ(λ) ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem matricy F (λ), a vektor x(λ^∗) ØvlØetsØ sootvetstvu¸wim

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 02-01-00095). 163

164 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

emu pravym sobstvennym vektorom: F (λ^∗)x(λ) = 0.

Sobstvennyæ polinom χ(λ) ØvlØetsØ delitelem harakteristiqeskogo polinoma φ(λ) matricy F (λ).

Svobodnyæ polinomial~nyæ n-mernyæ vektor x(λ) budem nazyvat~ pravym poroßda¸wim kornevym vektorom vysoty t + 1 matricy F (λ), otveqa¸wim ee kratnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ^∗ ∈ σ_c[F ], esli ime¸t mesto sootnoxeniØ d^k dλ^k [F (λ)x(λ)] | λ=λ� = 0, k = 0, 1, . . . , t, togda kak d^{t+1} dλ^{t+1} [F (λ)x(λ)] | λ=λ� ≠ 0. Osnovnoe svoæstvo vvedennoæ harakteristiki sostoit v tom, qto vektor x(λ) poroßdaet sovokupnost~ vektorov^1

x_k := 1 k! x^{(k)}_∗ , k = 0, 1, . . . , t, iz otveqa¸weæ λ^∗ ßordanovoæ cepoqki vysoty ne men~xe t + 1, kotorye udovletvorØ¸t sootnoxeniØm ∑_′ k=0 1 k! F^{(k)}_∗ x_{l−k} = 0, l = 0, 1, . . . , t. Esli sistema F_∗z = t+1∑ k=1 1 k! F^{(k)}_∗ x_{t−k+1} = 0

ØvlØetsØ nesovmestimoæ, to vektory x_k, k = 0, 1, . . . , t, obrazu¸t ßordanovu cepoqku vysoty t + 1, otveqa¸wu¸ fflementarnomu delitel¸ (λ − λ^∗)^{t+1} matricy F (λ).

Otmetim vzaimosvØz~ privedennyh ponØtiæ. Otveqa¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ λ^∗ pravyæ poroßda¸wiæ kornevoæ vektor x(λ) vysoty t + 1 ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym

1Zdes~ i dalee ispol~zu¸tsØ oboznaqeniØ vida:

F (k)� := dk dλk F (λ)^fiλ=λ� , x(k)� := dk dλk x(λ)^fiλ=λ� .

REXENIE QASTIQNO` PROBLEMY 165

vektorom, otveqa¸wim sobstvennomu polinomu χ(λ) = (λ−λ^∗)^{t+1}. Obratno, esli λ^∗ ØvlØetsØ nulem kratnosti t sobstvennogo polinoma χ(λ), to sootvetstvu¸wiæ emu pravyæ poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor x(λ) ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim kornevym vektorom vysoty t, otveqa¸wim sobstvennomu znaqeni¸ λ^∗. Ots¸da sleduet, qto l¸boæ sobstvennyæ polinom matricy F (λ) dolßen ØvlØt~sØ delitelem ee minimal~nogo polinoma ε(λ), tak kak kratnosti nuleæ poslednego opredelØ¸t maksimal~nye vysoty sootvetstvu¸wih ßordanovyh cepoqek. V deæstvitel~nosti, sobstvennyæ polinom ØvlØetsØ delitelem odnogo iz invariantnyh polinomov matricy.

Proill¸striruem privedennye ponØtiØ na izvestnyh spektral~nyh harakteristikah (sm. [3]). Pust~ λ^∗, x_∗ – sobstvennoe znaqenie i sootvetstvu¸wiæ emu sobstvennyæ vektor polinomial~noæ matricy F (λ):

F (λ^∗)x_∗ = 0.

Oqevidno, qto polinomial~nyæ vektor u(λ) := F (λ)x_∗ obrawaetsØ v nul~ pri λ = λ^∗, sledovatel~no, on predstavim v vide u(λ) = (λ − λ^∗)z(λ). Togda, imeem F (λ)x_∗ = (λ − λ^∗)z(λ), gde z(λ) – polinomial~nyæ vektor, ne obØzatel~no ØvlØ¸wiæsØ svobodnym. Takim obrazom, postoØnnyæ vektor x_∗ ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy F (λ), otveqa¸wim sobstvennomu polinomu, delitelem kotorogo ØvlØetsØ (λ − λ^∗).

Teper~, pust~ P (λ) i Q(λ) – unimodulØrnye matricy, osuwestvlØ¸wie ffkvivalentnoe preobrazovanie polinomial~noæ m×n matricy F (λ) ranga ρ k kanoniqeskoæ forme Smita

P^{−1}(λ)F (λ)Q(λ) = = E(λ) ≡ blockdiag{ε_1(λ), ε_2(λ), . . . , ε_ρ(λ), O_{m−ρ,n−ρ}}. (2) Zdes~ ε_i(λ), i = 1, 2, . . . , ρ, – invariantnye mnogoqleny matricy F (λ) vida

ε_i(λ) = ki∏ j=1 (λ − λ_{ij})^{tij} , i = 1, 2, . . . , ρ, (3)

166 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

priqem kaßdyæ iz invariantnyh mnogoqlenov ØvlØetsØ delitelem posledu¸wego: ε_i(λ) | ε_{i−1}(λ), i = 2, . . . , ρ. Naibol~xiæ obwiæ delitel~ φ_k(λ) vsevozmoßnyh minorov porØdka k matricy F (λ) raven proizvedeni¸ ∏_k i=1 ε_i(λ). Proizvedenie vseh invariantnyh mnogoqlenov sovpadaet s harakteristiqeskim polinomom: φ(λ) ≡ φ_ρ(λ) = ∏_ρ i=1 ε_i(λ). Polinom ε(λ) ≡ ε_ρ(λ) ØvlØetsØ minimal~nym polinomom matricy F (λ).

Umnoßim obe qasti ravenstva (2) sleva na matricu P (λ) F (λ)Q(λ) = P (λ)E(λ). (4) Togda dlØ stolbcov p_i(λ) i q_i(λ) matric P (λ) i Q(λ) imeem F (λ)q_i(λ) = ε_i(λ)p_i(λ), i = 1, 2, . . . , ρ. Sledovatel~no, esli ε_i(λ) ØvlØetsØ otliqnym ot konstanty polinomom vida (3), to polinomial~nyæ vektor q_i(λ) ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim kornevym vektorom vysoty t_{ij} matricy F (λ), otveqa¸wim fflementarnomu delitel¸ (λ − λ_{ij} )^{tij} , j = 1, . . . , k_i. On takße ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy F (λ), otveqa¸wim sobstvennomu polinomu ε_i(λ), i = 1, 2, . . . , ρ. 2. Postroenie poroßda¸wih vektorov. Privedem algoritmy

postroeniØ poroßda¸wih sobstvennyh vektorov dlØ polinomial~nyh matric polnogo stolbcovogo ranga, v tom qisle, dlØ regulØrnyh polinomial~nyh matric.

2.1. Pervyæ metod postroeniØ poroßda¸wih vektorov osnovan

na ispol~zovanii harakteristiqeskogo polinoma polinomial~- noæ m × n matricy F (λ) polnogo stolbcovogo ranga n. Predlaga- ¸tsØ dva varianta fftogo metoda v zavisimosti ot togo, izvesten ili net ee harakteristiqeskiæ polinom.

Rassmotrim sluqaæ, kogda harakteristiqeskiæ polinom φ(λ) izvesten. Obrazuem polinomial~nu¸ m × (m + n) matricu

Φ(λ) := [φ(λ)I_m F (λ)] (5)

i primenim k neæ algoritm ΔW -1 faktorizacii^2:

Φ(λ)W (λ) = [Δ(λ) O_{mm}], W (λ) = [W_1(λ) W_0(λ)], (6)

2Opisanie metoda sm., naprimer, v [1].

REXENIE QASTIQNO` PROBLEMY 167

gde Δ(λ) – regulØrnaØ matrica porØdka m, W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka (m + n). Predstavim (m + n) × n matricu W_0(λ) v bloqnom vide^3

W_0(λ) ≡ [−S(λ) T (λ)]^B , (7)

gde S(λ) – polinomial~naØ m × n matrica, a T (λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica porØdka n. Togda, iz (6), (5) imeem: F (λ)T (λ) = φ(λ)S(λ), (8) tak qto dlØ stolbcov t_i(λ) i s_i(λ) matric T (λ) i S(λ) vypolnØ- ¸tsØ sootnoxeniØ: F (λ)t_i(λ) = φ(λ)s_i(λ), i = 1, 2, . . . , n. (9) DlØ kaßdoæ pary polinomial~nyh vektorov t_i(λ) i s_i(λ) naædem naibol~xie obwie deliteli (NOD) ih komponent. S fftoæ cel~¸ (sm., naprimer, [1]) k polinomial~noæ 1 × n matrice t^T_i (λ) primenØetsØ algoritm ΔW -1 faktorizacii:

t^T_i (λ)W_i(λ) = [δ_i(λ) 0^T ], (10)

gde δ_i(λ) – iskomyæ NOD komponent vektora t_i(λ), W_i(λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n. Analogiqnym obrazom moßet byt~ naæden NOD γ_i(λ) komponent vektora s_i(λ). V rezul~tate imeem

t_i(λ) = δ_i(λ)ť_i(λ), s_i(λ) = γ_i(λ)š_i(λ), i = 1, 2, . . . , n. (11)

gde vektory ť_i(λ), š_i(λ), i = 1, 2, . . . , n, ØvlØ¸tsØ svobodnymi. PodstavlØØ (11) v (9), poluqaem

F (λ)ť_i(λ) = ψ_i(λ)š_i(λ), i = 1, 2, . . . , n, (12) gde ψ_i(λ) := φ(λ)γ_i(λ)/δ_i(λ), i = 1, 2, . . . , n, ØvlØ¸tsØ, oqevidno, polinomami. Esli polinom ψ_i(λ) otliqen ot konstanty, to vektor ť_i(λ) ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy F (λ), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu ψ_i(λ).

Pokaßem, qto v deæstvitel~nosti, net neobhodimosti nahodit~ γ_i(λ), t.e. NOD komponent vektorov s_i(λ), i = 1, 2, . . . , n,

3Simvol^B oboznaqaet bloqnoe transponirovanie matricy.

168 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

tak kak poslednie uße ØvlØ¸tsØ svobodnymi. Poskol~ku polinom ψ_i(λ) dolßen byt~ delitelem harakteristiqeskogo polinoma φ(λ), to γ_i(λ) dolßen byt~ libo konstantoæ, libo otliqnym ot konstanty delitelem polinoma δ_i(λ). Vo vtorom sluqae polinom γ_i(λ) okazyvaetsØ delitelem vseh komponent stolbca w_{0i}(λ) matricy W_0(λ), qto protivoreqit unimodulØrnosti matricy W (λ).

Takim obrazom, polinomy ψ_i(λ) iz sootnoxeniæ (12) ime¸t vid ψ_i(λ) = φ(λ)/δ_i(λ), i = 1, 2, . . . , n. Polinom ψ_i(λ) otliqaetsØ ot konstanty i ne ØvlØetsØ kratnym φ(λ), esli 0 < deg δ_i(λ) < deg φ(λ). V fftom sluqae neobhodimo vypolnit~ delenie bez ostatka komponent vektora t_i(λ) i polinoma φ(λ) na polinom δ_i(λ), qto moßet byt~ realizovano s pomow~¸ algoritmov, opisannyh v [1]. DlØ rexeniØ pervoæ zadaqi k matrice W_i(λ) iz (10) primenØetsØ algoritm ΔW -1 faktorizacii:

W_i(λ)^W_i(λ) = Δ_i,

gde Δ_i – postoØnnaØ nevyroßdennaØ matrica porØdka n. PervaØ stroka unimodulØrnoæ matricy W^{−1}_i (λ) = ^W_i(λ)Δ^{−1}_i ØvlØetsØ, s toqnost~¸ do operacii transponirovaniØ, iskomym vektorom ť_i(λ). DlØ rexeniØ vtoroæ zadaqi k polinomial~noæ 1×2 matrice [φ(λ)δ_i(λ)] primenØetsØ algoritm ΔW -1 faktorizacii:

[φ(λ) δ_i(λ)]^W^i(λ) = [αδ_i(λ) 0],

gde α – nekotoraØ konstanta. �lement ^w^i_{22}(λ) unimodulØrnoæ matricy ^W^i(λ) vtorogo porØdka, ØvlØetsØ, s toqnost~¸ do konstanty, iskomym polinomom ψ_i(λ).

Rassmotrim sluqaæ, kogda harakteristiqeskiæ polinom φ(λ) matricy F (λ) ne izvesten.

Esli F (λ) ØvlØetsØ regulØrnoæ polinomial~noæ matriceæ porØdka n, to φ(λ) = det F (λ) moßet byt~ vyqislen s pomow~¸ metoda sledov D. K. Faddeeva (sm., naprimer, [1]). V sootvetstvii s fftim metodom, naqinaØ s matricy G_0(λ) := I_n, stroØtsØ posledovatel~nosti matric {F_k(λ)}, {G_k(λ)} i polinomov {θ_k(λ)}, k = 1, 2, . . . , n, po sledu¸wim formulam

F_k(λ) := F (λ)G_{k−1}(λ), θ_k(λ) := 1 k trF_k(λ),

REXENIE QASTIQNO` PROBLEMY 169 HG_k(λ) := F_k(λ) − θ_k(λ)I_n, k = 1, 2, . . . , n. V rezul~tate budut poluqeny harakteristiqeskiæ polinom φ(λ) ≡ θ_n(λ) i polinomial~naØ matrica G(λ) ≡ G_{n−1}(λ), ØvlØ- ¸waØsØ prisoedinennoæ k ishodnoæ matrice F (λ):

F (λ)G(λ) = φ(λ)I_n. (13)

Zametim, qto pri toqnyh vyqisleniØh matrica G_n(λ) = O. �tot fakt moßet byt~ ispol~zovan dlØ ocenki toqnosti vyqisleniæ.

Iz sootnoxeniØ (13) dlØ stolbcov g_i(λ) i e_i matric G(λ) i I_n imeem: F (λ)g_i(λ) = φ(λ)e_i, i = 1, 2, . . . , n. (14) DlØ kaßdogo polinomial~nogo vektora g_i(λ) naædem naibol~xiæ obwiæ delitel~ ego komponent. S fftoæ cel~¸ k polinomial~noæ 1 × n matrice g^T_i (λ) primenØetsØ algoritm ΔW -1 faktorizacii:

g^T_i (λ)W_i(λ) = [δ_i(λ) 0^T ],

gde δ_i(λ) – iskomyæ NOD komponent vektora g_i(λ), W_i(λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n. V rezul~tate imeem

g_i(λ) = δ_i(λ)ǧ_i(λ), i = 1, 2, . . . , n, (15)

gde vektory ǧ_i(λ), i = 1, 2, . . . , n, ØvlØ¸tsØ svobodnymi. PodstavlØØ (15) v (14), poluqaem F (λ)ǧ_i(λ) = ψ_i(λ)e_i, i = 1, 2, . . . , n, (16) gde ψ_i(λ) := φ(λ)/δ_i(λ), i = 1, 2, . . . , n, ØvlØ¸tsØ, oqevidno, polinomami. Esli polinom ψ_i(λ) otliqen ot konstanty, to vektor ǧ_i(λ) ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy F (λ), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu ψ_i(λ). Postroenie vektorov ǧ_i(λ) i polinomov ψ_i(λ) vypolnØetsØ opisannymi vyxe sposobami.

Esli F (λ) ØvlØetsØ m × n matriceæ polnogo stolbcovogo ranga (m > n), to ee harakteristiqeskiæ polinom φ[F ] moßet byt~ vyqislen opisannym vyxe sposobom kak harakteristiqeskiæ polinom φ[Δ] regulØrnoæ matricy Δ(λ) porØdka n, poluqaemoæ v

170 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

rezul~tate primeneniØ k n × m matrice F^H (λ) algoritma ΔW -1 faktorizacii:

F^H (λ)W (λ) = [Δ(λ) 0_{n,m−n}], (17)

gde W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka m. Dalee primenØetsØ pervyæ variant metoda dlØ matricy F (λ).

ZameqaniØ. 1. SootnoxeniØ (12) i (16) moßno zapisat~ v ma-

triqnom vide: F (λ)Ť (λ) = S(λ)Ψ(λ), F (λ)Ǧ(λ) = Ψ(λ), gde Ť (λ) := [ť_1(λ) . . . ť_n(λ)], Ǧ(λ) := [ǧ_1(λ) . . . ǧ_n(λ)],

Ψ(λ) := diag{ψ_1(λ), . . . , ψ_n(λ)}.

Oba sootnoxeniØ analogiqny po forme sootnoxeni¸ (4), poluqaemomu iz kanoniqeskoæ formy Smita (2) dlØ m × n matricy F (λ) pri ρ = n. Pri fftom vmesto unimodulØrnoæ matricy Q(λ) porØdka n imeem sootvetstvenno regulØrnye matricy Ť (λ) ili Ǧ(λ) porØdka n, a vmesto unimodulØrnoæ matricy P (λ) porØdka m imeem m × n matricu polnogo stolbcovogo ranga S(λ) ili I_n.

2. V sootnoxenii (8) m × n matrica S(λ) ne imeet koneqnogo spektra (t.e. ØvlØetsØ podmatriceæ nekotoroæ unimodulØrnoæ matricy porØdka m), a det T (λ) = φ^{n−1}(λ). V qastnosti, S(λ) ØvlØetsØ unimodulØrnoæ matriceæ, esli F (λ) ØvlØetsØ regulØrnoæ matriceæ. Spravedlivost~ poslednego utverßdeniØ vytekaet iz togo fakta, qto stolbcy matricy (7) i matricy [−I_n G(λ)]^B obrazu¸t unimodulØrnye bazisy odnogo i togo ße pravogo nul~- prostranstva matricy (5). Takie matricy dolßny byt~ ffkvivalentnymi sprava. Sledovatel~no, v preobrazovanii, svØzyva¸- wem ffti matricy: [−S(λ) T (λ)]^B = [−I_n G(λ)]^BS(λ), matrica S(λ) ØvlØetsØ unimodulØrnoæ, a det T (λ) = det G(λ) = = φ^{n−1}(λ). Pri m > n bazis pravogo nul~-prostranstva matricy (5) obrazu¸t kak stolbcy matricy (7), tak i stolbcy matricy [−F (λ) φ(λ)I_n]^B, harakteristiqeskiæ polinom kotoroæ raven φ(λ). Togda, ffti matricy svØzany sootnoxeniem

[−F (λ) φ(λ)I_n]^B = [−S(λ) T (λ)]^B P (λ),

REXENIE QASTIQNO` PROBLEMY 171

gde P (λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica porØdka n, priqem det P (λ) = φ(λ). Sledovatel~no, matrica S(λ) ne imeet koneqnogo spektra, a det T (λ) = φ^{n−1}(λ).

3. Koneqnye sobstvennye znaqeniØ matric Ť (λ) i Ǧ(λ), esli oni suwestvu¸t, ØvlØ¸tsØ nulØmi harakteristiqeskogo polinoma φ(λ) matricy F (λ). Deæstvitel~no, esli pri λ = λ^∗ ∑_n i=1 α_i ť_i(λ^∗) = 0, ili ∑_n i=1 α_iǧ_i(λ^∗) = 0, to iz (12), ili (16) sleduet ravenstvo ∑_n i=1 α_iψ_i(λ^∗)s_i(λ^∗) = 0, ili ∑_n i=1 α_iψ_i(λ^∗)e_i = 0, sootvetstvenno. V silu lineænoæ nezavisimosti stolbcov matric S(λ^∗) i I_n, ffto vozmoßno tol~ko, esli α_i = 0, ili ψ_i(λ^∗) = 0, i = 1, . . . , n. Takim obrazom, λ^∗ dolßno ØvlØt~sØ nulem nekotorogo sobstvennogo polinoma matricy F (λ), t.e. nulem ee harakteristiqeskogo polinoma.

4. HotØ by odin iz poluqaemyh polinomov ψ_i(λ) otliqen ot konstanty. Deæstvitel~no, det T (λ) = det G(λ) = φ^{n−1}(λ), i spravedlivost~ utverßdeniØ ØvlØetsØ sledstviem togo, qto NOD δ_i(λ) komponent kaßdogo stolbca matricy T (λ), ili G(λ) obØzan byt~ delitelem φ(λ).

5. Esli F (λ) ØvlØetsØ m × n matriceæ polnogo stolbcovogo ranga (m > n), to ona moßet byt~ predstavlena v vide F (λ) = U (λ) ~F (λ), gde U (λ) – polinomial~naØ m × n matrica, ne ime¸waØ koneqnogo spektra, a ~F (λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica porØdka n. Takoe predstavlenie moßet byt~ poluqeno iz (17), pri ~F (λ) := ΔT (λ), U (λ) := ~W T_1 (λ), gde W −1(λ) = [~W_1(λ)~W_2(λ)]B . Togda, sobstvennyæ polinom χ(λ) i otveqa¸wiæ emu pravyæ poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor x(λ) matricy ~F (λ) ØvlØ¸tsØ takovymi i dlØ matricy F (λ). Deæstvitel~no, iz sootnoxeniØ ~F (λ)x(λ) = χ(λ)z(λ) imeem F (λ)x(λ) = U (λ) ~F (λ)x(λ) = χ(λ)U (λ)z(λ), priqem vektor U (λ)z(λ) ØvlØetsØ svobodnym.

6. Oba varianta metoda dopuska¸t modifikaci¸, svØzannu¸ s zamenoæ harakteristiqeskogo polinoma φ(λ) matricy F (λ) na ee minimal~nyæ polinom ε(λ). Pri fftom v pervom variante metoda matricu (5) sleduet zamenit~ na matricu [ε(λ)I_m F (λ)]. Vo

172 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

vtorom variante sootnoxenie (13) sleduet zamenit~ na sootnoxenie F (λ) ^G(λ) = ε(λ)I_n, gde matrica ^G(λ) poluqaetsØ deleniem vseh fflementov prisoedinennoæ matricy G(λ) na ih NOD. Deæstvitel~no, kaßdyæ fflement prisoedinennoæ matricy G(λ) ØvlØetsØ algebraiqeskim dopolneniem sootvetstvu¸wego fflementa matricy F (λ), t.e. sovpadaet, s toqnost~¸ do znaka, s dopolnitel~nym minorom fftogo fflementa. Sledovatel~no, NOD vseh fflementov matricy G(λ) raven φ_{n−1}(λ). OstaetsØ uqest~, qto ε(λ) = φ(λ)/φ_{n−1}(λ). Dal~neæxie deæstviØ i svoæstva poluqaemyh harakteristik osta¸tsØ preßnimi.

2.2. Vtoroæ metod postroeniØ poroßda¸wih vektorov primenim

tol~ko k regulØrnoæ polinomial~noæ matrice F (λ) porØdka n. Obrazuem (n − 1) × n matricu F_i(λ), vyqerkivaniem iz F (λ) odnoæ stroki s nomerom i (1 6 i 6 n). Primenim k matrice F_i(λ) algoritm ΔW -1 faktorizacii:

F_i(λ)W_i(λ) = [Δ_i(λ) 0], W_i(λ) = [W_{i1}(λ) w_{i0}(λ)],

gde Δ_i(λ) – regulØrnaØ matrica porØdka n − 1, W_i(λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n. Posledniæ stolbec w_{i0}(λ) matricy W_i(λ) ØvlØetsØ pravym polinomial~nym rexeniem matricy F_i(λ):

F_i(λ)w_{i0}(λ) = 0.

Togda polinomial~nyæ vektor

u_i(λ) := F (λ)w_{i0}(λ)

budet imet~ edinstvennu¸ otliqnu¸ ot nulØ komponentu u_{ii}(λ), tak qto F (λ)w_{i0}(λ) = u_{ii}(λ)e_i, gde e_i – stolbec i ediniqnoæ matricy. Sledovatel~no, esli u_{ii}(λ) ne ØvlØetsØ konstantoæ, to vektor w_{i0}(λ) ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy F (λ), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu u_{ii}(λ).

Metod ne vyqislØet poroßda¸wih vektorov, esli vse u_{ii}(λ) ØvlØ¸tsØ konstantami.

REXENIE QASTIQNO` PROBLEMY 173

3. Postroenie sobstvennyh i kornevyh vektorov. Opisannye

vyxe metody pozvolØ¸t poluqat~ nekotorye sovokupnosti pravyh poroßda¸wih sobstvennyh vektorov x_i(λ) polinomial~noæ m × n matricy F (λ), otveqa¸wih ee sobstvennym polinomam χ_i(λ), i = 1, . . . , k: F (λ)x_i(λ) = χ_i(λ)z_i(λ), i = 1, 2, . . . , k. Nuli polinomov^4 χ_i(λ) opredelØ¸t sobstvennye znaqeniØ matricy F (λ), a vyqislennye v nih znaqeniØ vektorov x_i(λ) opredelØ¸t sootvetstvu¸wie im sobstvennye vektory. DlØ kratnyh nuleæ polinomov χ_i(λ) vyqislØ¸tsØ sovokupnosti kornevyh vektorov iz sootvetstvu¸wih ßordanovyh cepoqek. Pri fftom ime- ¸waØsØ informaciØ moßet okazat~sØ kak izbytoqnoæ, tak i nedostatoqnoæ.

Tak, lineæno zavisimymi mogut okazat~sØ znaqeniØ poroßda- ¸wih sobstvennyh vektorov, vyqislennye v obwem nule sootvetstvu¸wih im sobstvennyh polinomov. Sovokupnost~ lineæno nezavisimyh sobstvennyh vektorov moßet byt~ postroena, naprimer, sledu¸wim sposobom.

Pust~, dlØ opredelennosti, λ^∗ ØvlØetsØ nulem pervyh l sobstvennyh polinomov: χ_i(λ^∗) = 0, i = 1, . . . , l. VyqislØ¸tsØ vektory x^∗_i = x_i(λ^∗), i = 1, . . . , l, i formiruetsØ n × l matrica X^∗ := [x^∗_1 . . . x^∗_l ], k kotoroæ primenØetsØ algoritm ΔW -0 faktorizacii (sm., naprimer, [1]):

X^∗W^∗ = [Δ O_{n,l−r}],

gde Δ^∗ – n × r matrica polnogo stolbcovogo ranga (r 6 l), a W^∗ – nevyroßdennaØ matrica porØdka l. Togda stolbcy matricy Δ^∗ ØvlØ¸tsØ iskomymi lineæno nezavisimymi sobstvennymi vektorami matricy F (λ), otveqa¸wimi sobstvennomu znaqeni¸ λ^∗.

Nedostatoqnost~ poluqennoæ informacii svØzana s tem, qto vyqislennye sovokupnosti kornevyh vektorov mogut opredelØt~ ne vs¸ ßordanovu cepoqku, a lix~ naqalo ee. Predloßennye metody sami po sebe ne garantiru¸t rexenie polnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ. Odnako, ona faktiqeski moßet byt~ rexena pri ispol~zovanii procedury isqerpyvaniØ naædennyh spektral~nyh harakteristik.

4Metody vyqisleniØ nuleæ polinomov zdes~ ne obsußda¸tsØ.

174 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

4. Isqerpyvanie sobstvennyh polinomov. Pust~ izvesten

pravyæ poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor x(λ) polinomial~noæ matricy F (λ), udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ (1). Vypolnim dlØ matricy F (λ) isqerpyvanie sobstvennogo polinoma χ(λ), ispol~zuØ algoritm postroeniØ bazisa dopolnitel~nogo podprostranstva (sm. [1]). Primenim algoritm ΔW -1 faktorizacii k 1 × n matrice x^T (λ), ne ime¸weæ spektra:

x^T (λ)W (λ) = [δ 0^T ], W (λ) = [w_1(λ) W_0(λ)],

gde δ – otliqnaØ ot nulØ konstanta, W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n, a w_1(λ) – ee pervyæ stolbec. Dalee, primenim algoritm ΔW -1 faktorizacii k (n − 1) × n matrice W^T_0 (λ), ne ime¸weæ koneqnogo spektra:

W^T_0 (λ)^W (λ) = [ ^Δ 0], ^W )(λ) = [^W_1(λ) ^w_0(λ)],

gde ^Δ – postoØnnaØ nevyroßdennaØ matrica porØdka n−1, ^W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n, posledniæ stolbec ^w_0(λ) kotoroæ otliqaetsØ, oqevidno, ot vektora x(λ) tol~ko postoØnnym mnoßitelem: ^w_0(λ) = αx(λ) (α ≠ 0). Togda, uqityvaØ (1), imeem ^F (λ) := F (λ)^W (λ) = [F (λ)^W_1(λ) αχ(λ)z(λ)]. (18) Teper~ isqerpyvanie sobstvennogo polinoma χ(λ) dostigaetsØ umnoßeniem matricy (18) na racional~nu¸ matricu R(λ) := blockdiag{I_{n−1}χ^{−1}(λ)}:

~F (λ) := ^F (λ)R(λ) = [F (λ)^W_1(λ) αz(λ)]. (19)

Legko ubedit~sØ v tom, qto koneqnye sobstvennye znaqeniØ matricy ~F (λ) sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy F (λ), za iskl¸qeniem isqerpannyh nuleæ polinoma χ(λ). Esli χ(λ) imeet kratnye nuli, to, v zavisimosti ot svoæstv x(λ) kak pravogo poroßda¸wego kornevogo vektora, isqerpyvaetsØ libo ves~ sootvetstvu¸wiæ fflementarnyæ delitel~, libo delitel~ sootvetstvu¸weæ stepeni. V terminah kanoniqeskoæ formy Smita isqerpyvaetsØ libo ves~ sootvetstvu¸wiæ invariantnyæ polinom, libo ego delitel~. Pri fftom, oqevidno, ukazannye koneqnye sobstvennye znaqeniØ isqerpyva¸tsØ v beskoneqnu¸ toqku kompleksnoæ ploskosti (sm. o podobnom isqerpyvanii v [2]). Zametim, qto opisannyæ sposob isqerpyvaniØ ffkvivalenten faktorizacii matricy F (λ). Deæstvitel~no, iz (18),

REXENIE QASTIQNO` PROBLEMY 175

(19) imeem F (λ) = ~F (λ)R^{−1}(λ)^W^{−1}(λ) = ~F (λ)blockdiag{I_{n−1}, χ(λ)}^W^{−1}(λ). DlØ povtornogo primenenie k matrice ~F (λ) pervogo metoda, qtoby opredelit~ ee harakteristiqeskiæ polinom ~φ(λ), neobhodimo vypolnit~ delenie bez ostatka harakteristiqeskogo polinoma φ(λ) matricy F (λ) na vse naædennye i isqerpannye sobstvennye polinomy.

Takim obrazom, cikliqeskoe opredelenie sobstvennyh polinomov i otveqa¸wih im poroßda¸wih sobstvennyh vektorov (pervyæ metod garantiruet opredelenie, po kraæneæ mere, odnoæ takoæ pary), a zatem isqerpyvanie naædennyh harakteristik pozvolØet faktiqeski rexat~ polnu¸ problemu sobstvennyh znaqeniæ, s toqnost~¸ do vozmoßnyh “razryvov” fflementarnyh deliteleæ i sootvetstvu¸wih ßordanovyh cepoqek vektorov i neobhodimosti perevyqisleniØ vektornyh harakteristik. Esli na pervom xage (ili na kakom libo posledu¸wem xage) poluqennyæ sobstvennyæ polinom sovpadaet s harakteristiqeskim polinomom tekuweæ matricy, to ffto oznaqaet, qto naæden ee minimal~nyæ polinom, ØvlØ¸wiæsØ edinstvennym invariantnym delitelem. V fftom sluqae sootvetstvu¸wiæ poroßda¸wiæ vektor poroßdaet vse sobstvennye vektory, a dlØ kratnyh nuleæ – vse ßordanovy cepoqki vektorov matricy.

5. Obwie zameqaniØ. Analogiqno vvodØtsØ levye vektornye

harakteristiki polinomial~noæ matricy (levyæ poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor i levyæ poroßda¸wiæ kornevoæ vektor) i ustanavliva¸tsØ ih svoæstva. Oqevidnym obrazom modificiru- ¸tsØ privedennye vyxe metody postroeniØ poroßda¸wih vektorov polinomial~nyh matric polnogo stroqnogo ranga i isqerpyvaniØ sootvetstvu¸wih spektral~nyh harakteristik.

Opisannye metody moßno ispol~zovat~ i v sluqae, kogda polinomial~naØ m × n matrica F (λ) imeet rang ρ < min{m, n}. DlØ fftogo sleduet predvaritel~no primerit~ k neæ algoritm ΔW -1 faktorizacii:

F (λ)W (λ) = [Δ(λ) O_{m,n−ρ}], W (λ) = [W_1(λ) W_0(λ)],

gde Δ(λ) – matrica polnogo stolbcovogo ranga ρ, W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n, podmatrica W_1(λ) kotoroæ imeet

176 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

razmery n×ρ. Dalee k matrice Δ(λ) primenØetsØ odin iz metodov postroeniØ pravyh poroßda¸wih vektorov. Esli x(λ) ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy Δ(λ), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu χ(λ): Δ(λ)x(λ) = χ(λ)z(λ), to vektor ~x(λ) := W_1(λ)x(λ) ØvlØetsØ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom matricy F (λ), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu χ(λ): F (λ)~x(λ) = χ(λ)z(λ). Vse opredeleniØ i metody mogut byt~ obobweny na sluqaæ dvuhparametriqeskih polinomial~nyh matric, spektr kotoryh zavisit tol~ko ot odnogo iz parametrov. OpredeleniØ i svoæstva poroßda¸wih vektorov mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy sm. v [4]. Opisanie ΔW -2 algoritma i ego svoæstva sm. v [1].

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. Zap. nauqn. semin. POMI, 238 (1998), 3–330.

2. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Isqerpyvanie v spektral~nyh zadaqah dlØ puqkov matric. Vyqislitel~nye processy i sistemy, Nauka, M. (1987), 138–147.

3. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah λ-matric. Zap. nauqn. semin.

LOMI, 111 (1981), 195–217.

4. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 165–186.

Kublanovskaya V. N., Khazanov V. B. To the solution of partial eigenproblems for polynomial matrices.

Methods for computing scalar and vector spectral characteristics of a polynomial

matrix are proposed. These methods are based on determining the so-called generating

vectors (eigenvectors and principal vectors) by using the rank-factorization method

for polynomial matrices. The possibility of extending the methods to the case of two-

parameter polynomial matrices is indicated.

Postupilo 23 ØnvarØ 2002 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ morskoæ tehniqeskiæ universitet