Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

V. B. Hazanov

O NEKOTORYH SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV PODPROSTRANSTV NAD POLEM RACIONAL^NYH FUNKCI` MNOGIH PEREMENNYH 1. Ob¨ektom issledovaniØ ØvlØ¸tsØ polinomial~nye i racio-

nal~nye vektory i matricy, komponenty i fflementy ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno skalØrnymi polinomami i racional~nymi funkciØmi ot neskol~kih peremennyh λ_1, λ_2, . . . , λ_q nad polem kompleksnyh qisel C . V dal~neæxem ffti peremennye budem nazyvat~ parametrami i dlØ kratnosti zapisyvat~ ih v vide mul~- tiparametra ˘ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_q). Takim obrazom, fiksirovannyæ nabor znaqeniæ parametrov λ�_1, λ�_2, . . . , λ�_q moßet rassmatrivat~sØ kak toqka ˘� = (λ�_1, λ�_2, . . . , λ�_q ) q-mernogo affinnogo prostranstva

C^q ._{Budem rassmatrivat~ n-mernoe racional~noe vektornoe pro-}

stranstvo C^n (˘), opredelennoe nad polem C(˘). Komponenty l¸bogo mnogoparametriqeskogo racional~nogo vektora r(˘) ∈

C^n (˘) predstavlØ¸t soboæ racional~nye funkcii ot mul~tipa-

rametra ˘ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_q):

r(˘) = [f1(˘)/g1(˘), f2(˘)/g2(˘), . . . , fn(˘)/gn(˘)]^T ,

gde f_i(˘), g_i(˘), i = 1, . . . , n – polinomy ot mul~tiparametra ˘. Osnovnoæ interes budet predstavlØt~ modul~ C^n [˘] iz mnogoparametriqeskih polinomial~nyh vektorov x(˘), t.e. vektorov, komponenty kotoryh ØvlØ¸tsØ polinomami ot mul~tiparametra

˘:_{x(} ˘) =^∑_k akλ^{k1}_1 λ^{k2}_2 . . . λ^{kq}_q .

Zdes~ a_k ∈ C^n – vektornyæ kofffficient, mul~tiindeks k = (k_1, k_2, . . . , k_q) kotorogo opredelØetsØ sootvetstvu¸wimi po-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 02-01-00059). 177

178 V. B. HAZANOV

kazatelØmi stepeneæ parametrov λ_1, λ_2, . . . , λ_q. Stepen~ qlena polinomial~nogo vektora opredelØetsØ kak summa fftih pokazateleæ: δ_k := k_1 + k_2 + . . . + k_q, a stepen~ polinomial~nogo vektora (po sovokupnosti vseh parametrov) opredelØetsØ kak naivysxaØ iz stepeneæ ego qlenov: s = deg x := max δ_k. Drugimi slovami, stepen~ polinomial~nogo vektora opredelØetsØ kak naivysxaØ stepen~ ego komponent.

Oqevidno, qto polinomial~nye vektory, prinadleßawie modul¸ C^n [˘], prinadleßat takße prostranstvu C^n (˘) i qto na nih rasprostranØ¸tsØ praktiqeski vse opredeleniØ i svoæstva vektornogo prostranstva. Iskl¸qenie sostavlØet svoæstvo o vozmoßnosti predstavleniØ odnogo iz sovokupnosti lineæno zavisimyh vektorov v vide lineænoæ kombinacii ostal~nyh, qto stanovitsØ vozmoßnym v sluqae ispol~zovaniØ racional~nyh kofffficientov.

Bazisom racional~nogo vektornogo prostranstva C^n (˘) ØvlØetsØ sovokupnost~ lineæno nezavisimyh racional~nyh vektorov takih, qto l¸boæ racional~nyæ vektor r(˘) ∈ C^n (˘) predstavim v vide lineænoæ kombinacii fftih vektorov:

r(˘) =^{n∑}_{i=1} ai(˘)ei(˘).

Zdes~ e_i(˘) ∈ C^n(˘), bazisnye vektory, qislo kotoryh, oqevidno, sovpadaet s razmernost~¸ prostranstva C^n(˘), a α_i(˘) ∈ C(˘), i = 1, . . . , n, – racional~nye koordinaty vektora r(˘) otnositel~no vybrannogo bazisa. AnalogiqnaØ situaciØ imeet mesto i dlØ l¸bogo podprostranstva M ⊂ C^n (˘). Esli racional~nye vektory e_i(˘) ∈ C^n (˘), i = 1, . . . , m, (m < n) obrazu¸t bazis podprostranstva M razmernosti m, to l¸boæ racional~nyæ vektor

r(˘) ∈ M predstavim v vide:

r(˘) =^{m∑}_{i=1} ai)(˘)ei(˘),

s racional~nymi koordinatami α_i(˘) ∈ C (˘), i = 1, . . . , m.

Osobyæ interes predstavlØ¸t polinomial~nye bazisy prostranstv i podprostranstv. Takie bazisy vsegda suwestvu¸t. Deæstvitel~no, ot l¸bogo bazisa, obrazovannogo racional~nymi vektorami, moßno pereæti k polinomial~nomu bazisu. DlØ

O SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV 179

fftogo dostatoqno dlØ kaßdogo bazisnogo vektora naæti naimen~- xee obwee kratnoe (NOK) znamenateleæ ego komponent i umnoßit~ vektor na ffto NOK. Oqevidno, qto pri razloßenii polinomial~nogo vektora x(˘) ∈ M po nekotoromu polinomial~nomu bazisu e_i(˘) ∈ C^n [˘], i = 1, . . . , m, podprostranstva M:

x(˘) =^{m∑}_{i=1} ai(˘)ei(˘),

koordinaty ego ØvlØ¸tsØ, v obwem sluqae, racional~nymi: α_i(˘) ∈ C (˘), i = 1, . . . , m.

Matricy, stolbcy kotoryh obrazu¸t bazis nekotorogo podprostranstva budem nazyvat~ bazisnymi. Svoæstva mnogoparametriqeskih racional~nyh i polinomial~nyh bazisov issledu- ¸tsØ niße kak svoæstva sootvetstvu¸wih bazisnyh matric.

2. Rassmatriva¸tsØ mnogoparametriqeskie polinomial~nye i

racional~nye matricy razmerov m×n. KvadratnaØ (m = n) mnogoparametriqeskaØ matrica A(˘) nazyvaetsØ regulØrnoæ, esli ee opredelitel~ ne raven toßdestvenno nul¸: det A(˘) ≢ 0. V protivnom sluqae, kogda libo m ≠ n, libo pri m = n, det A(˘) ≡ 0, m × n matrica A(˘) nazyvaetsØ singulØrnoæ. Oboznaqim qerez ρ := rankA(˘) normal~nyæ rang matricy A(˘), t.e. maksimal~nyæ porØdok ee minora, otliqnogo ot toßdestvennogo nulØ. Oqevidno, qto ρ 6 min{m, n}: v regulØrnom sluqae ρ = m = n, a v singulØrnom sluqae ρ < min{m, n}.

MnogoparametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica F (˘), fflementy f_{ij}(˘) kotoroæ ØvlØ¸tsØ polinomami ot mul~tiparametra ˘ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_q), moßet byt~ zapisana v vide

F (˘) =^∑_k Akλ^{k1}_1 λ^{k2}_2 . . . λ^{kq}_q ,

gde A_k – postoØnnyæ matriqnyæ kofffficient razmerov m × n, mul~tiindeks k = (k_1, k_2, . . . , k_q) kotorogo opredelØetsØ sootvetstvu¸wimi pokazatelØmi stepeneæ parametrov λ_1, λ_2, . . . , λ_q. Stepen~ polinomial~noæ matricy (po sovokupnosti vseh parametrov) opredelØetsØ tak ße, kak stepen~ polinomial~nogo vektora.

RegulØrnaØ polinomial~naØ matrica F (˘) ØvlØetsØ obratimoæ nad C [˘], esli suwestvuet obratnaØ k neæ polinomi-

180 V. B. HAZANOV

al~naØ matrica F �^1(˘). TakaØ matrica nazyvaetsØ unimodulØrnoæ. Oqevidno, qto opredelitel~ unimodulØrnoæ matricy det F (˘) = α ∈ C \ {0}.

Spektral~nye zadaqi dlØ mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (˘) svØzany s zadaqeæ nahoßdeniØ netrivial~nyh rexeniæ uravneniæ

F (˘)x = 0, x ∈ C^n \ {0}, (1)

y^H F (˘) = 0^H , y ∈ C^m \ {0}, (2)

otnositel~no neizvestnyh vektorov x i y i usloviæ ih suwestvovaniØ. Netrivial~nye rexeniØ uravneniæ (1) i (2) mogut byt~ dvuh tipov.

1. Racional~nye (ili polinomial~nye) vektory x(˘) i y(˘), udovletvorØ¸wie uravneniØm (1) i (2) pri l¸byh znaqeniØh mul~tiparametra ˘ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_q):

F (˘)x(˘) = 0, x(˘) ≠ 0,

y^H (˘)F (˘) = 0^H , y(˘) ≠ 0.

Sovokupnosti vektorov {x(˘)} i {y(˘)} obrazu¸t sootvetstvenno pravoe N_c[F ] := N_c(˘) ≡ ker F (˘) i levoe N_r [F ] := N_r (˘) ≡ F^H (˘) nul~-prostranstva matricy F (˘). Polinomial~nye vektory x(˘) ∈ N_c(˘) i y(˘) ∈ N_r (˘) nazyva¸tsØ sootvetstvenno pravym i levym polinomial~nymi rexeniØmi matricy F (˘). S uqetom skazannogo vyxe, moßno formirovat~ bazisy fftih nul~- prostranstv iz polinomial~nyh rexeniæ: x_i(˘), i = 1, . . . , u, i y_i(˘), i = 1, . . . , v (u := n − ρ ≡ dim N_c[F ] i v := m − ρ ≡ N_r [F ]).

2. Otveqa¸wie toqke ˘� = (λ�_1, λ�_2, . . . , λ�_q ) vektory x� i y�, kotorye udovletvorØ¸t uravneniØm (1) i (2) pri fiksirovannom znaqenii mul~tiparametra ˘ = ˘�:

F (˘�)x� = 0, x� ∉ Nc(˘�), y�H_{F (}˘�_{) = 0}H_{, y}�_{∉ Nr(}˘�_{).}

Zdes~ N_c(˘�) ⊂ C^n i N_r (˘�) ⊂ C^n – podprostranstva, ØvlØ¸wiesØ lineænymi oboloqkami vyqislennyh pri ˘ = ˘� znaqeniæ bazisnyh polinomial~nyh vektorov x_i(˘�), i = 1, . . . , u, i y_i(˘�), i = 1, . . . , v, sootvetstvenno^1. Sovokupnost~ takih toqek ˘� ∈ C^q ,

1Zametim, qto Nc(˘^�), v obwem sluqae, otliqaetsØ ot nul~-prostranstva

Nc[F^�] := ker F (˘^�).

O SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV 181

budem nazyvat~ koneqnym spektrom mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (˘), a vektory x� i y� – sootvetstvu¸- wimi im pravym i levym sobstvennymi vektorami.

Oqevidno, qto dlØ suwestvovaniØ pravyh i levyh polinomial~nyh rexeniæ neobhodimo vypolnenie neravenstv ρ < n i ρ < m, sootvetstvenno. Neobhodimym i dostatoqnym usloviem suwestvovaniØ sobstvennyh vektorov x� i y�, ne prinadleßawih sootvetstvenno N_c(˘�) i N_r (˘�), ØvlØetsØ vypolnenie neravenstva ρ� < ρ, gde ρ� := rankF (˘�). Deæstvitel~no, esli ρ� = ρ, to l¸bye rexeniØ uravneniæ (1) i (2) prinadleßat sootvetstvenno podprostranstvam N_c(˘�) i N_r (˘�). Dadim drugoe, bolee polnoe, opredelenie koneqnogo spektra mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (˘) i sootvetstvu¸wih vektornyh harakteristik.

Opredelenie 1. Koneqnyæ spektr σc[F ] mnogoparametriqeskoæ

polinomial~noæ matricy F (˘) razmerov m×n ranga ρ opredelØetsØ kak geometriqeskoæ mesto toqek ˘� = (λ�_1, λ�_2, . . . , λ�_q), koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t sisteme nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ F ( i_1, i_2, . . . , i_p j_1, j_2, . . . , j_ρ ) = 0, 1 6 i1 < i2 < . . . < iρ 6 m 1 6 j1 < j2 < . . . < jρ 6 n^{. (3)} Levye qasti uravneniæ sistemy (3) predstavlØ¸t soboæ vsevozmoßnye minory porØdka ρ matricy F (˘) razmerov m × n, tak qto sistema (3) sostoit iz N = C^ρ_mC^ρ_n uravneniæ. Takim obrazom, koneqnyæ spektr σ_c[F ] q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (˘) predstavlØet soboæ sovokupnost~ (q − k)-mernyh rexeniæ, 1 6 k 6 min{N, q} q-mernogo affinnogo prostranstva

C^q . �ti rexeniØ budem nazyvat~ (q − k)-mernymi sobstvennymi

znaqeniØmi matricy F (˘). Pri k = 1 (q − 1)-mernoe sobstvennoe znaqenie budem takße nazyvat~ sobstvennym polinomom matricy F (˘). Takim obrazom, l¸boæ otliqnyæ ot konstanty obwiæ delitel~ minorov iz (3) ØvlØetsØ sobstvennym polinomom matricy F (˘).

Kratnost~ toqek ˘� ∈ σ_c[F ] kak nuleæ sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ (3) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom.

Opredelenie 2. Toqki ˘^� ∈ σc[F ] mnogoparametriqeskoæ polino-

mial~noæ matricy F (˘) razmerov m × n ranga ρ imeet analiti-

182 V. B. HAZANOV qesku¸ kratnost~ r + 1, esli v fftoæ toqke obrawa¸tsØ v nul~ polnye differencialy vplot~ do porØdka r levyh qasteæ uravneniæ sistemy (3), i hotØ by dlØ odnogo uravneniØ znaqenie differenciala porØdka r + 1 v fftoæ toqke otliqno ot nulØ. Koneqnyæ spektr matricy F (˘) budem nazyvat~ polnym, esli pri fftom uqityvaetsØ kratnost~ vseh ego toqek.

Legko ubedit~sØ v tom, qto vse opredeleniØ i ponØtiØ, privedennye dlØ mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric, pri qisle parametrov q = 1 sovpada¸t s klassiqeskimi opredeleniØmi i ponØtiØmi dlØ odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric (sm., naprimer, [3]).

Rassmotrim predstavlenie polinomial~noæ m × n matricy

F (˘) ranga ρ v vide:

F (˘) = F1(˘)F2(˘), (4)

gde F_1(˘) i F_2(˘) – polinomial~nye matricy razmerov m × l i l×n ranga ρ_1 i ρ_2, sootvetstvenno. Predstavlenie (4) budem nazyvat~ polinomial~noæ rangovoæ faktorizacieæ matricy F (˘), esli l = ρ, t.e., esli matricy F_1(˘) i F_2(˘) ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno matricami polnogo stolbcovogo i stroqnogo ranga.

Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ [4].

Lemma 1. Pust~ mnogoparametriqeskaØ polinomial~naØ m × n

matrica F (˘) ranga ρ predstavlena v vide (4) proizvedeniØ matric F_1(˘) i F_2(˘) razmerov m × l i l × n ranga ρ_1 i ρ_2 sootvetstvenno. Togda polnyæ koneqnyæ spektr matricy F (˘):

(i) soderßit v sebe polnyæ koneqnyæ spektr matricy GF_i(˘), esli ee rang ρ_i = ρ;

(ii) soderßit v sebe ob¨edinenie polnyh koneqnyh spektrov matric F_1(˘) i F_2(˘), esli ρ_1 = ρ_2 = ρ;

(iii) sovpadaet s polnym koneqnym spektrom matricy F_i(˘) za iskl¸qeniem, byt~ moßet, dopolnitel~nyh toqek koneqnogo spektra matricy F_j(˘) (j ≠ i), esli matrica F_j (˘) ØvlØetsØ regulØrnoæ;

(iv) sostoit iz ob¨edineniØ polnyh koneqnyh spektrov matric F_1(˘) i F_2(˘), esli oni ØvlØ¸tsØ regulØrnymi (t.e. pri m = n = l = ρ = ρ_1 = ρ_2);

(v) sovpadaet s polnym koneqnym spektrom matricy F_i(˘), esli matrica F_j(˘), j ≠ i, ØvlØetsØ unimodulØrnoæ.

O SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV 183

Lemma 2. Esli m × n matrica F (˘) ØvlØetsØ singulØrnoæ i ee

rang ρ < min{m, n}, to ona moßet byt~ predstavlena v vide

a(˘)F (˘) = F1(˘)F2(˘), (5)

gde F_1(˘) i F_2(˘) – matricy polnogo stolbcovogo i stroqnogo ranga razmerov m × ρ i ρ × n, sootvetstvenno, a α(˘) – nekotoryæ polinom. Pri fftom pravoe i levoe nul~-prostranstva matricy

F (˘) sovpada¸t sootvetstvenno s pravym nul~-prostranstvom

matricy F_2(˘) i levym nul~-prostranstvom matricy F_1(˘).

Deæstvitel~no, esli ρ < n, to matrica F (˘) imeet pravoe nul~-prostranstvo N_c(˘) razmernosti n−ρ. Togda suwestvuet nekotoraØ regulØrnaØ racional~naØ matrica E(λ) = [E_1(λ) E_2(λ)] porØdka n, n×(n−ρ) podmatrica E_0(˘) kotoroæ ØvlØetsØ bazisnoæ matriceæ, otveqa¸weæ N_c(˘), tak qto vypolnØetsØ ravenstvo

F (˘)[E1(˘) E0(˘)] = [R1(˘) Om,n�ρ], (6)

gde R_1(˘) – racional~naØ m × ρ matrica polnogo stolbcovogo ranga. OboznaqaØ E�^1(˘) ≡ P (˘) ≡ [P_1(˘) P_0(˘)], gde P_1(˘) – racional~naØ matrica razmerov ρ × n, imeem iz (6)

F (˘) = R1(˘)P1(˘). (7)

PredstavlØØ racional~nye matricy P_1(˘) i R_1(˘) v vide

P_1(˘) = β�^1(˘)F_1(˘), R_1(˘) = γ�^1(˘)F_2(˘),

gde F_1(˘) i F_2(˘) – polinomial~nye matricy sootvetstvu¸wih razmerov, poluqaem iz (7) predstavlenie (5), gde

α(˘) := β(˘)γ(˘).

Esli polinomial~naØ matrica F (˘) ØvlØetsØ regulØrnoæ, to ee koneqnyæ spektr opredelØetsØ edinstvennym determinantnym uravneniem

φ(˘) := det F (˘) = 0,

levu¸ qast~ kotorogo φ(˘) budem nazyvat~ harakteristiqeskim polinomom matricy F (˘), tak qto σ_c[F ] = {φ(˘) = 0}. Takim obrazom, koneqnyæ spektr regulØrnoæ polinomial~noæ matricy sostoit tol~ko iz (q − 1)-mernyh rexeniæ, opredelØemyh delitelØmi harakteristiqeskogo polinoma, t.e. harakterizuetsØ tol~- ko sobstvennymi polinomami.

184 V. B. HAZANOV

Iz vyxeskazannogo sleduet, qto pri q > 1 tol~ko singulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica pri k > 1 moßet imet~ (q − k)-mernye sobstvennye znaqeniØ. Pofftomu sovokupnost~ (q − 1)-mernyh sobstvennyh znaqeniæ polinomial~noæ matricy F (˘), t.e. sovokupnost~ ee sobstvennyh polinomov, budem nazyvat~ regulØrnoæ qast~¸ koneqnogo spektra i oboznaqat~ ee σ_{cr}[F ], a sovokupnost~ (q − k)-mernyh sobstvennyh znaqeniæ pri k > 1 budem nazyvat~ singulØrnoæ qast~¸ koneqnogo spektra i oboznaqat~ ee σ_{cs}[F ]. Takim obrazom, σ_c[F ] = σ_{cr}[F ] ∪ σ_{cs}[F ].

Spravedlivost~ ispol~zovaniØ nazvaniØ singulØrnogo spektra dlØ sovokupnosti (q − k)-mernyh sobstvennyh znaqeniæ singulØrnoæ matricy pri k > 1 podtverßdaetsØ sledu¸wim svoæstvom polinomial~nyh bazisov ee nul~-prostranstv [3].

Teorema. Pust~ X(˘) i Y (˘) – n × (n − ρ) i m × (m − ρ) polinomi-

al~nye bazisnye matricy, otveqa¸wie sootvetstvenno pravomu N_c[F ] i levomu N_r [F ] nul~ prostranstvam m × n polinomial~noæ matricy F (˘) ranga ρ:

F (˘)X(˘) = Om,n�ρ, Y^H (˘)F (˘) = Om�ρ,n.

Togda singulØrnaØ qast~ polnogo koneqnogo spektra matricy F (˘) sostoit iz ob¨edineniØ singulØrnyh qasteæ polnyh koneqnyh spektrov matric X(˘) i Y (˘).

Privedem zdes~ bolee prostoe dokazatel~stvo teoremy. Vnaqale otmetim svØz~ “dopolnitel~nyh” minorov kvadratnoæ matricy i prisoedinennoæ k neæ matricy.

Pust~ F matrica porØdka n, fflementy kotoroæ f_{ij} , i, j = 1, . . . , n, ØvlØ¸tsØ skalØrnymi veliqinami proizvol~noæ prirody. �lementy g_{ij}, i, j = 1, . . . , n, prisoedinennoæ k neæ matricy G opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

g_{ij} = (−1)^{i+j} F ( 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n 1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n ) , i, j = 1, . . . , n, (8) tak qto imeet mesto ravenstvo F G = GF = φI_n, gde φ := det F . Iz svoæstv associirovannyh matric [1] sleduet sootnoxenie dlØ “dopolnitel~nyh” minorov matric F i G: G ( i_1, . . . , i_m j_1, . . . , j_m ) = (−1)^{σij} φ^m�^1F ( k_1, . . . , k_n�_m l_1, . . . , l_n�_m ) , (9)

O SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV 185 gde {i_1, . . . , i_m} ∪ {l_1, . . . , l_n�_m} = {1, . . . , n}, {j_1, . . . , j_m} ∪ {k_1, . . . , k_n�_m} = {1, . . . , n}, 1 6 m 6 n − 1. Pokazatel~ stepeni σ_{ij} := ∑_m s=1(i_s + j_s) moßet byt~ zamenen na σ_{kl} :=

∑_n�_m r=l (k_r +l_r ). Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda F (˘) ØvlØetsØ matriceæ polnogo stroqnogo ranga razmerov ρ×n. Dopolnim ee nekotorym obrazom do regulØrnoæ polinomial~noæ matricy^2 ~F (˘) := [F (˘) F_0(˘)]B porØdka n. Prisoedinennu¸ k neæ polinomial~nu¸ matricu G(˘) predstavim v vide ~G(˘) := [G(˘) G_0(˘)], gde G_0(˘) – polinomial~naØ matrica razmerov n × (n − ρ). Togda imeem

~F (˘) ~G(˘) = [F (˘) F_0(˘)]^B [G(˘) G_0(˘)] = φ(˘)I_n, (10)

gde φ(˘) := det ~F (˘). Iz (10) sleduet, qto stolbcy matricy G_0(˘) obrazu¸t polinomial~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy F (˘) : F (˘)G_0(˘) = O_{ρ,n}�_ρ. Iz (9) sleduet, qto kaßdyæ minor porØdka ρ matricy F (˘), obrazovannyæ fflementami ee stolbcov i_1, . . . , i_ρ, (1 6 i_1, . . . , i_ρ 6 n) raven, s toqnost~¸ do mnoßitelØ (−1)^{σij} φ^n�^ρ�^1(˘), gde σ_{ij} := ∑_ρ s=1(s + i_s), minoru porØdka n − ρ matricy G_0(˘), obrazovannomu vyqerkivaniem ee strok i_1, . . . , i_ρ. Takim obrazom, levye qasti sistem vida (3), kotorye opredelØ¸t koneqnye spektry matric F (˘) i G_0(˘), otliqa¸tsØ tol~ko obwim mnoßitelem φ^n�^ρ�^1(˘) i, vozmoßno, znakom. Sledovatel~no, koneqnye singulØrnye qasti ih spektrov sovpada¸t. Oqevidno, qto ffto budet vypolnØt~sØ i dlØ l¸boæ drugoæ bazisnoæ matricy pravogo nul~-prostranstva matricy F (˘) polnogo stroqnogo ranga.

Analogiqnym obrazom, prihodim k vyvodu o tom, qto sovpada¸t koneqnye singulØrnye qasti spektrov matricy F (˘) polnogo stolbcovogo ranga i bazisnoæ matricy ee levogo nul~- prostranstva.

V obwem sluqae m × n matrica F (˘) ranga ρ predstavima v vide (5). Togda iz lemm 1 i 2 sleduet, qto σ_c[F_1] ∪ σ_c[F_2] = σ_c[F ] ∪ {α^ρ(˘) = 0} i qto N_c[F ] = N_c[F_2], N_r [F ] = N_r[F_l]. Takim obrazom, prihodim k vyvodu, qto koneqnyæ singulØrnyæ spektr

2Simvol B oboznaqaet bloqnoe transponirovanie matricy.

186 V. B. HAZANOV

polinomial~noæ matricy F (˘) sovpadaet s ob¨edineniem koneqnyh singulØrnyh qasteæ spektrov bazisnyh matric, otveqa¸wih ee nul~-prostranstvom: σ_{cs}[F ] = σ_{cs+}[F ] ∪ σ_{cs}�[F ], σ_{cs}[X] ≡ σ_{cs+}[F ], σ_{cs}[Y ] ≡ σ_{cs}�[F ]. Suwestvovanie singulØrnoæ qasti spektra polinomial~noæ matricy privodit k suwestvennomu usloßneni¸ ponØtiØ geometriqeskoæ kratnosti toqki ee koneqnogo spektra. V kontekste dannoæ raboty fftot aspekt mnogoparametriqeskoæ spektral~noæ zadaqi ne rassmatrivaetsØ.

DlØ regulØrnyh spektral~nyh harakteristik polinomial~- noæ matricy F (˘) vvoditsØ sledu¸wee obobwa¸wee ponØtie.

Opredelenie 3. Svobodnyæ polinomial~nyæ vektor x(˘) budem

nazyvat~ pravym poroßda¸wim sobstvennym vektorom polinomial~noæ matricy F (˘), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu

χ(˘), esli imeet mesto sootnoxenie F (˘)x(˘) = χ(˘)z(˘),

gde polinomial~nyæ vektor z(˘) ≢ 0, i vyqislennoe v l¸bom nule

˘� ∉ σcs[x] polinoma χ(˘) znaqenie x(˘�), otliqnoe ot nulØ, ØvlØ-

etsØ pravym sobstvennym vektorom matricy F (˘), otveqa¸wim fftoæ toqke ˘�.

PonØtie svobodnogo vektora privoditsØ niße, a svoæstva poroßda¸wih sobstvennyh vektorov rassmatriva¸tsØ v [5].

3. Pust~ ei(˘) ∈ C^n [˘], i = 1, . . . , m – polinomial~nyæ bazis ne-

kotorogo podprostranstva mnogoparametriqeskih racional~nyh vektorov M ⊂ C^n (˘). Sformiruem iz bazisnyh vektorov e_i(˘), i = 1, . . . , m, bazisnu¸ polinomial~nu¸ n × m matricu

E(˘) := [e1(˘) e2(˘) . . . em(˘)]. (11)

V obwem sluqae, ffta matrica polnogo stolbcovogo ranga moßet imet~ singulØrnyæ spektr. Estestvenno bylo by oßidat~, qto v l¸bom podprostranstve M ⊂ C^n(˘) suwestvuet svobodnyæ polinomial~nyæ bazis e_i(˘), i = 1, . . . , m, t.e. takoæ bazis, qto sootvetstvu¸waØ bazisnaØ polinomial~naØ matrica (11) ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra. DlØ odnomernyh podprostranstv, bazis kotoryh sostoit iz odnogo vektora ffto deæstvitel~no imeet mesto. DlØ poluqeniØ svobodnogo bazisnogo

O SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV 187

vektora dostatoqno naæti naibol~xiæ obwiæ delitel~ (NOD) komponent ishodnogo bazisnogo vektora i razdelit~ vektor na fftot NOD. Pri m = n svobodnyæ bazis takße suwestvuet: v kaqestve bazisnoæ matricy moßno vzØt~ I_n. Sledu¸wiæ primer oprovergaet spravedlivost~ vyxeizloßennogo predpoloßeniØ pri 1 < m < n.

Primer. Rassmotrim trehparametriqesku¸ 1 × 3 matricu F (λ, μ, ν) = [λ μ ν] (12) ranga 1, koneqnyæ spektr kotoroæ sostoit tol~ko iz singulØrnoæ qasti s edinstvennym nul~-mernym sobstvennym znaqeniem: σ_c[F ] = σ_{cs}[F ] = {(0, 0, 0)}. Razmernost~ pravogo nul~- prostranstva N_c[F ] := N_c(λ, μ, ν) ≡ ker F (λ, μ, ν) matricy F (λ, μ, ν) ravna dvum. Legko ubedit~sØ v tom, qto sledu¸wie matricy ØvlØ¸tsØ bazisnymi matricami fftogo nul~-prostranstva: E_1(λ, μ, ν) = μ ν −λ 0 0−λ , E_2(λ, μ, ν) = −μ 0 λ ν 0−μ ,

E_3(λ, μ, ν) = −ν 0 0−ν λ μ . Vse ffti matricy ime¸t odnu i tu ße singulØrnu¸ qast~ koneqnyh spektrov σ_{cs}[E_i] = {(0, 0, 0)}, i = 1, 2, 3, sovpada¸wu¸ s σ_{cs}[F ], i razliqa¸wiesØ regulØrnye qasti koneqnyh spektrov:

σ_{cr}[E_1] = {λ = 0}, σ_{cr}[E_2] = {μ = 0}, σ_{cr}[E_3] = {ν = 0}.

Matricy E_i(λ, μ, ν), i = 1, 2, 3, svØzany meßdu soboæ sootnoxeni- Ømi vida E_i(λ, μ, ν)G_{ij}(λ, μ, ν) = E_j(λ, μ, ν), i, j = 1, 2, 3, gde, naprimer, G_{12}(λ, μ, ν) = [ 1 0 0 μ ] , G_{21}(λ, μ, ν) = [ −1−ν 0 λ ] ,

G_{23}(λ, μ, ν) = [ 0−ν −1−λ ] , G_{32}(λ, μ, ν) = [ 0 μ 1 0 ] .

188 V. B. HAZANOV

Pokaßem, qto nevozmoßno postroit~ svobodnyæ polinomial~- nyæ bazis rassmatrivaemogo nul~-prostranstva. Dokazatel~- stvo osuwestvim ot protivnogo. Predpoloßim, qto takoæ bazis suwestvuet. Oboznaqim sootvetstvu¸wu¸ emu bazisnu¸ matricu qerez E(λ, μ, ν): E(λ, μ, ν) = e_{11} e_{12} e_{21} e_{22} e_{31} e_{32} . Togda kaßdaØ iz matric E_i(λ, μ, ν), i = 1, 2, 3, svØzana s matriceæ E(λ, μ, ν) sootnoxeniem vida: E_i(λ, μ, ν) = E(λ, μ, ν)H_i(λ, μ, ν), i = 1, 2, 3, (13) priqem (v sootvetstvii s lemmoæ 1) koneqnyæ spektr kaßdoæ regulØrnoæ matricy H_i(λ, μ, ν) sovpadaet s regulØrnoæ qast~¸ koneqnogo spektra sootvetstvu¸weæ matricy E_i(λ, μ, ν), i = 1, 2, 3. Rassmotrim, dlØ opredelennosti, sluqaæ i = 1, tak qto σ_{cr}[H_1] = = σ_{cr}[E_1] = {λ = 0}. Oboznaqim qerez K(λ, μ, ν): K(λ, μ, ν) = [ k_{11} k_{12} k_{21} k_{22} ]

matricu, prisoedinennu¸ k matrice H_1(λ, μ, ν), tak qto imeet mesto sootnoxenie: H_1(λ, μ, ν)K(λ, μ, ν) = K(λ, μ, ν)H_1(λ, μ, ν) = λI. (14) Sledovatel~no, koneqnyæ spektr regulØrnoæ matricy K(λ, μ, ν) opredelØetsØ harakteristiqeskim polinomom det K(λ, μ, ν) = λ. (15) Iz (13) i (14) poluqaem sootnoxenie E_1(λ, μ, ν)K(λ, μ, ν) = λE(λ, μ, ν). (16) Vid vtoroæ i tret~eæ strok matricy E_1(λ, μ, ν) avtomatiqeski obespeqivaet vozmoßnost~ vyneseniØ obwego mnoßitelØ λ v pravoæ qasti (16). Dalee, proizvedenie pervoæ stroki matricy E_1(λ, μ, ν) [μ ν] (17)

O SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV 189

na kaßdyæ iz stolbcov matricy K(λ, μ, ν) dolßno dat~ libo otliqnyæ ot toßdestvennogo nulØ polinom, kratnyæ λ, libo qislo 0. UqityvaØ to, qto fflementy stroki (17) ne zavisØt ot λ, pervyæ rezul~tat moßno poluqit~ tol~ko, esli sootvetstvu¸wiæ stolbec j regulØrnoæ matricy K(λ, μ, ν) ØvlØetsØ kratnym λ, t.e. esli oba fflementa stolbca, ili hotØ by odin fflement (ravenstvo vtorogo iz fflementov nul¸ dopustimo) kratny λ: [ λ^k_{1j} λ^k_{2j} ] . Vtoroæ rezul~tat dostigaetsØ tol~ko, esli stolbec matricy K(λ, μ, ν) proporcionalen pravomu polinomial~nomu rexeni¸ matricy-stroki (17): [ −ν μ ] . (18)

Tak kak matrica K(λ, μ, ν) ØvlØetsØ regulØrnoæ, a ee opredelitel~ (15) raven λ, to dlØ stolbcov matricy K(λ, μ, ν) vozmoßna tol~ko smexannaØ situaciØ, kogda odin iz nih ØvlØetsØ kratnym λ, a vtoroæ – proporcionalen stolbcu (18). Togda, s toqnost~¸ do otliqnogo ot nulØ mnoßitelØ α, imeem sledu¸wee vyraßenie opredelitelØ K(λ, μ, ν): det K(λ, μ, ν) = α(μ^k_{1j} + ν^k_{2j}), (19) gde j – nomer stolbca matricy K(λ, μ, ν), ØvlØ¸wegosØ kratnym λ. Ostalos~ otmetit~ oqevidnyæ fakt: ni pri kakih usloviØh posledniæ somnoßitel~ (μ^k_{1j} + ν^k_{2j}) v (19) ne moßet byt~ raven otliqnoæ ot nulØ konstante. Takim obrazom, my prixli k protivoreqi¸ s predpoloßeniem o suwestvovanii svobodnogo bazisa pravogo nul~-prostranstva trehparametriqeskoæ matricy F (λ, μ, ν) vida (12). Sledovatel~no, spravedlivo sledu¸wee.

Utverßdenie. Ne v l¸bom mnogoparametriqeskom racional~nom

vektornom podprostranstve suwestvuet svobodnyæ polinomial~- nyæ bazis.

4. Zadaqa postroeniØ svodnogo bazisa podprostranstva ffkviva-

lentna zadaqe “isqerpyvaniØ” regulØrnogo spektra u singulØrnoæ matricy F (˘) polnogo stolbcovogo ranga, t.e. predstavleniØ ee v vide (4), gde matrica polnogo stolbcovogo ranga F_1(˘) ne

190 V. B. HAZANOV

imeet regulØrnogo spektra, a koneqnyæ spektr regulØrnoæ matricy F_2(˘) sovpadaet s koneqnym regulØrnym spektrom ishodnoæ matricy F (˘). Pri fftom stolbcy matricy F_1(˘) obrazu¸t svobodnyæ bazis podprostranstva, ØvlØ¸wegosØ lineænoæ oboloqkoæ stolbcov ishodnoæ matricy F (˘).

Analiz svoæstv poroßda¸wih vektorov mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy pozvolØet sdelat~ sledu¸wiæ vyvod: isqerpyvanie sobstvennogo polinoma polinomial~noæ matricy ne vozmoßno, esli sootvetstvu¸wiæ emu poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor, imeet koneqnyæ singulØrnyæ spektr. �to svØzano s tem, qto nevozmoßno dopolnit~ takoæ vektor do unimodulØrnoæ polinomial~noæ matricy. Moßno sdelat~ sledu¸wie predpoloßeniØ.

Gipoteza. Isqerpyvanie sobstvennogo polinoma polinomial~-

noæ matricy vozmoßno, esli sootvetstvu¸wiæ emu poroßda- ¸wiæ sobstvennyæ vektor, ne imeet koneqnogo singulØrnogo spektra. Isqerpyvanie regulØrnogo spektra u matricy polnogo stolbcovogo (stroqnogo) ranga vozmoßno, esli ona ne imeet levogo (pravogo) singulØrnogo spektra.

V rabote [2] byl predloßen metod postroeniØ nesokratimoæ faktorizacii mnogoparametriqeskoæ racional~noæ matricy, v osnove kotorogo leßit postroenie svobodnogo bazisa pravogo nul~-prostranstva dlØ nekotoroæ polinomial~noæ matricy. Takim obrazom, vyxeustanovlennyæ fakt privodit k vyvodu o tom, qto ne dlØ l¸boæ racional~noæ matricy vozmoßno postroenie sootvetstvu¸weæ nesokratimoæ faktorizacii. V qastnosti, ispol~zuØ matricu (12) iz rassmotrennogo vyxe primera, moßno sdelat~ vyvod o tom, qto racional~naØ matrica

R((λ, μ, ν) = λ�^1[μ ν] (20)

ne moßet byt~ predstavlena v vide pravoæ nesokratimoæ faktorizacii. Zametim, qto samo predstavlenie (20) matricy R(λ, μ, ν) ØvlØetsØ ee levoæ nesokratimoæ faktorizacieæ. Oqevidno, qto rassmatrivaemaØ zadaqa takße svØzana s zadaqeæ isqerpyvaniØ regulØrnogo spektra.

Literatura

1. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M., 1967.

O SVO`STVAH POLINOMIAL^NYH BAZISOV 191

2. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Nesokratimye faktorizacii q-pa-rametriqeskih racional~nyh matric. Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 147–164.

3. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah λ-matric. Zap. nauqn. semin.

LOMI, 111 (1981), 195–217.

4. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 284–321.

5. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 165–186.

Khazanov V. B. On some properties of polynomial bases of subspaces over the field of rational functions in several variables.

Spaces of multiparameter rational vectors, i.e., of vectors whose components are rational functions in several variables, and polynomial bases of their subspaces are considered. The conjecture that any subspace in the space of multiparameter rational vectors possesses a “free” polynomial basis, i.e., a basis for which the associated basis multiparameter polynomial matrix has no finite regular spectrum, is refuted on an example. Some consequences of this fact are indicated. Simpler proofs of some properties of singular spectra of the basis polynomial matrices corresponding to the null-spaces of a singular polynomial matrix are presented.

Postupilo 23 ØnvarØ 2002 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ morskoæ tehniqeskiæ universitet