Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

M. N. ˚kovlev

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` U SISTEMY n DIFFERENCIAL^NYH URAVNENI` PERVOGO POR˚DKA

Dokazyva¸tsØ teoremy razreximosti kraevoæ zadaqi dlØ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ

u^′_i = f_i(t, u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n), 0 < t < 1 (1)

s dvuhtoqeqnymi kraevymi usloviØmi

u_i(0) = Δ_iu_i(1) (i = 1, . . . , n). (2)

Ustanovleny usloviØ (teoremy 3 i 5), obespeqiva¸wie suwestvovanie 2^n rexeniæ zadaqi (1), (2).

V zakl¸qitel~noæ qasti privodØtsØ sootvetstvu¸wie teoremy suwestvovaniØ 1-periodiqeskih rexeniæ, t.e. rexeniæ, udovletvorØ¸wih usloviØm u_i(t + 1) = u_i(t) (i = 1, . . . , n), −∞ < t < +∞, (3) dlØ sistemy n differencial~nyh uravneniæ s otklonØ¸wimsØ argumentom.

Teorema 1. Pust~ 1. β_i ∈ {−1, 1} (i = 1, . . . , n); 2. funkcii a_i(t) (i = 1, . . . , n) summiruemy na otrezke [0, 1], i verny neravenstva 1∫ 0 a_i(t)dt > 0 (i = 1, . . . , n); (4) 3. neotricatel~nye funkcii h_i(t, z_1, . . . , z_{i−1}) ¿ 0 (i = 1, . . . , n) ne ubyva¸t po vsem z_1, . . . , z_{i−1} i udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, 0 6 z_k < +∞ (k = 1, . . . , i − 1); 247

248 M. N. ˚KOVLEV 4. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_k < +∞ (k = 1, . . . , n);

5. verny neravenstva β_if_i(t, u_1, . . . , u_n) sign u_i ¿ a_i(t)|u_i| − h_i(t, |u_1|, . . . , |u_{i−1}|) (i = 1, . . . , n) (5)

pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_k < +∞ (k = 1, . . . , n);

6. posledovatel~nost~ neotricatel~nyh qisel q_k (k = 1, . . . , n) udovletvorØet sootnoxeniØm

q_i ¿ max_06_t6_1 1∫ 0 |g_i(t, s)|h_i(s, q_1, . . . , q_{i−1})ds (i = 1, . . . , n), (6) gde

g_i(t, s) = v_i(t) [1−|Δ_i|v_i(1)]v_i(s) , 0 6 s < t 6 1,

|Δ_i|v_i(t)v_i(1) [1−|Δ_i|v_i(1)]v_i(s) , 0 6 t < s 6 1,

(i = 1, . . . , n) (7) i v_i(s) = exp [ β_i s∫ 0 a_i(t)dt ] (i = 1, . . . , n); 7. verny neravenstva exp [ − 1∫ 0 a_i(t)at ] < |Δ_i| < exp

[^1∫ 0 a_i(t)at ] (i = 1, . . . , n). (8) Togda kraevaØ zadaqa (1), (2) imeet po kraæneæ mere odno rexenie u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)} takoe, qto |u_i(t)| 6 q_i (i = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1.

Dokazatel~stvo. NarØdu s kraevoæ zadaqeæ (1), (2) rassmotrim

λ-semeæstvo (0 6 λ 6 1) kraevyh zadaq β_i du_i dt − a_i(t)u_i = λ [ β_if_i(t, u_1, . . . , u_n) − a_i(t)u_i ] ,

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` 249 0 < t < 1 (i = 1, . . . , n), (9) u_i(0) = Δ_iu_i(1) (i = 1, . . . , n).

UmnoßaØ kaßdoe iz uravneniæ (9) na sign u_i i uqityvaØ neravenstva (5), poluqim β_i d|u_i| dt − a_i(t)|u_i| ¿ −h_i ( t, |u_1|, . . . , |u_{i−1}| ) , 0 < t < 1 (i = 1, . . . , n), (10) |u_i(0)| = |Δ_i| |u_i(1)| (i = 1, . . . , n), (11) i pofftomu |u_i(t, λ)| 6 1∫ 0 |g_i(t, s)|h_i(s, q_1, . . . , q_{i−1})ds 6 q_i, 0 6 t 6 1, 0 6 λ 6 1 (i = 1, . . . , n). (12)

DlØ dokazatel~stva razreximosti zadaqi (9), (2) rassmotrim preobrazovanie prostranstva vektor-funkciæ c_n([0, 1]) v sebØ, opredelØemoe sootnoxeniØmi z = λΦ(w), gde komponenty vektora Φ(w) opredelØ¸tsØ ravenstvami

Φ_i(w)(t) = 1∫ 0 K_i(t, s) [ f_i(s, w_1(s), . . . , w_n(s)) − a_i(s)w_i(s) ] ds, 0 6 t 6 1 (i = 1, . . . , n).

Zdes~ K_i(t, s) = v_i(t) [1−Δ_i v_i(1)]v_i(s) , 0 6 s < t 6 1,

Δ_i v_i(1)v_i(t) [1−Δ_i v_i(1)]v_i(s) , 0 6 t < s 6 1, (i = 1, . . . , n) Operator Φ(w) vpolne nepreryven kak operator iz c_n([0, 1]) v c_n([0, 1]). Pofftomu, uqityvaØ neravenstva (12), po teoreme o nepodvißnoæ toqke (sm., naprimer, [1], s. 231–232) zakl¸qaem, qto kraevaØ zadaqa (1), (2) imeet rexenie u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)}, udovletvorØ¸wee neravenstvam |u_i(t)| 6 q_i, (i = 1, . . . , n).

250 M. N. ˚KOVLEV

Teorema 2. Pust~

1. β_i ∈ {−1, 1}, γ_i ∈ {0, 1}, δ_i ∈ {0, 1}, γ_i + δ_i = 1 (i = 1, . . . , n), Δ_i > 0 (i = 1, . . . , n);

2. funkcii a_i(t) (i = 1, . . . , n) summiruemy na otrezke [0, 1], i verny neravenstva 1∫ 0 a_i(t)dt > 0 (i = 1, . . . , n); 3. neotricatel~nye funkcii h_i(t, z_1, . . . , z_{i−1}) ¿ 0 (i = 1, . . . , n) ne ubyva¸t po vsem z_1, . . . , z_{i−1} i udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, 0 6 z_k < +∞ (k = 1, . . . , i − 1);

4. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0 (k = 1, . . . , n);

5. verny neravenstva β_if_i(t, u_1, . . . , u_n) sign u_i ¿ a_i(t)|u_i| − h_i(t, |u_1|, . . . , |u_{i−1}|) (i = 1, . . . , n) (13)

pri 0 6 t 6 1, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0 (k = 1, . . . , n); 6. vypolnØ¸tsØ usloviØ 6 i 7 teoremy 1; 7. verny neravenstva γ_iβ_if_i(t, u_1, . . . , u_{i−1}, 0, u_{i+1}, . . . , u_n) 6 0 (i = 1, . . . , n), (14) δ_iβ_if_i(t, u_1, . . . , u_{i−1}, 0, u_{i+1}, . . . , u_n) ¿ 0 (i = 1, . . . , n) (15) pri 0 6 t 6 1, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0 (k = 1, . . . , n).

Togda suwestvuet po kraæneæ mere odno rexenie u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)} kraevoæ zadaqi (1), (2) takoe, qto γ_ku_k(t) ¿ 0, δ_ku_k(t) 6 0, |u_k(t)| 6 q_k, 0 6 t 6 1 (k = 1, . . . , n).

Dokazatel~stvo. NarØdu s kraevoæ zadaqeæ (1), (2) rassmotrim

λ-semeæstvo (0 6 λ 6 1) kraevyh zadaq

β_iu^′_i − a_i(t)u_i = λ [ β_if_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) − a_i(t)⟨ u_i ⟩ ] (i = 1, . . . , n), 0 < t < 1, (16) u_i(0) = Δ_iu_i(1) (i = 1, . . . , n). (2)

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` 251 Zdes~ ⟨ u_k(t) ⟩ = = { max{0, u_k(t)} pri γ_k = 1, 0 6 t 6 1

min {0, u_k(t)} pri δ_k = 1, 0 6 t 6 1 k = 1, . . . , n. (17) L¸boe rexenie u(t, λ) = {u_1(t, λ), . . . , u_n(t, λ)} λ-semeæstva kraevyh zadaq (16), (2) udovletvorØet neravenstvam γ_ku_k(t, λ) ¿ 0, δ_ku_k(t, λ) 6 0 (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1. V samom dele, pust~ pri nekotorom k suwestvuet t^∗, 0 6 t^∗ 6 1, takoe, qto γ_ku_k(t^∗, λ) < 0.

Rassmotrim snaqala sluqaæ β_k = 1. Pust~ t^∗ = 0. Togda u_k(t, λ) < 0 pri 0 6 t < t_0. Poskol~ku ⟨ u_k(t, λ) ⟩ = 0 pri 0 6 t < t_0, imeem

u_k(t_0, λ) = u_k(0, λ) exp [^t0∫ 0 a_k(τ )dτ ] +

+λ t0∫ 0 f_k ( τ, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{k−1} ⟩, 0, ⟨ u_{k+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) ×

× exp [^t0∫ τ a_k(s)ds ] dτ < 0. Takim obrazom u_k(t, λ) < 0 pri vseh 0 6 t 6 1. Esli t^∗ = 1, to, poskol~ku u_k(0, λ) = Δ_ku_k(1, λ) < 0, opØt~ poluqaem u_k(t, λ) < 0 pri vseh 0 6 t 6 1. Esli 0 < t^∗ < 1, to u_k(t, λ) < 0 pri t^∗ 6 t < t_1 i, povtorØØ privedennye vyxe rassußdeniØ, poluqim snaqala u_k(t, λ) < 0 pri t^∗ 6 t 6 1. Zatem, uqityvaØ ravenstvo u_k(0, λ) = Δ_ku_k(1, λ) < 0, vernemsØ k sluqa¸ t^∗ = 0. No togda

u_k(1, λ) = u_k(0, λ) exp

[^1∫ 0 a_k(s)ds ] +

+λ 1∫ 0 f_k ( τ, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{k−1} ⟩, 0, ⟨ u_{k+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) ×

× exp

[^1∫ τ a_k(s)ds ] dτ 6 uk(0, λ) exp^[ 1∫ 0 a_k(s)ds ] .

252 M. N. ˚KOVLEV UqityvaØ kraevoe uslovie u_k(0, λ) = Δ_ku_k(1, λ), poluqaem

0 6 uk(0, λ)^[ exp^[ 1∫ 0 a_k(s)ds ] − 1 Δ_k ] .

Poskol~ku u_k(0, λ) < 0, poluqaem Δ_k 6 exp [ − 1∫ 0 a_k(s)ds ] , qto protivoreqit neravenstvu (8). V sluqae β_k = −1 rassußdeniØ naqinaem s t^∗ = 1. Sluqaæ neravenstv δ_iu_i(t, λ) 6 0 rassmatrivaetsØ analogiqno. V silu dokazannyh takim obrazom neravenstv γ_iu_i(t, λ) ¿ 0, δ_iu_i(t, λ) 6 0 rexenie kraevoæ zadaqi (16), (2) ØvlØetsØ rexeniem kraevoæ zadaqi β_iu^′_i = λβ_if_i(t, u_1, . . . , u_n) + (1 − λ)a_i(t)u_i u_i(0) = Δ_iu_i(1),

i, kak i pri dokazatel~stve teoremy 1, poluqaem ocenku rexeniæ |u_i(t, λ)| 6 q_i (i = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1, 0 < λ < 1. OstaetsØ primenit~ teoremu o nepodvißnoæ toqke k preobrazovani¸ z = λΦ(⟨ w ⟩) v prostranstve c_n([0, 1]).

Teorema 3. Pust~

1. α_i ∈ {−1, 1}, Δ_i > 0 (i = 1, . . . , n); 2. vypolneny usloviØ 2, 3, 4, 6, 7 teoremy 1; 3. verny neravenstva α_if_i(t, u_1, . . . , u_n) ¿ a_i(t)|u_i|−h_i(t, |u_1|, . . . , |u_{i−1}|) (i = 1, . . . , n), (18) α_if_i(t, u_1, . . . , u_{i−1}, 0, u_{i+1}, . . . , u_n) < 0 (i = 1, . . . , n) (19) pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_k < +∞ (k = 1, . . . , n).

Togda suwestvuet po kraæneæ mere 2^n rexeniæ kraevoæ zadaqi (1), (2). Pri fftom komponenty vseh fftih rexeniæ udovletvorØ¸t neravenstvam |u_k(t)| 6 q_k (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1, i dlØ kaßdogo iz 2^n kvadrantov vewestvennogo n-mernogo prostranstva R^n suwestvuet po kraæneæ mere odno rexenie, vse znaqeniØ kotorogo prinadleßat fftomu kvadrantu.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim nekotoryæ kvadrant n-mernogo

vewestvennogo prostranstva R^n s fflementami u = {u_1, . . . , u_n}.

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` 253 Esli v rassmatrivaemom kvadrante komponenta u_k ¿ 0, poloßim γ_k = 1, δ_k = 0. Esli ße komponenta u_k 6 0, poloßim δ_k = 1, γ_k = 0. Dalee, poloßim β_i = α_i (γ_i − δ_i) (i = 1, . . . , n). Togda γ_iβ_i = α_i, δ_iβ_i = −α_i, β_i sign u_i = α_i (i = 1, . . . , n). Tem samym vypolneny vse usloviØ teoremy 2, i, sledovatel~no, suwestvuet rexenie kraevoæ zadaqi (1), (2), udovletvorØ¸wee neravenstvam γ_ku_k(t) ¿ 0, δ_ku_k(t) 6 0, t.e. so znaqeniØmi v rassmatrivaemom kvadrante. Takim obrazom, suwestvuet rexenie, znaqeniØ kotorogo prinadleßat rassmatrivaemomu kvadrantu i ne prinadleßat sosednim kvadrantam. Poskol~ku rassmatrivaetsØ l¸boæ kvadrant, suwestvuet po kraæneæ mere 2^n razliqnyh rexeniæ.

Teorema 4. Pust~

1. β_i ∈ {−1, 1}, Δ_i > 0 (i = 1, . . . , n); 2. vektor-funkcii A(t) = {A_1(t), . . . , A_n(t)} i

B(t) = {B_1(t), . . . , B_n(t)} opredeleny i absol¸tno nepreryvny pri 0 6 t 6 1 i A_i(t) 6 B_i(t) (i = 1, . . . , n);

3. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) opredeleny i udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, A_k(t) 6 u_k 6 B_k(t) (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1;

4. dlØ l¸boæ absol¸tno nepreryvnoæ vektor-funkcii u(t) = = {u_1(t), . . . , u_n(t)}, ⟨ u_k(t) ⟩ = min { B_k(t), max{u_k(t), A_k(t)} } , 0 6 t 6 1, (k = 1, . . . , n); (20)

5. verny neravenstva β_i { A^′_i − f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, A_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ )} 6 0, (21) β_i { B^′_i(t) − f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, B_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ )} ¿ 0, (22) β_i { A_i(0) − Δ_iA_i(1)

} 6 0, (23) β_i { B_i(0) − Δ_iB_i(1)

} ¿ 0, (24)

(i = 1, . . . , n) pri 0 < t < 1.

Togda kraevaØ zadaqa (1), (2) imeet rexenie u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)} takoe, qto A_k(t) 6 u_k(t) 6 B_k(t) (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ poloßitel~noe qislo w > 0 takovo, qto 1 exp w

< Δ_i < exp w (i = 1, . . . , n). (25)

254 M. N. ˚KOVLEV NarØdu s zadaqeæ (1), (2) rassmotrim kraevu¸ zadaqu

β_iu^′_i + wu_i = β_if_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) + w⟨ u_i ⟩, 0 < t < 1, (26) u_i(0) = Δ_iu_i(1) (i = 1, . . . , n). (27)

KraevaØ zadaqa (26), (27), oqevidno, razrexima. Pokaßem, qto l¸boe rexenie kraevoæ zadaqi (26), (27) udovletvorØet neravenstvam A_i(t) 6 u_i(t) 6 B_i(t), 0 6 t 6 1, (i = 1, . . . , n). Tem samym l¸boe rexenie kraevoæ zadaqi (26), (27) ØvlØetsØ rexeniem kraevoæ zadaqi (1), (2). Dopustim protivnoe. Pust~, naprimer, pri nekotorom k suwestvuet t^∗, 0 6 t^∗ 6 1, takoe qto A_k(t^∗) > u_k(t^∗). Pust~ snaqala β_k = −1. Pri t^∗ = 0 imeem A_k(t) > u_k(t), 0 6 t < t_0. Iz uravneniØ (26), uqityvaØ, qto ⟨ u_k(t) ⟩ = A_k(t) pri 0 6 t < t_0, poluqim u^′_k(t) − wu_k(t) = f_k ( t, ⟨ u_1(t) ⟩, . . . , ⟨ u_{k−1}(t) ⟩, A_k(t), ⟨ u_{k+1}(t) ⟩, . . . , ⟨ u_n(t) ⟩ ) − wA_k(t), 0 6 t < t_0. (28)

SkladyvaØ poluqennoe ravenstvo (28) s neravenstvom (21), poluqim u^′_k(t) − A^′_k(t) − w [ u_k(t) − A_k(t) ] 6 0, 0 6 t < t0, i u_k(t_0) − A_k(t_0) 6 [ u_k(0) − A_k(0) ] exp[wt_0] < 0.

Takim obrazom u_k(t) − A_k(t) < 0 pri vseh 0 6 t 6 1 i pofftomu

u_k(1) − A_k(1) 6 [u_k(0) − A_k(0)] exp w.

Ots¸da, ispol~zuØ kraevoe uslovie (27) i neravenstva (23), poluqim

0 6 [uk(0) − Ak(0)]^[ exp w −^1_{Δk}^],

qto nevozmoßno, poskol~ku Δ_k >^1_{exp w} v silu neravenstv (25). Tem samym neravenstvo u_k(0) − A_k(0) < 0 nevozmoßno.

Pust~ teper~ t^∗ = 1. Togda, uqityvaØ kraevye usloviØ (27) i neravenstva (23), poluqaem

u_k(0) − A_k(0) 6 Δ_k[u_k(1) − A_k(1)] (29)

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` 255 i opØt~ u_k(t) − A_k(t) < 0 pri vseh 0 6 t 6 1, qto, kak pokazano vyxe, privodit k protivoreqi¸. Esli 0 < t^∗ < 1, to u_k(t) − A_k(t) < 0 pri t^∗ 6 t < t_1, i, povtorØØ rassußdeniØ, privedennye vyxe dlØ sluqaØ t^∗ = 0, poluqaem snaqala, qto u_k(t) − A_k(t) < 0 pri t^∗ 6 t 6 1. Zatem, ispol~zuØ neravenstvo (29), vozvrawaemsØ k sluqa¸ t^∗ = 0. Takim obrazom, neravenstvo A_k(t) 6 u_k(t) pri

0 6 t 6 1 dokazano v sluqae βk = −1.

V sluqae β_k = 1 naqinaem s t^∗ = 1. Itak, u_k(1) < A_k(1). Sledovatel~no, u_k(t) < A_k(t) pri 1 ¿ t > t_2, i pofftomu ⟨ u_k(t) ⟩ = A_k(t) pri 1 ¿ t > t_2. Togda iz uravneniæ (26) i neravenstv (21) poluqaem u_k(t_2) − A_k(t_2) 6 [ u_k(1) − A_k(1) ] exp[w(1 − t_2)].

Takim obrazom, u_k(t) − A_k(t) < 0 pri vseh 0 6 t 6 1, i

u_k(0) − A_k(0) 6 [ u_k(1) − A_k(1) ] exp w. (30)

UqityvaØ kraevye usloviØ (27) i neravenstva (23), iz neravenstva (30) poluqaem neravenstvo

0 6^[uk(1) − Ak(1)^{][} exp w − Δk^]. (31)

Tak kak iz neravenstv (25) sleduet, qto exp w − Δ_k > 0, neravenstvo (31) nevozmoßno. Takim obrazom nevozmoßno i neravenstvo u_k(1) − A_k(1) < 0. Sluqaæ t^∗ = 0 svoditsØ k sluqa¸ t^∗ = 1, esli uqest~ neravenstvo

u_k(0) − A_k(0) ¿ Δ_k [ u_k(1) − A_k(1) ] , (32)

sledu¸wee iz kraevyh usloviæ (27) i neravenstv (23). RassußdeniØ dlØ sluqaØ 0 < t^∗ < 1 analogiqny rassußdeniØm pri β_k = −1. Takim obrazom neravenstva A_k(t) 6 u_k(t) dokazany pri vseh 0 6 t 6 1 i vseh k (k = 1, . . . , n).

DlØ dokazatel~stva neravenstv u_k(t) 6 B_k(t) (k = 1, . . . , n) pri

0 6 t 6 1 postupaem analogiqno. Teorema 5. Pust~

1. α_i ∈ {−1, 1}, Δ_i > 0 (i = 1, . . . , n); 2. vektor-funkcii q(t) = {q_1(t), . . . , q_n(t)} i

M (t) = {M_1(t), . . . , M_n(t)} absol¸tno nepreryvny i udovletvorØ¸t neravenstvam q_k(t) < 0 < M_k(t) (k = 1, . . . , n) pri

0 6 t 6 1;

256 M. N. ˚KOVLEV 3. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) opredeleny i udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, q_k(t) 6 u_k 6 M_k(t) (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1;

4. dlØ l¸boæ nepreryvnoæ vektor-funkcii u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)}

⟨ u_k(t) ⟩ = min { M_k(t), max{u_k(t), q_k(t)} } (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1; (33)

5. verny neravenstva α_i { M^′_i (t)−f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, M_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ )}¿ 0, (34) α_i { q^′_i(t) − f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, q_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ )} ¿ 0, (35) α_i { M_i(0) − Δ_iM_i(1)

} ¿ 0, (36) α_i { q_i(0) − Δ_iq_i(1)

} ¿ 0, (37) α_if_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, 0, ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) > 0 (38) (i = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1. Togda suwestvuet po kraæneæ mere 2^n rexeniæ kraevoæ zadaqi (1), (2). Pri fftom komponenty vseh rexeniæ u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)} udovletvorØ¸t neravenstvam q_k(t) 6 u_k(t) 6 M_k(t) (k = 1, . . . , n),

0 6 t 6 1, i dlØ kaßdogo kvadranta prostranstva R^n suwestvuet

rexenie u(t), znaqeniØ kotorogo prinadleßat fftomu kvadrantu pri 0 6 t 6 1.

Dokazatel~stvo. IshodØ iz vektor-funkcii M (t) postroim 2^n

razliqnyh vektor-funkcii toæ ße razmernosti sledu¸wim obrazom. Snaqala rassmotrim dve odnomernye vektor-funkcii {M_1(t)} i {0}. Pust~, dalee, uße postroeny 2^{n−1} razliqnyh (n − 1)-mernyh vektor-funkciæ. Togda po kaßdoæ iz fftih razliqnyh (n − 1)-mernyh vektor-funkciæ postroim dve n-mernye vektor-funkcii, dobaviv v kaqestve n-oæ komponenty v pervom sluqae M_n(t), a vo vtorom sluqae 0. Voz~mem odnu iz tak postroennyh razliqnyh 2^n vektor-funkciæ v kaqestve vektor-funkcii B(t). V kaqestve parnoæ k neæ vektor-funkcii voz~mem vektorfunkci¸, komponenty kotoroæ opredelØ¸tsØ sledu¸wim obra- zom A_k(t) = { q_k(t), esli B_k(t) = 0,

0, esli B_k(t) = M_k(t) (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1. (39)

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` 257 Dalee, poloßim

β_i = { α_i, esli A_i(t) = 0,

−α_i, esli A_i(t) = q_i(t).

(40)

Togda dlØ kaßdoæ iz tak postroennyh razliqnyh 2^n par vektorfunkciæ A(t) i B(t) vypolneny vse usloviØ teoremy 4. Takim obrazom, dlØ kaßdoæ iz 2^n razliqnyh par vektor-funkciæ A(t) i B(t) po teoreme 4 suwestvuet rexenie kraevoæ zadaqi (1), (2) takoe, qto A_k(t) 6 u_k(t) 6 B_k(t) (k = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1. Poskol~- ku libo A_k(t) = 0 i B_k(t) = M_k(t) > 0, libo A_k(t) = q_k(t) < 0 i B_k(t) = 0 (k = 1, . . . , n) pri vseh 0 6 t 6 1, to komponenty rexeniØ u(t) prinima¸t vse svoi znaqeniØ vo vpolne opredelennyh kvadrantah prostranstva R^n. Kaßdyæ iz 2^n postroennyh vektorov A(t) odnoznaqno opredelØet tot kvadrant, kotoromu prinadleßat znaqeniØ rexeniØ, suwestvovanie kotorogo ustanovleno po teoreme 4 s pomow~¸ vektor-funkcii A(t). Poskol~ku v silu neravenstva (37) poluqennoe rexenie ne popadaet na granicy kvadranta, razliqnym vektor-funkciØm A(t) otveqa¸t razliqnye rexeniØ. Vsego postroeno 2^n razliqnyh vektor-funkciæ A(t). V prostranstve R^n suwestvuet 2^n razliqnyh kvadrantov. Takim obrazom dlØ kaßdogo kvadranta suwestvuet rexenie u(t), znaqeniØ kotorogo prinadleßat fftomu kvadrantu.

Rassmotrim teper~ zadaqu otyskaniØ 1-periodiqeskogo rexeniØ u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)}, t.e. vektor-funkcii, udovletvorØ¸- weæ usloviØm

u_i(t + 1) = u_i(t) (i = 1, . . . , n), −∞ < t < +∞ (41)

dlØ sistemy n differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka s otklonØ¸wimsØ argumentom

u^′_i(t) = f_i ( t, u_1(t), . . . , u_n(t), u_1(t + σ_{11}(t) ) , . . . , u_n ( t + σ_{1n}(t) ) , . . . , . . . , u_1 ( t + σ_{m1}(t) ) , . . . , u_n ( t + σ_{mn}(t) )) , −∞ < t < +∞ (i = 1, . . . , n). (42) V sledu¸wih teoremah predpolagaem, qto σ_{jk}(t + 1) = σ_{jk}(t) (j = 1, . . . , m) (k = 1, . . . , n) i f_i ( t + 1, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn} ) = f_i ( t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn} ) (i = 1, . . . , n), −∞ < t < +∞. (43)

258 M. N. ˚KOVLEV

Teorema 6. Pust~ 1. β_i ∈ {−1, 1} (i = 1, . . . , n); 2. vektor-funkcii A(t) = {A_1(t), . . . , A_n(t)} i

B(t) = {B_1(t), . . . , B_n(t)} absol¸tno nepreryvny pri 0 6 t 6 1, a_k = min_06_t6_1 A_k(t), b_k = max_06_t6_1 B_k(t), A_k(t) 6 B_k(t) (k = 1, . . . , n);

3. funkcii f_i ( t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn} ) , 0 6 t 6 1 (i = 1, . . . , n),

udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, a_k 6 u_k 6 b_k, a_k 6 v_{jk} 6 b_k (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m);

4. funkcii σ_{jk}(t) nepreryvny pri −∞ < t < +∞ (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m) i σ_{jk}(t + 1) = σ_{jk}(t);

5. dlØ l¸boæ nepreryvnoæ vektor-funkcii u(t)={u_1(t), . . . , u_n(t)}

⟨u_k(t)⟩ = min { B_k(t), max{u_k(t), A_k(t)} } , 0 6 t 6 1 (k = 1, . . . , n), (44)

[u_k]_j = min { b_k, max{u_k(t + σ_{jk}(t)), a_k} } , 0 6 t 6 1 (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m); (45)

6. verny neravenstva β_i { A^′_i(t) − f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, A_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩, [u_1]_1, . . . , [u_n]_m )} 6 0, (46) β_i { B^′_i(t) − f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, B_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩, [u_1]_1, . . . , [u_n]_m )} ¿ 0, (47) β_i { A_i(0) − A_i(1)

} 6 0, (48) β_i { B_i(0) − B_i(1)

} ¿ 0, (49)

(i = 1, . . . , n) pri 0 6 t 6 1.

Togda suwestvuet po kraæneæ mere odno periodiqeskoe rexenie sistemy differencial~nyh uravneniæ (42) takoe, qto A_k(t) 6 u_k(t) 6 B_k(t) pri 0 6 t 6 1 (k = 1, . . . , n).

Dokazatel~stvo teoremy 6 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 4 s uqetom togo, qto esli A_k(t) 6 u_k(t) 6 B_k(t) pri 0 6 t 6 1, to a_k 6 u_k(t + σ_{jk}(t)) 6 b_k pri 0 6 t 6 1 (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m) dlØ 1-periodiqeskoæ vektor-funkcii u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)}.

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` 259

Teorema 7. Pust~ 1. α_i ∈ {−1, 1} (i = 1, . . . , n); 2. vektor-funkcii q(t) = {q_1(t), . . . , q_n(t)} i

M (t) = {M_1(t), . . . , M_n(t)} absol¸tno nepreryvny i udovletvorØ¸t neravenstvam q_k(t) < 0 < M_k(t) (k = 1, . . . , n) pri

0 6 t 6 1, Qk = min_{o6t61} qk(t), mk = max_{06t61} Mk(t);

3. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) (i = 1, . . . , n) udovletvorØ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, Q_k 6 u_k 6 m_k, Q_k 6 v_{jk} 6 m_k (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m);

4. verno uslovie 4 teoremy 6;

5. dlØ l¸boæ nepreryvnoæ pri 0 6 t 6 1 vektor-funkcii u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)} ⟨ u_k(t) ⟩ = min { M_k(t), max{u_k(t), q_k(t)} } , 0 6 t 6 1 (k = 1, . . . , n), (50)

[u_k]_j = min { m_k, max{u_k(t + σ_{jk}(t)), Q_k} } , 0 6 t 6 1 (k = 1, . . . , n), (51)

6. verny neravenstva α_i { M^′_i (t)−f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, M_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩, [u_1]_1, . . . , [u_n]_m )} ¿ 0, (52) α_i { q^′_i(t) − f_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, q_i(t), ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩, [u_1]_1, . . . , [u_n]_m )} ¿ 0, (53) α_i { q_i(0) − q_i(1)

} ¿ 0, (54) α_i { M_i(0) − M_i(1)

} ¿ 0, (55) α_if_i ( t, ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_{i−1} ⟩, 0, ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩, [u_1]_1, . . . , [u_n]_m ) > 0 (56)

pri 0 6 t 6 1 (i = 1, . . . , n).

Togda suwestvuet po kraæneæ mere 2^n periodiqeskih rexeniæ sistemy n differencial~nyh uravneniæ (42). Pri fftom komponenty fftih rexeniæ u(t) = {u_1(t), . . . , u_n(t)} udovletvorØ¸t neravenstvam q_k(t) 6 u_k(t) 6 M_k(t) (k = 1, . . . , n) pri 0 6 t 6 1, i dlØ

260 M. N. ˚KOVLEV kaßdogo kvadranta prostranstva R^n suwestvuet periodiqeskoe rexenie u(t), znaqeniØ kotorogo prinadleßat fftomu kvadrantu.

Primer. Rassmotrim uravnenie

u^′ = 3u^4 − 10u^2(t − h) + sin(2πt) − 10. (57)

Poloßim α = −1, M (t) = R > 0, q(t) = −R. Togda

αf(t, 0, v) ¿ 10v^2 + 9 > 0,

−αf(t, R, v) ¿ 3R^4 − 10R^2 − 11, (58)

−αf(t, −R, v) ¿ 3R^4 − 10R^2 − 11. (59)

Pri dostatoqno bol~xih R pravye qasti vyraßeniæ (58) i (59) poloßitel~ny. Po teoreme 7 uravnenie (57) imeet ne menee dvuh periodiqeskih rexeniæ.

Teorema 8. Pust~

1. verny usloviØ 1, 2, 3, 6 teoremy 1 pri Δ_i = 1 (i = 1, . . . , n); 2. verno uslovie 4 teoremy 6;

3. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) (i = 1, . . . , n) udovletvorØ- ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_k < +∞, −∞ < v_{jk} < +∞ (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m); 4. verny neravenstva β_if_i(t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) sign u_i ¿ a_i(t)|u_i| − h_i(t, |u_1|, . . . , |u_{i−1}|) pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_k < +∞, −∞ < v_{jk} < +∞ (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m). Togda suwestvuet periodiqeskoe rexenie sistemy uravneniæ (42) takoe, qto |u_k(t)| 6 q_k (k = 1, . . . , n), −∞ < t < +∞.

Teorema 9. Pust~

1. β_i ∈ {−1, 1}, γ_i ∈ {0, 1}, δ_i ∈ {0, 1}, γ_i + δ_i = 1 (i = 1, . . . , n); 2. vypolneny usloviØ 2, 3, 6 teoremy 1 pri Δ_i = 1 (i = 1, . . . , n); 3. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) (i = 1, . . . , n) udovletvorØ- ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0, γ_kv_{jk} ¿ 0, δ_kv_{jk} 6 0 (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m);

4. verny neravenstva

β_if_i(t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) sign u_i ¿ ¿ ai(t)|ui| − hi(t, |u1|, . . . , |ui−1|) (i = 1, . . . , n)

SUWESTVOVANIE 2n PERIODIQESKIH REXENI` 261 pri 0 6 t 6 1, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0, γ_kv_{jk} ¿ 0, δ_kv_{jk} 6 0 (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m); 5. verny neravenstva γ_iβ_if_i(t, u_1, . . . , u_{i−1}, 0, u_{i+1}, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) 6 0 δ_iβ_if_i(t, u_1, . . . , u_{i−1}, 0, u_{i+1}, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) ¿ 0 (i = 1, . . . , n) pri 0 6 t 6 1, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0, γ_kv_{jk} ¿ 0, δ_kv_{jk} 6 0 (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m); 6. verno uslovie 4 teoremy 6.

Togda suwestvuet periodiqeskoe rexenie sistemy differencial~- nyh uravneniæ (42) takoe, qto γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0, |u_k(t)| 6 q_k pri −∞ < t < +∞ (k = 1, . . . , n). Teorema 10. Pust~ 1. α_i ∈ {−1, 1} (i = 1, . . . , n); 2. vypolneny usloviØ 2, 3, 6 teoremy 1 pri Δ_i = 1; 3. vypolneno uslovie 4 teoremy 6;

4. funkcii f_i(t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) (i = 1, . . . , n) udovletvorØ- ¸t usloviØm Karateodori pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_k < +∞, −∞ < v_{jk} < +∞ (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m); 5. verny neravenstva α_if_i(t, u_1, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) ¿ a_i(t)|u_i| − h_i(t, |u_1|, . . . , |u_{i−1}|) α_if_i(t, u_1, . . . , u_{i−1}, 0, u_{i+1}, . . . , u_n, v_{11}, . . . , v_{mn}) < 0 (i = 1, . . . , n)

pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_k < +∞, −∞ < v_{jk} < +∞ (k = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , m). Togda suwestvuet po kraæneæ mere 2^n periodiqeskih rexeniæ sistemy differencial~nyh uravneniæ (42). Pri fftom komponenty vseh fftih rexeniæ udovletvorØ¸t neravenstvam |u_k(t)| 6 q_k (k = 1, . . . , n), −∞ < t < +∞, i dlØ kaßdogo iz 2^n kvadrantov vewestvennogo n-mernogo prostranstva R^n suwestvuet rexenie, vse znaqeniØ kotorogo prinadleßat fftomu kvadrantu.

Literatura

1. M. N. ˚kovlev, Razreximost~ periodiqeskoæ kraevoæ zadaqi dlØ sistemy

obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka pri naliqii (β, γ, δ)-par sravneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 248 (1998), 231–241.

262 M. N. ˚KOVLEV

Yakovlev M. N. Existence of 2^n periodic solutions of a system of n differential equations of first order.

Conditions sufficient for a system of n first-order differential equations with deviating argument to be solvable and to have at least 2^n periodic solutions are obtained.

Postupilo 15 ØnvarØ 2002 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN