Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 284, 2002 g.

M. N. ˚kovlev

SUWESTVOVANIE 2n REXENI` U SISTEMY n NELINE`NYH URAVNENI` S n NEIZVESTNYMI

Pust~ f_i(u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) – vewestvennye funkcii n vewestvennyh peremennyh u_k (k = 1, . . . , n). Rassmotrim sistemu n uravneniæ s n neizvestnymi

f_i(u_1, . . . , u_n) = 0 (i = 1, . . . , n). (1)

Niße, razvivaØ soobraßeniØ, izloßennye v [1], ustanavliva¸tsØ usloviØ, pri vypolnenii kotoryh sistema uravneniæ (1) imeet, po kraæneæ mere, 2^n rexeniæ (teoremy 3 i 5).

Teorema 1. Pust~ 1. β_i ∈ {−1, 1} (i = 1, . . . , n), 0 < r < +∞; 2. funkcii f_i(u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) nepreryvny pri |u_k| 6 r (k = 1, . . . , n); 3. verny neravenstva

β_if_i(u_1, . . . , u_n) sign u_i ¿ 0

pri max_16_k6_n |u_k| = r = |u_i| (i = 1, . . . , n). (2)

Togda suwestvuet rexenie u = {u_1, . . . , u_n} sistemy uravneniæ (1) takoe, qto max 16k6n^{|uk|} 6^{r.} Dokazatel~stvo. Rassmotrim sledu¸wee λ-semeæstvo uravne- niæ u_i = λ [ u_i − β_if_i(u_1, . . . , u_n) ] , 0 6 λ 6 1 (i = 1, . . . , n). (3)

Togda pri max_16_i6_n |u_i| = r = |u_k| imeem

(1 − λ)|u_k| = −λβ_k f_k(u1, . . . , u_n) sign u_k 6 0 ili (1 − λ)r 6 0, 263

264 M. N. ˚KOVLEV

qto nevozmoßno pri 0 < λ < 1. Pofftomu max 16k6n^{|uk(λ)| ≠ r} pri^{0 < λ < 1.} T.e. uravnenie (3) ne imeet pri 0 < λ < 1 rexeniØ s max 16k6n^{|ui(λ)| = r}. DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ primenit~ teoremu o nepodvißnoæ toqke (sm., naprimer, [2, s. 231–232]).

Teorema 2. Pust~ 1. β_i ∈ {−1, 1}, 0 < r < +∞, γ_i ∈ {0, 1}, δ_i ∈ {0, 1} (i = 1, . . . , n), γ_i + δ_i = 1 (i = 1, . . . , n);

2. funkcii f_i(u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) nepreryvny pri |u_k| 6 r, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0 (k = 1, . . . , n);

3. verny neravenstva

β_i f_i(u_1, . . . , u_n) sign u_i ¿ 0 (i = 1, . . . , n)

pri max_16_k6_n |u_k| = r = |u_i|, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0 (k = 1, . . . , n); (4) 4. verny neravenstva γ_iβ_if_i ( u_1, . . . , u_i�_1, 0, u_{i+1}, . . . , u_n ) 6 0 (i = 1, . . . , n) (5) δ_iβ_if_i ( u_1, . . . , u_i�_1, 0, u_{i+1}, . . . , u_n ) ¿ 0 (i = 1, . . . , n) (6)

pri |u_k| 6 r, γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0 (k = 1, . . . , n).

Togda suwestvuet rexenie u = {u_1, . . . , u_n} sistemy uravneniæ (1) takoe, qto γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0, |u_k| 6 r (k = 1, . . . , n).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim sistemu uravneniæ (0 6 λ 6 1)

u_i = λ [ ⟨ u_i ⟩ − β_if_i(⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩) ] , i = 1, . . . , n. (7) Zdes~ ⟨ u_k ⟩ = { max{0, u_k}, γ_k = 1, min {0, u_k}, δ_k = 1. (8) Pokaßem snaqala, qto l¸boe rexenie u(λ) = {u_1(λ), . . . , u_n(λ)} sistemy uravneniæ (7) udovletvorØet neravenstvam γ_ku_k(λ) ¿ 0, δ_ku_k(λ) 6 0 (k = 1, . . . , n). V samom dele, pust~, naprimer,

SUWESTVOVANIE 2n REXENI` 265

γ_ku_k(λ) < 0. Togda ⟨ u_k(λ) ⟩ = 0, i iz sistemy uravneniæ (7) poluqaem, qto 0 > u_k = −λβ_k f_k ( ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_i�_1 ⟩, 0, ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) ¿ 0. Poluqennoe protivoreqie (0 < 0) dokazyvaet neravenstvo γ_ku_k(λ) ¿ 0. Neravenstva δ_ku_k(λ) 6 0 dokazyva¸tsØ analogiqno. V silu neravenstv γ_ku_k(1) ¿ 0, δ_ku_k(1) 6 0 rexenie sistemy (7) pri λ = 1 ØvlØetsØ rexeniem sistemy (1).

Pokaßem, qto pri 0 < λ < 1 sistema uravneniæ (7) ne imeet rexeniæ s max_16_k6_n |u_k(λ)| = r. OpØt~, uqityvaØ uße dokazan-

nye neravenstva γ_ku_k(λ) ¿ 0, δ_ku_k(λ) 6 0, imeem, qto esli max 16k6n^{|uk(λ)| = |ui(λ)| = r} pri nekotorom^λ,^{0 < λ < 1}, to

(1 − λ)|u_i| = (1 − λ)r = −λβ_if_i(u1, . . . , u_n) sign u_i 6 0

pri γ_ku_k ¿ 0, δ_ku_k 6 0. Poluqennoe protivoreqie [(1 − λ)r 6 0 pri

0 < λ < 1, r > 0] dokazyvaet, qto max

16k6n^{|uk(λ)| ≠ r} dlØ l¸bogo rexeniØ sistemy uravneniæ (7) pri 0 < λ < 1. OstaetsØ primenit~ teoremu o nepodvißnoæ toqke (sm. [2, s. 231–232]).

Teorema 3. Pust~ 1. α_i ∈ {−1, 1} (i = 1, . . . , n), 0 < r < +∞; 2. funkcii f_i(u_1, . . . , u_n) nepreryvny pri |u_k| 6 r (k = 1, . . . , n); 3. verny neravenstva

α_i f_i(u_1, . . . , u_n) ¿ 0

pri max_16_k6_n |u_k| = r = |u_i| (i = 1, . . . , n);

4. verny neravenstva α_if_i ( u_1, . . . , u_i�_1, 0, u_{i+1}, . . . , u_n ) < 0 (i = 1, . . . , n) pri max_16_k6_n |u_k| 6 r.

Togda sistema uravneniæ (1) imeet po kraæneæ mere 2^n rexeniæ takih, qto max_16_k6_n |u_k| 6 r. Pri fftom v kaßdom iz kvadrantov

prostranstva R^n suwestvuet po kraæneæ mere odno rexenie.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kvadrant prostranstva R^n i po-

loßim γ_i = 1, δ_i = 0, esli v fftom kvadrante u_i ¿ 0, i δ_i = 1, γ_i = 0,

266 M. N. ˚KOVLEV

esli v fftom kvadrante u_i 6 0. Pri fftom, oqevidno, γ_i + δ_i = 1

(i = 1, . . . , n). Dalee, poloßim β_i = α_i (γ_i − δ_i) (i = 1, . . . , n). To-

gda γ_iβ_i = α_i, δ_iβ_i = −α_i, β_i sign u_i = α_i. Tem samym vypolneny vse usloviØ teoremy 2, tak qto v rassmatrivaemom kvadrante suwestvuet rexenie u = {u_1, . . . , u_n} takoe, qto 0 < min_16_k6_n |u_k| 6 r.

Vsego, oqevidno, kvadrantov 2^n.

Teorema 4. Pust~ 1. β_i ∈ {−1, 1}, −∞ < q_i < 0 < M_i < +∞ (i = 1, . . . , n), i_s ∈ {1, 2, . . . , n}, i_s ≠ i_k pri s ≠ k; s = 1, . . . , n; 2. Q_{n,i}1_{,... ,i}m – mnoßestvo n-vektorov u = {u_1, . . . , u_n} takih, qto 0 6 u_k 6 M_k pri k = i_1, i_2, . . . , i_m; q_k 6 u_k 6 0 pri k = i_{m+1}, . . . , i_n; 3. dlØ l¸bogo vektora u = {u_1, . . . , u_n} ⟨ u_k ⟩ = { min{M_k, max{u_k, 0}} pri k = i1, . . . , i_m, max{q_k, min{u_k, 0}} pri k = i_m+1, . . . , i_n;

4. funkcii f_i(u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) nepreryvny v Q_{n,i}1_{,... ,i}m; 5. verny neravenstva β_if_i ( ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_i�_1 ⟩, 0, ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) 6 0

pri i = i_1, . . . , i_m, (9) β_if_i ( ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_i�_1 ⟩, 0, ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) ¿ 0

pri i = i_{m+1}, . . . , i_n; (10)

6. verny neravenstva β_if_i ( ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_i�_1 ⟩, M_i, ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) ¿ 0

pri i = i_1, . . . , i_m, (11) β_if_i ( ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_i�_1 ⟩, q_i, ⟨ u_{i+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) 6 0

pri i = i_{m+1}, . . . , i_n. (12)

Togda suwestvuet rexenie u ∈ Q_{n,i}1_{,... ,i}m sistemy uravneniæ (1).

Dokazatel~stvo. NarØdu s sistemoæ uravneniæ (1) rassmotrim

sistemu uravneniæ u_i = ⟨ u_i ⟩ − β_if_i(⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩) (i = 1, . . . , n). (13)

SUWESTVOVANIE 2n REXENI` 267

Suwestvovanie rexeniØ sistemy uravneniæ (13) sleduet iz teoremy o nepodvißnoæ toqke. Pokaßem, qto rexenie sistemy uravneniæ (13) udovletvorØet neravenstvam 0 6 uk 6 Mk pri k = i1, . . . , im, 0 ¿ uk ¿ qk pri k = im+1, . . . , in. V samom dele, pust~, naprimer, u_k < 0 pri nekotorom k = i_s,

1 6 s 6 m. Togda ⟨ uk ⟩ = 0, i v silu neravenstv (9) imeem 0 > u_k = −β_kf_k ( ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_k�_1 ⟩, 0, ⟨ u_{k+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) ¿ 0. Protivoreqie. Pust~ teper~ u_k > M_k. Togda ⟨ u_k ⟩ = M_k, i

M_k < u_k = M_k − β_k f_k ( ⟨ u_1 ⟩, . . . , ⟨ u_k�_1 ⟩, M_k, ⟨ u_{k+1} ⟩, . . . , ⟨ u_n ⟩ ) 6 Mk, t.e. M_k < M_k – protivoreqie. Sluqaæ 0 ¿ u_k ¿ q_k rassmatrivaetsØ analogiqno. Takim obrazom rexenie sistemy uravneniæ (13) ØvlØetsØ rexeniem sistemy uravneniæ (1).

Teorema 5. Pust~ 1. α_i ∈ {−1, 1}, −∞ < q_i < 0 < M_i < +∞ (i = 1, . . . , n); 2. funkcii f_i(u_1, . . . , u_n) (i = 1, . . . , n) nepreryvny pri q_k 6 u_k 6 M_k (k = 1, . . . , n); 3. verny neravenstva α_if_i ( u_1, . . . , u_i�_1, 0, u_{i+1}, . . . , u_n ) < 0, α_if_i ( u_1, . . . , u_i�_1, q_i, u_{i+1}, . . . , u_n ) ¿ 0, α_if_i ( u_1, . . . , u_i�_1, M_i, u_{i+1}, . . . , u_n ) ¿ 0, (i = 1, . . . , n) pri q_k 6 u_k 6 M_k (k = 1, . . . , n).

Togda suwestvuet po kraæneæ mere 2^n rexeniæ sistemy uravneniæ (1) takih, qto komponenty rexeniØ udovletvorØ¸t neravenstvam q_k 6 u_k 6 M_k (k = 1, . . . , n), i v kaßdom iz 2^n kvadrantov prostranstva R^n soderßitsØ ne menee odnogo rexeniØ sistemy uravneniæ (1).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim odin iz 2^n kvadrantov prostran-

stva R^n, kotoromu prinadleßit mnoßestvo Q_{n,i}1_{,... ,i}m. Poloßim

β_i1 = α_i1, . . . , β_im = α_im, β_im+1 = −α_im+1, . . . , β_in = −α_in.

Togda v Q_{n,i}1_{,... ,i}m vypolneny vse usloviØ teoremy 4. V silu teoremy 4 v Q_{n,i}1_{,... ,i}m suwestvuet rexenie u = {u_1, . . . , u_n}. Pri

268 M. N. ˚KOVLEV

fftom 0 < min_16_k6_n |u_k|. Takim obrazom vsego suwestvuet po kraæneæ mere 2^n razliqnyh rexeniæ sistemy uravneniæ (1).

Primer. Rassmotrim sistemu uravneniæ

u^{12}_1 − u^8_2 − u^{11}_1 + sin(u_1 + u_2) − 6 = 0, −u^4_2 + 3u^2_1 − cos u_1 + 12 = 0. Poloßim α_1 = 1, α_2 = −1. Imeem α_1f_1(0, u_2) 6 −5, α_2f_2(u_1, 0) 6 −11 < 0.

Dalee, poloßim M_1 = M_2 = R, q_1 = q_2 = −R. Togda

α_1f_1(R, u_2) ¿ R^{12} − R^{11} − R^8 − 7, α_2f_2(u_1, R) ¿ R^4 − 3R^2 − 13, α_1f_1(−R, u_2) ¿ R^{12} − R^8 + R^{11} − 7, α_2f_2(u_1, −R) ¿ R^4 − 3R^2 − 13. Pri dostatoqno bol~xom R vse pravye qasti neotricatel~ny.

Takim obrazom suwestvuet ne menee 4 rexeniæ rassmatrivaemoæ sistemy uravneniæ.

Literatura

1. M. N. ˚kovlev, Razreximost~ sistem nelineænyh uravneniæ pri naliqii (γ, δ)-par sravneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 202 (1992), 185–189.

2. M. N. ˚kovlev, Razreximost~ periodiqeskoæ kraevoæ zadaqi dlØ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka pri naliqii (β, γ, δ)-par sravneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 248 (1998), 231–241. Yakovlev M. N. Existence of 2^n solutions of a system of n nonlinear equations in n unknowns.

It is demonstrated that, under some conditions, a system of n nonlinear equations with n unknowns has at least 2^n solutions.

Postupilo 13 ØnvarØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN