Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

E.. P. Golubeva

OB URAVNENII PELL˚

My budem rassmatrivat~ uravnenie PellØ vida

x^2 − dy^2 = 1,

gde celoe d > 0 i ne ØvlØetsØ polnym kvadratom. Pust~ ε(d) = T + U √ d — naimen~xee rexenie fftogo uravneniØ.

Horoxo izvestno, qto ε(d) leßit v granicah √ d < ε(d) < exp(C √ d log d), gde C — absol¸tnaØ postoØnnaØ. Esli d = x^2 − 1, to ε(d) = x + √ d. Takim obrazom, v fftom sluqae porØdok znaqeniØ ε(d) sovpadaet s nißneæ graniceæ neravenstva. Krome fftoæ posledovatel~nosti suwestvuet i mnoßestvo drugih (naprimer, d = 4x^2 − 9x + 5, sm. [1]), dlØ kotoryh ε(D) ≍ √ d. Vmeste s tem, vse rezul~taty vyqislitel~nogo haraktera (naqinaØ s Gaussa) pokazyva¸t, qto dlØ podavlØ¸wego bol~xinstva d znaqeniØ ε(d) udovletvorØ¸t neravenstvu ε(d) ¿ exp( √ d/ log^2 d).

Odnovremenno, vse izvestnye na nastoØwiæ moment fakty kraæne daleki ot oßidaemyh:

v rabote [2] pokazano, qto dlØ poqti vseh d ε(d) > d^32 �^δ, gde δ > 0 — proizvol~naØ postoØnnaØ;

tam ße dokazano, qto suwestvuet posledovatel~nost~ d, ime- ¸waØ poloßitel~nu¸ plotnost~ i takaØ, qto ε(d) > d^32 .

OsnovnaØ cel~ nastoØweæ raboty — uluqxit~ posledn¸¸ ocenku.

DlØ bolee redkih posledovatel~nosteæ izvestny luqxie rezul~taty:

v rabote [3] pokazano, qto dlØ vseh prostyh p ≡ 3 (mod 4), p 6 X, krome, samoe bol~xee, X/ log^{1+δ} X iskl¸qeniæ, spravedliva ocenka ε(p) > p^3/ log^{1+δ} p (δ > 0 proizvol~naØ postoØnnaØ).

DlØ ewe bolee redkih posledovatel~nosteæ, soderßawih beskvadratnye d, rezul~taty ewe luqxe. Naprimer, dlØ d = x^2 + 3 pri x ¿ 4 ε(d) > exp(log^2 x/2) (sm. takße [4,5]).

Nailuqxie rezul~taty dostignuty v sluqae, kogda d delitsØ na bol~xoæ kvadrat. Naprimer, esli d = 5p^2, to poqti vsegda 36

OB URAVNENII PELL˚ 37

ε(d) > exp(d^{1/4}) (sm. [4]).

Prowe vsego veliqina ε(d) iwetsØ iz razloßeniØ √ d v obyknovennu¸ nepreryvnu¸ drob~: √ d = [n, r_1, . . . , r_l, r_{l+1}, r_l, . . . , r_1, 2n]. (1) Malye znaqeniØ ε(d) sootvetstvu¸t korotkim razloßeniØm. Po vsem gipotezam i vyqisleniØm, dlØ bol~xinstva d dlina perioda ØvlØetsØ bol~xoæ (l > √ d/ log^2 d).

V rabote [6] bylo pokazano, qto dlØ poqti vseh d pervye fflementy v fftom razloßenii ØvlØ¸tsØ nebol~ximi. Ots¸da srazu ße vytekaet, qto dlØ poqti vseh d razloßenie (1) ne moßet byt~ osobenno korotkim, poskol~ku n = [ √ d]. Teorema. Pust~ X/2 6 d 6 X. Suwestvuet ne menee C(δ)X zna-

qeniæ d takih, qto ε(d) > d^2�^δ, gde δ — proizvol~naØ postoØnnaØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ 0 < δ <^1_2 , C(δ) > 0.

DlØ dokazatel~stva fftogo rezul~tata tam ponadobØtsØ tri lemmy.

Lemma 1(sm. [6]). Pust~ Pk/Qk — podhodØwaØ drob~ k^√d. Suwe-

stvuet postoØnnaØ ν > 0 takaØ, qto dlØ vseh X/2 < d < X, krome O(X/ log^2 X) vozmoßnyh iskl¸qeniæ, v razloßeni P_k/Q_k v nepreryvnu¸ drob~ P_k/Q_k = [n, r_1, . . . , r_k] vse fflementy r_i (1 6 i 6 k) udovletvorØ¸t uslovi¸ r_i < log^{14} X, esli Q_k < X/ log^ν X.

Lemma 2. V predyduwih oboznaqeniØh znaqenie ε(d) udovletvorØ-

et ocenke ε(d) > r_{l+1} √ dQ^2_l /3.

Dokazatel~stvo soderßitsØ v rabote [7].

Lemma 3. Pust~ X/2 < d < X i d = d1p, gde p — prostoe, p >

X^{12 +λ} i λ — proizvol~naØ postoØnnaØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ 0 < λ < 1/2. Togda dlØ dostatoqno bol~xih X imeem r_{l+1} > X^λ/8.

Dokazatel~stvo. Pust~ ξi — privedennaØ kvadratiqnaØ irra-

cional~nost~, ffkvivalentnaØ √ d, kotoraØ sootvetstvuet podhodØweæ drobi P_i/Q_i. Togda | | √ d − P_i Q_i | | = 1 Q_i(Q_iξ_i + Q_i�_1 .

38 E.. P. GOLUBEVA

Pust~ ξ_i = (b_i + √ d)/a_i. V rabote [7] bylo pokazano, qto

d = a_{l+1} ( r^2_{l+1}a_{l+1} 4 + a_l ) . Takim obrazom, a_{l+1}|2d. Poskol~ku ξ_{l+1} ØvlØetsØ privedennoæ irracional~nost~¸, 2 6 a_{l+1} < 2 √ d 6 2^√X.

Tak kak p > X^12^λ, ots¸da sleduet, qto a_{l+1}|2d_L. Znaqit, a_{l+1} 6 2X^12 �^λ. Poskol~ku

r_{l+1} ¿ [ √ d a_{l+1} ] , ots¸da vytekaet, qto dlØ dostatoqno bol~xih X r_{l+1} > X^λ/8, i lemma dokazana.

Sledstvie. Pust~ N (X, λ) — koliqestvo d takih, qto X/2 < d <

X i fflement r_{l+1} v razloßenii (1) udovletvorØet uslovi¸ r_{l+1} > X^λ/8. Togda dlØ dostatoqno bol~xih X my imeem N (X, λ) > 1 4 log 2 1 + 2λ X. Dokazatel~stvo. Rassmotrim znaqeniØ d, udovletvorØ¸wie us-

loviØm lemmy 3. Oqevidno, N (X, λ) ¿ ∑ X 1 2 +˘_{<p<} X_2 X 2p .

Ots¸da sleduet trebuemoe utverßdenie.

Dokazatel~stvo teoremy. Rassmotrim d, udovletvorØ¸wie us-

loviØm lemmy 3. V silu sledstviØ k fftoæ lemme, ih koliqestvo ne men~xe, qem log(2/(1 + 2λ))/4X, esli X dostatoqno veliko.

DlØ takih d fflement r_{l+1} v razloßenii (1) udovletvorØet ocenke r_{l+1} > X^λ/8.

Pust~ ν — postoØnnaØ iz lemmy 1. Vyberem iz fftih znaqeniæ d te, dlØ kotoryh fflementy r_1, . . . , r_k pri Q_k < X/ log^ν X udovletvorØ¸t uslovi¸ r_i < log^{14} X (1 6 i 6 k). V silu utverßdeniØ lemmy 1, takovymi budut poqti vse d. Oqevidno, qto dlØ nih k 6 l.

OB URAVNENII PELL˚ 39

Iz lemmy 2 sleduet, qto togda ε(d) > 1 24 X^{32 +λ}/ log^{2ν} X,

i teorema dokazana.

Literatura

1. E. P. Golubeva, O neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh formah s bol~- xim qislom klassov, Zap. nauqn. semin. LOMI 185 (1990), 13–21.

2. C. Hooley, On the Pellian equation and the class number of indefinite binary quadratic forms, J. reine und angew Math. 353 (1984), 98–131.

3. E. P. Golubeva, O qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ diskriminanta 4p, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 11–36.

4. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 72–81.

5. Y. Yamamoto, Real quadratic number fields with large fundamental units, Osaka

J. Math. 8, No. 2, 261–270.

6. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ. II, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 11–22.

7. E. P. Golubeva, Kvadratiqnye irracional~nosti s fiksirovanoæ dlinoæ perioda razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~, Zap. Nauqn. semin. POMI 196 (1991), 5–30.

Postupilo 29 avgusta 2002 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa

E-mail: elena�golubeva@ mail.ru