Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

E. P. Golubeva

O QISLAH KLASSOV NEOPREDELENNYH BINARNYH KVADRATIQNYH FORM DISKRIMINANTA dp^2

Vopros o povedenii qisel klassov neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form voshodit k Gaussu. Vse tabliqnye dannye svidel~stvu¸t o tom, qto dlØ podavlØ¸wego bol~xinstva diskriminantov ffto qislo malo (imeet logarifmiqeskiæ porØdok rosta pri rastuwem diskriminante). Suwestvuet celyæ rØd koliqestvennyh gipotez na fftu temu, ime¸wih soverxenno opredelennyæ, s toqnost~¸ do Øvnyh konstant, vid i podkreplennyh razliqnymi kosvennymi soobraßeniØmi (sm. [1–3]).

Tem ne menee, fftot vopros daet Ørkiæ primer oqen~ staroæ problemy, v kotoroæ so vremeni vozniknoveniØ net zametnogo progressa. OsnovnaØ trudnost~ pri popytkah poluqit~ prodvißenie sostoit v neobhodimosti naæti ili ocenit~ naimen~xee rexenie sootvetstvu¸wego uravneniØ PellØ

t^2 − du^2 = 1, (1)

gde d – opredelitel~ celoqislennoæ neopredelennoæ binarnoæ kvadratiqnoæ formy, kotoryæ ne sovpadaet s kvadratom celogo qisla.

Nailuqxie na nastoØwiæ moment izvestnye rezul~taty ime- ¸t v obwem sluqae sledu¸wiæ vid:

pust~ t i u – naimen~xie poloßitel~nye celye qisla, udovletvorØ¸wie uravneni¸ (1), i ε(d) = t+ √ d u; pust~ 0 < b < 3/2 – proizvol~naØ postoØnnaØ. Togda dlØ poqti vseh d spravedliva ocenka ε(d) > d^b.

�tot rezul~tat byl dokazan v rabote [1]. DlØ prostyh d spravedliva luqxaØ ocenka:

Rabota vypolnena pri podderßke Matematiqeskogo instituta Maksa Planka. 40

O QISLAH KLASSOV 41

pust~ δ – proizvol~naØ poloßitel~naØ postoØnnaØ. Koliqestvo prostyh p takih, qto p 6 x, p ≡ 3 (mod4) i ε(p) 6 p^3/ log^{1+δ} p, ne prevoshodit veliqiny C(δ)x/ log^{1+δ} x, gde C(δ) – postoØnnaØ.

�tot rezul~tat byl dokazan v rabote [3].

Otmetim, qto po vsem gipotezam dlØ poqti vseh d dolßna byt~ spravedliva ocenka ε(d) > exp( √ d/ log^λ d), gde λ > 0 – postoØnnaØ.

Moßno postroit~ beskoneqnye serii primerov, kogda znaqenie ε(d) Øvno vyqislØetsØ. Vo vseh fftih sluqaØh ε(d) malo. Samymi rekordnymi iz nih na nastoØwiæ moment ØvlØ¸tsØ posledovatel~nosti, dlØ kotoryh ε(d) ≫ exp(log^3 d) (sm [4, 5]). �ti posledovatel~nosti rastut ffksponencial~nym obrazom i, hotØ v nih, po-vidimomu, dolßno byt~ beskoneqno mnogo beskvadratnyh i daße prostyh znaqeniæ d, dokazatel~stvo poslednego fakta samo po sebe ØvlØetsØ problemoæ.

Esli diskriminant formy delitsØ na bol~xoæ kvadrat, to voznika¸t dopolnitel~nye vozmoßnosti dlØ izuqeniØ qisla klassov, svØzannye s tem, qto ε(dp^2) ØvlØetsØ stepen~¸ ε(d). Do sih por issledovalis~ sluqai posledovatel~nosti dp^2 s nebol~- ximi fiksirovannymi d (sm. [4, 6, 7]). V fftih sluqaØh dokazany rezul~taty, nesravnimo bolee toqnye, qem v obwem. Nekotorye iz nih poluqeny v predpoloßenii spravedlivosti rasxirennoæ gipotezy Rimana dlØ ζ-funkciæ nekotorogo nabora algebraiqeskih poleæ.

RexeniØ uravneniØ PellØ tesno svØzany s razloßeniØmi √ d v obyknovennu¸ nepreryvnu¸ drob~. Predpoloßenie o tom, qto ffto razloßenie v sluqae, kogda d delitsØ na bol~xoæ kvadrat, v srednem ne obladaet nikakimi osobymi svoæstvami, predstavlØetsØ ves~ma pravdopodobnym. Sootvetstvenno, qisla klassov v fftom sluqae dolßny vesti sebØ v srednem tak ße kak i v obwem.

V rabote [4] bylo pokazano, qto ∑ p6X^{h(5p} 2) = O ( X^{3/2}/ log X ) , (2)

gde h(m) – qislo klassov celoqislennyh binarnyh kvadratiqnyh form diskriminanta m.

Zametim, qto zdes~ i vs¸du v dal~neæxem figuriru¸t tol~ko ocenki sverhu dlØ qisel klassov. Pofftomu ne imeet znaqeniØ, v kakom smysle ponimaetsØ ffkvivalentnost~ form – v uzkom ili

42 E. P. GOLUBEVA

xirokom. Takße ne imeet znaqeniØ, v kakom smysle ponimaetsØ celoqislennost~ form – v smysle Gaussa ili kak v bol~xinstve sovremennyh rabot.

Iz ocenki (2) sleduet, qto dlØ poqti vseh p spravedlivo sootnoxenie ε(p) ≫ exp(√p).

V nastoØweæ rabote my poluqaem analogiqnu¸ ocenku dlØ posledovatel~nosti dp^2 s proizvol~nym d.

Predloßenie 1. Imeet mesto ocenka ∑ X6p62X^{h(dp} 2) = O ( h(d) √ log ε(d) X^{3/2}/ log X ) . Estestvenno predpoloßit~, qto v deæstvitel~nosti pri bol~- xih X i fiksirovannom d dolßna imet~ mesto asimptotiqeskaØ formula ∑ p6X^{h(dp} 2) ∼ C(d)h(d)X, gde funkciØ C(d) udovletvorØet neravenstvam log^{−λ1} d < C(d) < log^{λ2} d pri nekotoryh poloßitel~nyh postoØnnyh λ_1 i λ_2.

Osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty govorit v pol~zu fftogo predpoloßeniØ.

Teorema 1. Pust~ d = 4n^2 + 1, togda ∑ 1 = ∑_′ 16n6X 1 h(d) ∑ 2X6p63X^{h(dp} 2) = O(X^2), (3)

gde ∑_′ oznaqaet, qto summirovanie vedetsØ tol~ko po beskvadratnym d.

Poskol~ku h(dp^2) ¿ h(d), summa ∑ 1 iz posledneæ formuly udovletvorØet, oqevidno, ocenke ∑ 1 ¿ CX^2/ log X,

gde C – absol¸tno postoØnnaØ. V deæstvitel~nosti, neravenstvo (3) ØvlØetsØ, po-vidimomu, pravil~nym po porØdku.

Analogiqno moßno rassmotret~ i drugie posledovatel~nosti znaqeniæ d. �to moßet byt~, naprimer, posledovatel~nost~ vida d = n^2 + k, gde k | 2n. �to mogut byt~ i drugie kvadratiqnye

O QISLAH KLASSOV 43

posledovatel~nosti, dlØ kotoryh udaetsØ usledit~ za znaqeni- Ømi ε(d).

K soßaleni¸, obwiæ sluqaæ, kogda znaqeniØ d berutsØ podrØd iz nekotorogo intervala, ne poddaetsØ izuqeni¸ takim obrazom. �to vyzvano tem, qto v fftom sluqae my ne moßem ukazat~ rexeniæ osnovnogo uravneniØ PellØ i, sootvetstvenno, ne znaem, kak raspredeleny vyqety fftih rexeniæ po prostym modulØm.

Iz teoremy 1 v kaqestve sledstviØ legko vytekaet

Teorema 2. V usloviØh teoremy 1 spravedliva ocenka ∑ 1 = ∑_′ 16n6X ∑ 2X6p63X^{h(dp} 2) = O ( X^3 log log X/ log X ) . Moßno predpoloßit~, qto dolßna imet~ mesto asimptotiqeskaØ formula ∑ 2 ∼ CX^3/ log X, gde C – postoØnnaØ.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 1. V silu izvestnoæ formuly

Gaussa (sm., naprimer, [8]),

h(dp^2) = O ( h(d) p − χ_d(p) i_d(p) ) , (4)

gde χ_d(p) = (_d p ) , i_d(p) – naimen~xiæ iz pokazateleæ m takih, qto

ε^m(d) ≡ 1 (mod p). (5) Takim obrazom, ∑ X6p62X^{h(dp} 2) log p = O ( h(d) ∑ X6p62X X log p i_d(p) ) . Razob~em posledn¸¸ summu na dve, ∑ X6p62X X log p i_d(p) = ∑ X6p62X id(p)6 √ X /√_{log ε(d)} X log p i_d(p) +

+ ∑ X6p62X id(p)> √ X /√_{log ε(d)} X log p i_d(p) = ∑ 3 + ∑ 4 .

44 E. P. GOLUBEVA

DlØ vtoroæ summy imeem trivial~nu¸ ocenku: ∑ 4 = O (√ X √ log ε(d) ∑ X6p62X^{log p} ) = O ( X^{3/2} √ log ε(d) ) . Qtoby ocenit~ ∑ 3, my opuskaem usloviem X 6 p 6 2X, togda ∑ 3 = O (√ X √ log ε(d) ∑ p id(p)6 √ X /√_{log ε(d)} log p √ X log ε(d) 1 i_d(p) ) .

Poskol~ku dlØ l¸bogo qisla α > 1, oqevidno, α < 2[α], imeem ∑ 3 = O (√ X √ log ε(d) ∑ p id(p)6 √ X /√_{log ε(d)} log p [√ X log ε(d) / i_d(p) ]) =

= O (√ X √ log ε(d) log ∏ p id(p)6 √ X /√_{log ε(d)} p [_{√X}/√_{log ε(d)}/_{id(p)}]) .

Pust~ ε^k(d) = P_k + √ d Q_k i ε^k(d) = P_k − √ d Q_k. Esli ε^k(d) ≡ 1 (mod p), to ε^k(d) ≡ 1 (mod p). Sledovatel~no, Q_k ≡ 0 (mod p). Esli Q_k ≡ 0 (mod p), to dlØ l¸bogo m imeem Q_{mk} ≡ 0 (mod p). Takim obrazom, l¸boe qislo p, udovletvorØ¸wee uslovi¸ i_d(p) 6 √ X /√ log ε(d), vhodit v proizvedenie ∏ n6^√X^{/√}log ε(d) Q_n

v stepeni ne men~xeæ, qem [√ X /√ log ε(d) / i_d(p) ] . Sledovatel~no, ∑ 3 = O (√ X √ log ε(d) log ∏ n6^√X^{/√}log ε(d) Q_n ) =

= O (√ X √ log ε(d) log ( ε(d)^X /√_{log ε(d)})) = O ( X^{3/2} √ log ε(d) ) . SravnivaØ poslednee vyraßenie s ocenkoæ dlØ ∑ 4, my poluqaem trebuemoe utverßdenie.

DlØ dokazatel~stva teoremy 1 nam ponadobitsØ vspomogatel~- nyæ rezul~tat.

O QISLAH KLASSOV 45

Lemma 1. Pust~ d1>1 i d2>1 – neqetnye, beskvadratnye celye,

ε_1 ØvlØetsØ ediniceæ polØ Q( √ d_1), ε_2 – ediniceæ polØ Q( √ d_2);

pust~ ε_1 =(A_1 +B_1 √ d_1)/2, ε_2 =(A_2 +B_2 √ d_2)/2 i N (ε_1)= N (ε_2) = ±1.

Pust~ K – proizvol~noe pole, soderßawee oba polØ Q( √ d_1) i

Q(^√d2). Pust~ p – prostoæ ideal i NK (p) = p^r , gde p – neqetnoe

prostoe qislo. Pust~ ε_1 ≡ ε_2 (modp), togda A_1 ≡ A_2 (mod p).

Dokazatel~stvo. Tak kak ε1 ≡ ε2 (mod p), to

A_1 − A_2 + B_1 √ d_1 ≡ B_2 √ d_2 (mod p).

VozvodØ obe qasti fftogo sravneniØ v kvadrat, poluqaem

A^2_1 − 2A_1A_2 + A^2 + B^2_1 d_1 + 2(A_1 − A_2)B_1 √ d_1 − B^2 d_2 ≡ 0 (modp).

Poskol~ku A^2_1 − d_1B^2_1 = A^2 − d_2B^2 = ±4,

imeem A^2_1 − A_1A_2 + (A_1 − A_2)B_1 √ d_1 ≡ 0 (mod p).

Sledovatel~no,

(A_1 − A_2)(A_1 + B_1 √ d_1) ≡ 0 (mod p).

Poskol~ku A_1 + B_1 √ d_1 ≢ 0 (mod p), imeet mesto sravnenie A_1 ≡ A_2 (modp). Znaqit, A_1 ≡ A_2 (mod p) i lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pri d = 4n^2 + 1 ε1(d) – osnovnaØ

edinica polØ Q( √ d_1) i ε(d) svØzany sootnoxeniem ε(d) = ε^6_1(d).

Sledovatel~no, v formule (4) moßno zamenit~ i_d(p) na pokazatel~ e_d(p), kotoryæ opredelØetsØ s pomow~¸ sravneniØ ε^m_1 (d) ≡ 1 (mod p) vmesto (5).

Takim obrazom, ∑ 1 = O ( X ∑_′ n6X ∑ 2X6p63X 1 e_d(p) ) . MenØØ porØdok summirovaniØ, poluqaem ∑ 1 = O ( X ∑ 2X6p63X ∑_′ n6X 1 e_d(p) ) . Rassmotrim proizvol~noe pole K, soderßawee vse polØ

Q(^√d), gde d probegaet vse znaqeniØ, uqastvu¸wie v^∑_1. Pust~

46 E. P. GOLUBEVA

p – proizvol~nyæ prostoæ ideal K. Kak izvestno, sravnenie α^m ≡ 1 (modp) imeet v pole K ne bolee, qem m razliqnyh rexeniæ (mod p).

Poskol~ku ε_1(d_i) ≡ (n_i + √ d_i)/2 i v usloviØh teoremy n_i ≢ n_j (mod p) pri l¸bom p i i ≠ j, iz lemmy 1 sleduet, qto ε_1(d_i) ≢ ε_1(d_j) (mod p) dlØ l¸bogo p | p pri 2X 6 p 6 3X.

Sledovatel~no, pri zadannom p fiksirovannoe znaqenie e_d(p) = m(p) prinimaetsØ pri razliqnyh d ne bolee, qem m(p) raz. Takim obrazom, ∑ 1 = O ( X ∑ 2X6p63X ∑ m(p) 1 ) , gde vo vnutrenneæ summe m(p) prinimaet po odnomu razu vse vozmoßnye znaqeniØ dlØ e_d(p).

Tak kak e_d(p) | 2(p + 1) ili e_d(p) | 2(p − 1), to ∑ 1 = O ( X ∑ 2X6p63X^{τ (p + 1) + τ (p − 1)} ) = O(X^2)

i teorema dokazana.

DlØ dokazatel~stva teoremy 2 nam ponadobitsØ informaciØ o koliqestve L-funkciæ Dirihle s harakterami (mod d), kotorye, vozmoßno, ne udovletvorØ¸t uslovi¸ L_d(1) ≪ log log d.

Takoæ rezul~tat soderßitsØ v rabote [9], hotØ v neæ idet req~ o harakterah mnimogo kvadratiqnogo polØ. V deæstvitel~nosti, toqno takie ße ocenki spravedlivy i v sluqae vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ.

Lemma 2. DlØ l¸bogo δ > 0 naædetsØ vewestvennoe qislo A, za-

visØwee tol~ko ot δ, i dlØ kaßdogo X > 3 naædetsØ mnoßestvo E(X) (vozmoßno pustoe) so sledu¸wimi svoæstvami:

(i) Pust~ D – celoe, D 6 X i D ne prinadleßit E(X). Togda ravnomernoe sootnoxenie

L_D(1) = ( 1 + O (( log X )_{−1})) ∏ p6H ( 1 − χ_D(p)p^{−1} )_{−1}

spravedlivo dlØ vseh vewestvennyh H, udovletvorØ¸wih uslovi¸

H ¿ (log X)^A, i dlØ vseh primitivnyh harakterov χ (mod D).

(ii) Qislo celyh D, prinadleßawih E(X), ravno O(X^δ ).

Dokazatel~stvo sm. v [9].

O QISLAH KLASSOV 47

Dokazatel~stvo teoremy 2. Utverßdenie teoremy mgnovenno

sleduet iz teoremy 1 i lemmy 2, poskol~ku pri d = 4n^2 +1 h(d) ≍ √ d L_d(1)/ log d.

Literatura

1. C. Hooley, On the Pellian equation and the class number of indefinite binary quadratic forms, J. reine und angew. Math. 353 (1984), 98–131.

2. P. C. Sarnak,, Class numbers of indefinite binary quadratic forms. II, J. Number Theory 21, No. 3 (1985), 333–346.

3. E. P. Golubeva, O qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ diskriminanta 4p, Zap. nauqn. semin. POMI 204 (1993), 11–36.

4. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ. I, Zap. nauqn. semin. LOMI 160 (1987), 72–81.

5. Y. Yamamoto, Real quadratic number fields with large fundamental units, Osaka J. Math. 8, No. 2 (1971), 261–270.

6. E. P. Golubeva, O dlinah periodov razloßeniØ v nepreryvnu¸ drob~ kvadratiqnyh irracional~nosteæ i qislah klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ. II, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 11–22.

7. O. M. Fomenko, Qisla klassov neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh form, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 312–333.

8. B. A. Venkov, �lementarnaØ teoriØ qisel, M.-L., (1937).

9. P. D. T. A. Elliott, The distribution of the quadratic class numbers, Litovsk.

mat. sb. 10, No. 1 (1970), 189–197.

Postupilo 25 dekabrØ 2001 g. Gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ im. M. A. Bonq-Brueviqa

E-mail:elena�golubeva@mail.ru