Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

E. G. Goluzina

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM

{f(z_1), f(z_2), f^′(z_2)} I {f(z_1), f^′(z_1), f^{′′}(z_1)} NA KLASSE

TIPIQNO VEWESTVENNYH FUNKCI`

V nastoØweæ rabote issledovany mnoßestva znaqeniæ ukazannyh v zaglavii sistem na klasse T funkciæ f(z) = z + a_2z^2 + . . . , regulØrnyh i tipiqno vewestvennyh v kruge U = {z : |z| < 1}. Kak sledstvie, naædeny mnoßestva znaqeniæ f^′(z_2) i f^{′′}(z_1) pri fiksirovannyh f(z_1), f(z_2) i f(z_1), f^′(z_1), sootvetstvenno.

DannaØ rabota prodolßaet seri¸ issledovaniæ mnoßestv znaqeniæ sistem funkcionalov na klassah funkciæ, dopuska¸- wih integral~noe predstavlenie, na osnove rezul~tatov teorii momentov. Rassmatrivaemye sistemy funkcionalov predstavlØ- ¸t soboæ sistemy znaqeniæ funkcii i ee proizvodnyh v zadannyh toqkah ee oblasti opredeleniØ. Naqalo ukazannomu napravleni¸ poloßila rabota [1], v kotoroæ byli rassmotreny sistemy vida I_{k,ν}(p) = {p^{(ν)}(z_k)} (z_k — razliqnye zadannye toqki kruga U k = 1, 2, . . ., m; ν = 0, 1, . . ., α_k) na klasse C funkciæ p(z) = 1 + ∑_∞ n=1 c_nz^n, regulØrnyh i s Rep(z) > 0 v U . Tak, v [1] dana harakteristika mnoßestva znaqeniæ sistemy I_{k,ν} (p) s pomow~¸ neotricatel~nyh i poloßitel~no opredelennyh ffrmitovyh form i opisany vse graniqnye funkcii. Pri fftom ispol~zovany kriterii razreximosti trigonometriqeskoæ problemy momentov i teorema Feæera–Rissa dlØ neotricatel~nyh trigonometriqeskih mnogoqlenov (sm. [2]). Analogiqnym obrazom v [3] bylo issledovano mnoßestvo znaqeniæ sistemy I_{k,ν}(f) na klasse T . V [3] ispol~zovalis~ kriterii razreximosti stepennoæ problemy momentov i teorema Markova–Lukaqa dlØ neotricatel~nyh algebraiqeskih mnogoqlenov. Takoæ podhod pozvolil naæti mnoßestva znaqeniæ kon- 48

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM 49

kretnyh sistem:

{f(z_1), f(z_2)} i {f(z_1), f^′(z_1)} [4, 5], {f(z_1), f(z_2), f^′(z_2)} pri Im z_1 ≠ 0, Im z_2 = 0 [6].

Zdes~ my ill¸striruem vozmoßnosti ukazannogo vyxe podhoda na primere zadaqi o mnoßestvah znaqeniæ sistem

{f(z_1), f(z_2), f^′(z_2)} v sluqae Im z_j ≠ 0, z_j ∈ U, j = 1, 2, {f(z_1), f^′(z_1), f^{′′}(z_1)} pri l¸bom z_1 ∈ U.

§1. OboznaqeniØ i formulirovki rezul~tatov

1.1. Oboznaqim qerez D1 mnoßestvo znaqeniæ sistemy I1(f) =

{f(z_1), f(z_2), f^′(z_2)} na klasse T pri uslovii

z_j ∈ U, Im z_j ≠ 0, z_1 ≠ z_2, z_j fiksirovany, j = 1, 2. (1)

Poloßim

ζ(z) = z + 1 z , ζ_j = ζ(z_j ), w_j = f(z_j ),

ω_j = ω_j (w_j) = (4 − ζ^2_j )w_j, d_j = d_j(w_j ) = −1 −

Im ω_j Im ζ_j , h_j = h_j(w_j) = −|w_j|^2 −

Im w_j Im ζ_j

, j = 1, 2;

w_3 = f^′(z_2), ~w_3 = −w_3/ζ^′(z_2).

Teorema 1. D1 est~ mnoßestvo vseh toqek (w1, w2, w3) ∈ C^3 , udo-

vletvorØ¸wih sledu¸weæ sisteme neravenstv:

d_1 ¿ 0, d_1d_2 ¿ | | | ω^1 − ω̄^2 ζ_1 − ζ̄_2 + 1 | | |^2, (2)

h_1 ¿ 0, h_1h_2 ¿ | | | | w_1 − w̄_2 ζ_1 − ζ̄_2

+ w_1w̄_2 | | | | 2 , (3)

50 E. G. GOLUZINA

d_1(d^2 − |2ζ_2w_2 + 1 ζ^′(z_2)

(ζ^2_2 − 4)w_3 − 1|^2)

+ 2Re [ (2ζ_2w_2 + 1 ζ^′(z_2)

(ζ^2_2 − 4)w_3 − 1) ( ω_1 − ω̄_2

ζ_1 − ζ̄_2 + 1 )( ω̄_1 − ω̄_2

ζ̄_1 − ζ̄_2 + 1 )]

− d_2 (| | | ω_1 − ω̄_2

ζ_1 − ζ̄_2 + 1 | | | | 2 + | | | | ω_1 − ω_2

ζ_1 − ζ_2 + 1 | | | | 2) ¿ 0, (4)

h_1 ( h^2 − | | | | w_3

ζ^′(z_2)

+ w^2 | | | | )

− h_2 (| | | w_1 − w̄_2

ζ_1 − ζ̄_2

+ w_1w̄_2 | | | | 2 + | | | | w_1 − w_2

ζ_1 − ζ_2

+ w_1w_2 | | | | 2)

− 2Re [( w_3

ζ^′(z_2)

+ w^2 )( w_1 − w̄_2

ζ_1 − ζ̄_2

+ w_1w̄_2 )( w̄_1 − w̄_2

ζ̄_1 − ζ̄_2 + w̄^1w̄^2 )] ¿ 0,_{(5)}

V [5] dokazano, qto mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z_1), f(z_2)}

na klasse T pri uslovii (1) est~ mnoßestvo toqek (w_1, w_2) ∈

C^2 , udovletvorØ¸wih sisteme neravenstv (2, 3). �to pozvolØet

vvesti klass

T_1 = {f ∈ T : f(z_1) = w^{(0)}_1 , f(z_2) = w^{(0)}_2 },

gde w^{(0)}_j (j = 1, 2) fiksirovany takim obrazom, qto vypolneny

neravenstva

d_1(w^{(0)}_1 ) > 0, d_1(w^{(0)}_1 )d_2(w^{(0)}_2 ) > | | | | ω_1(w^{(0)}_1 ) − ω_2(w^{(0)}_2 )

ζ_1 − ζ̄_2 + 1 | | | | 2 ,

h_1(w^{(0)}_1 ) > 0, h_1(w^{(0)}_1 )h_2(w^{(0)}_2 ) > | | | | w^{(0)}_2 − w^{(0)}_1

ζ̄_2 − ζ_1 + w^{(0)1} w^{(0)2} | | | | 2 . Togda iz neravenstv (4) i (5) teoremy 1 poluqaem

Sledstvie 1. Mnoßestvo D^′_1 znaqeniæ f^′(z2) na klasse T1 est~

pereseqenie krugov Ω_j , j = 1, 2, gde Ω_j = {w : |w − O_j| 6 R_j} i O_1 = ζ^′(z_2)

4 − ζ^2_2 [ 2ζ_2w^{(0)}_2 − 1 − 1 d_1(w^{(0)}_1 )

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM 51 × ( (4 − ζ^2_2 )w^{(0)}_2 −(4−ζ̄^2_1 )w^{(0)}_1

ζ_2 −ζ̄_1 +1 )( (4−ζ^2_1 )w^{(0)}_1 −(4−ζ^2_2 )w^{(0)}_2

ζ_1 −ζ_2 +1 )] ,

R_1 =

|ζ^′(z_2)|

d_1(w^{(0)}_1 )|4 − ζ^2_2 |

× ( d_1(w^{(0)}_1 )d_2(w^{(0)}_2 ) − | | | | (4 − ζ^2_1 )w^{(0)}_1 − (4 − ζ^2_2 )w^{(0)}_2

ζ_1 − ζ̄_2 + 1 | | | | 2)_{1/2}

× ( d_1(w^{(0)}_1 )d_2(w^{(0)}_2 ) − | | | (4 − ζ^{21} )w^{(0)1} − (4 − ζ^{22} )w^{(0)2} ζ_1 − ζ_2 + 1 | | |^2 )_{1/2} ,

O_2 = −ζ^′(z_2) [ 1 h_1(w^{(0)}_1 ) ( w^{(0)}_2 − w^{(0)}_1

ζ_2 − ζ̄_1

+ w^{(0)}_1 w^{(0)}_2 )

× ( w^{(0)}_2 − w^{(0)}_1

ζ_2 − ζ_1

+ w^{(0)}_1 w^{(0)}_2 ) + (w^{(0)}_2 )^2 ] ,

R_2 =

|ζ^′(z_2)|

h_1(w^{(0)}_1 ) ( h_1(w^{(0)}_1 )h_2(w^{(0)}_2 ) − | | | | w^{(0)}_2 − w^{(0)}_1

ζ_2 − ζ̄_1

+ w^{(0)}_1 w^{(0)}_2 | | | | 2)_{1/2}

× ( h_1(w^{(0)}_1 )h_2(w^{(0)}_2 ) − | | | | w^{(0)}_2 − w^{(0)}_1

ζ_2 − ζ_1

+ w^{(0)}_1 w^{(0)}_2 | | | | 2)_{1/2} . 1.2. Oboznaqim qerez D2 mnoßestvo znaqeniæ sistemy I2(f) =

{f(r), f(z_0), f^′(z_0)} na klasse T pri uslovii

0 < r < 1, z_0 ∈ U, Im z_0 ≠ 0, r i z_0 fiksirovany. (6)

52 E. G. GOLUZINA

Poloßim

ρ = r + 1 r , ζ_0 = z_0 + 1 z_0 , x_1 = f(r), w_1 = x_2 + ix_3 = f(z_0), w_2 = x_4 + ix_5 = f^′(z_0), w̃_2 = −w_2/ζ^′(z_0);

a^{(j)}_{00} = a^{(j)}_{00} (x_1) = ε_j + (2 − ε_jρ)x_1, a^{(j)}_{01} = a^{(j)}_{01} (x_1, w_1) = 1 ζ_0 − ρ

[(2 − ε_j ρ)x_1 − (2 − ε_j ζ_0)w_1],

a^{(j)}_{11} = a^{(j)}_{11} (x_1, w_1) = (2 − ε_j ρ)x_1|ζ_0 − ρ|^{−2} + 1 Im ζ_0 Im (2 − ε_j ζ_0)w_1 ζ_0 − ρ , a^{(j)}_{12} = a^{(j)}_{12} (x_1, w_1, w_2)

= (2 − ε_jρ)(x_1 − w_1)(ζ_0 − ρ)^{−2} − (2 − ε_j ζ_0)w̃_2(ζ_0 − ρ)^{−1}, ε_j = (−1)^{j+1}, j = 1, 2.

Teorema 2. D2 est~ mnoßestvo vseh toqek (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R^5,

udovletvorØ¸wih sledu¸weæ sisteme neravenstv:

a^{(j)}_{00} ¿ 0, a^{(j)}_{00} a^{(j)}_{11} ¿ |a^{(j)}_{01} |^2, (7) (a^{(j)}_{11} )^2a^{(j)}_{00} − 2a^{(j)}_{11} |a^{(j)}_{01} |^2 − |a^{(j)}_{12} |^2a^{(j)}_{00} + 2Re[(a^{(j)}_{01} )^2a^{(j)}_{12} ] ¿ 0, (8) j = 1, 2. Kak pokazano v [4], mnoßestvom znaqeniæ sistemy {f(r), f(z_0)} na klasse T pri vypolnenii usloviØ (6) ØvlØetsØ mnoßestvo toqek (x_1, x_2, x_3) ∈ R^3, udovletvorØ¸wih neravenstvam (7).

Vvedem klass T_2 = {f ∈ T : f(z_0) = w_0, f(r) = a}, gde a, w_0 fiksirovany i udovletvorØ¸t neravenstvam a^{(j)}_{00} (a) > 0, a^{(j)}_{00} (a)a^{(j)}_{11} (a, w_0) > |a^{(j)}_{01} (a, w_0)|^2.

Zapisav neravenstva (8) v nadleßaweæ forme, iz teoremy 2 poluqim

Sledstvie 2. Mnoßestvo D^′_2 znaqeniæ f^′(z0) na klasse T2 ØvlØ-

etsØ pereseqeniem dvuh krugov Δ_j = {w : |w − O^{(j)}| 6 R^{(j)}}, j = 1, 2,

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM 53 gde O^{(j)} = ζ^′(z_0) (ζ_0 − ρ)(2 − ε_j ζ_0) { (2 − ε_j ρ)(w_0 − a)

+ [(2 − ε_j ρ)a − (2 − ε_j ζ_0)w_0]^2(ε_j + (2 − ε_jρ)a)^{−1} } , R^{(j)} =

|ζ^′(z_0)| |(ζ_0 − ρ)(2 − ε_j ζ_0)| { (2 − ε_j ρ)a − 1 Im ζ_0

Im[(2 − ε_j ζ_0)(ρ − ζ_0)w_0]

− |(2 − ε_j ρ)a − (2 − ε_j ζ_0)w_0|^2(ε_j + (2 − ε_jρ)a)^{−1} } , ε_j = (−1)^{j+1}.

1.3. Oboznaqim qerez D3 mnoßestvo znaqeniæ sistemy I3(f) =

{f(z_1), f^′(z_1), f^{′′}(z_1)} na klasse T pri fiksirovannom z_1 ∈ U .

Poloßim

w_1 = f(z_1), w_2 = f^′(z_1), w_3 = f^{′′}(z_1),

ζ(z) = z + 1 z , ζ_1 = ζ(z_1),

~w_2 = −w_2/ζ^′(z_1), ~w_3 = 1 2 [w_3 + ζ^{′′}(z_1) ~w_2][ζ^′(z_1)]^{−2};

ω_1 = ω_1(w_1) = (ζ^2_1 − 4)w_1, ω_j = ω_j(w_j ) = (ζ^2_1 − 4) ~w_j, j = 2, 3; a_{11} = a_{11}(w_1) = −1 + Im ω_1/ Im ζ_1, a_{12} = a_{12}(w_1, w_2) = 1 + ω_2 − 2ζ_1w_1,

a_{23} = a_{23}(w_1, w_2) = w_1 + iω_2 2 Im ζ_1

+ i(ζ^2_1 − 4) Im w_12^{−1}(Im ζ_1)^{−2},

a_{33} = a_{33}(w_1, w_2) = 1 2 [Im w_1(|ζ_1|^2 − 4) + Im ζ_1Reω_2](Im ζ_1)^{−3},

b_1 = b_1(w_1) = −|w_1|^2 −

Im w_1 Im ζ_1 , b_2 = b_2(w_2) = −| ~w_2|^2 − 1 2 ( Re ~w_2 +

Im w_1 Im ζ_1 ) (Im ζ_1)^{−2},

σ_1 = σ_1(w_1, w_2) = ~w_2 − w^2_1,

σ_2 = σ_2(w_1, w_2) = −w_1 ~w_2 − i 2 ( Im w_1 Im ζ_1

+ ~w_2 ) 1 Im ζ_1 .

54 E. G. GOLUZINA

Teorema 3. D3 est~ mnoßestvo vseh toqek (w1, w2, w3) ∈ C^3 , udo-

vletvorØ¸wih v sluqae Im z_1 ≠ 0 sisteme neravenstv: a_{11}(w_1) ¿ 0, a^2_{11}(w_1) ¿ |a_{12}(w_1, w_2)|^2, (9) b_1(w_1) ¿ 0, b^2_1(w_1) ¿ |σ_1(w_1, w_2)|^2, (10) a^2_{11}a_{33} − |w_1 − 2ζ_1 ~w_2|^2a_{11} − a_{11}|a_{23}|^2 − |a_{12}|^2a_{33} − 2Re[(w_1 − 2ζ_1 ~w_2)a_{12}a_{23}] ¿ |ω_3|^2a_{11} + 2Re[ω̄_3(a_{12}a_{23} + (w_1 − 2ζ_1 ~w_2)a_{11})], (11) b^2_1b_2 − b_1|σ_2|^2 − b_2|σ_1|^2 ¿ | ~w_3 − w_1 ~w_2|^2b_1 − 2Re[σ̄_1σ_2( ~w_3 − w_1 ~w_2)]. (12) V sluqae z_1 = r, 0 < r < 1, D_3 est~ mnoßestvo vseh toqek (x_1, x_2, x_3) ∈ R^3, udovletvorØ¸wih sledu¸weæ sisteme neravenstv (x_1 = f(r), x_2 = f^′(r), x_3 = f^{′′}(r)): ε + ( 2 − ε 1 + r^2 r ) x_1 ¿ 0, [ ε + ( 2 − ε 1 + r^2 r ) x_1 ][ εr^2x_2 1 − r^2

+ r^4 ( 2 − ε 1 + r^2 r ) x_3 + 2x_{2r(1−r2)}

2(1 − r^2)^2 ] ¿^|εx1 +^(2 − ε^{1 + r2}_r^{) r2x2}_{1 − r2}^|^2, ε = (−1)^j, j = 1, 2.

V rabote [5] dokazano, qto mnoßestvo znaqeniæ sistemy {f(z_1), f^′(z_1)} na klasse T v sluqae Im z_1 ≠ 0, z_1 ∈ U , ØvlØetsØ mnoßestvom toqek (w_1, w_2) ∈ C^2 , udovletvorØ¸wih sisteme neravenstv (9, 10).

Pust~ T_3 = {f ∈ T : f(z_1) = w_0, f^′(z_1) = ω_0}, gde w_0, ω_0 udovletvorØ¸t neravenstvam a_{11}(w_0) > 0, a^2_{11}(w_0) > |a_{12}(w_0, ω_0)|^2, b_1(w_0) > 0, b^2_1(w_0) > |σ_1(w_0, ω_0)|^2.

Iz neravenstv (11) i (12) teoremy 3 vytekaet

Sledstvie 3. Mnoßestvo D^′_3 znaqeniæ f^{′′}(z1) na klasse T3 v slu-

qae Im z_1 ≠ 0 ØvlØetsØ pereseqeniem dvuh krugov K_j = {z : |w − O^′_j| 6 R^′_j}, j = 1, 2,

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM 55 gde O^′_1 = −2 z^2_1 [ a^{−1}_{11} (w_0)a_{23}(w_0, ω_0)a_{12}(w_0, ω_0) + w_0 −

2z_1(1 + z^2_1) 1 − z̄_1 ω_0 ]

− 2ω_0 z_1(1 − z^2_1 ) , R^′_1 = 2 |z_1|^2a_{11}(w_0)

[a^2_{11}(w_0) − |a_{12}(w_0, ω_0)|^2]^{1/2}

× [a_{11}(w_0)a_{33}(w_0, ω_0) − |a_{23}(w_0, ω_0)|^2]^{1/2},

O^′_2 =

2(1 − z^2_1 )^2 z^4_1 [ z^2_1 w_0ω_0 1 − z^2_1 + 1 b_1(w_0) σ_1(w_0, ω_0)σ_2(w_0, ω_0) ] − 2ω_0 z_1(1 − z^2_1 ) , R^′_2 = 2

|1 − z^2_1 |^2 |z_1|^4b_1(w_0)

[b^2_1(w_0) − |σ_1(w_0, ω_0)|^2]^{1/2} × [b_1(w_0)b_2(w_0, ω_0)

− |σ_2(w_0, ω_0)|^2]^{1/2}.

§2. Dokazatel~stva

2.1. Dokazatel~stvo teoremy 1. DlØ klassa T izvestno inte-

gral~noe predstavlenie: f(z) ∈ T ⇐⇒ 1∫ −1 z 1 − 2tz + z^2 dα(t), α(t) ∈ M_1, (13)

gde M_1 — klass funkciæ α(T ), neubyva¸wih na [−1, 1],

∫_1 −1 dα(t) = 1. Pofftomu dlØ sistemy I_1(f) imeem predstavlenie

f(z_j ) = 1∫ −1 dα(t) ζ_j − 2t , f^′(z_2) = 1∫ −1 −ζ^′(z_2) (ζ_2 − 2t)^2 dα(t), j = 1, 2, α ∈ M_1. (14) Iz (14) sleduet, qto D_1 — vypukloe, ograniqennoe i zamknutoe mnoßestvo v C^3 . Po teoreme v [2, teorema 1.3, s. 86–87], dlØ spravedlivosti predstavleniØ (14) neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri vypolnenii dlØ vseh t ∈ [−1, 1] neravenstva

φ_1(t) ≡ Re [ δ_0 + δ_1 ζ_1 − 2t + δ_2 ζ_2 − 2t + δ_3 (ζ_2 − 2t)^2 ] ¿ 0 (15)

56 E. G. GOLUZINA

vypolnØlos~ by i neravenstvo

H_1 ≡ Re[δ_0 + δ_1w_1 + δ_2w_2 + δ_3w̃_3] ¿ 0, (16)

gde δ_0, . . . , δ_3 — kompleksnye qisla, δ_0 ≠ 0.

Zapixem (15) v vide

φ_1(t) =

A_6(t) |ζ_1 − 2t|^2|ζ_2 − 2t|^4 ¿

0, −1 6 t 6 1, (17)

gde A_6(t) — algebraiqeskiæ mnogoqlen ot t 6-oæ stepeni. Po teoreme Markova–Lukaqa [2, s. 89], imeem

A_6(t) = (1 − t^2)(x_0 + x_1t + x_2t^2)^2 +

(_3∑ k=0 y_kt^k )_2 , (18)

gde x_j (j = 0, 1, 2) i y_k(k = 0, 1, 2, 3) — nekotorye vewestvennye qisla. Podstavim (18) v levu¸ qast~ neravenstva (17) i zapixem φ_1(t) v vide

φ_1(t) = (1 − t^2) | | | β_0 ζ_1 − 2t + β_1 ζ_2 − 2t + β_2 ζ̄_2 − 2t | | | | 2 + | | | |γ^0 + γ_1 ζ_1 − 2t + γ_2 ζ_2 − 2t + γ_3 ζ̄_2 − 2t | | | | 2 . (19)

Zametim, qto ime¸t mesto razloßeniØ

1 − t^2 |ζ_j − 2t|^2 = − 1 4 ( 1 + 1 Im ζ_j Im 4 − ζ^2_j ζ_j − 2t ) , j = 1, 2, 1 − t^2 (ζ_1 − 2t)(ζ̄_2 − 2t) = − 1 4 [ 1 − 1 ζ̄_2 − ζ_1 ( 4 − ζ^2_1 ζ_1 − 2t − 4 − ζ̄^2_2 ζ̄_2 − 2t )] , 1 − t^2 (ζ_2 − 2t)^2 = − 1 4 [ 1 − 2ζ_2 ζ_2 − 2t + ζ^2_2 − 4 (ζ_2 − 2t)^2 ] , 1 − t^2 (ζ_1 − 2t)(ζ_2 − 2t) = − 1 4 [ 1 − 1 ζ_2 − ζ_1 ( 4 − ζ^2_1 ζ_1 − 2t − 4 − ζ^2_2 ζ_2 − 2t )] , 1 |ζ_j − 2t|^2 = 1 ζ̄_j − ζ_j ( 1 ζ_j − 2t − 1 ζ̄_j − 2t ) , j = 1, 2, 1 (ζ_1 − 2t)(ζ_2 − 2t) = 1 ζ_1 − ζ_2 ( 1 ζ_2 − 2t − 1 ζ_1 − 2t ) . (20)

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM 57

V silu usloviØ φ_1(t) ¿ 0 na promeßutke [−1, 1], iz (19) poluqaem, qto dlØ togo qtoby neravenstvo (15) vleklo za soboæ neravenstvo (16) neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri proizvol~nom vybore z_1 i z_2 iz kruga U , Im z_j ≠ 0, j = 1, 2, z_1 ≠ z_2, byla neotricatel~na forma

H_1 = ( Im[(ζ^2_1 − 4)w_1]

Im ζ_1 − 1 ) |β_0|^2 + ( Im[(ζ^2_2 − 4)w_2] Im ζ_2 − 1 ) (|β_1|^2 + |β_2|)^2

+ 2Re {[ (4 − ζ^2_1 )w_1 − (4 − ζ̄^2_2 )w̄_2 ζ̄_2 − ζ_1 − 1 ] β_0β̄_1 }

+ 2Re {[ (4 − ζ^2_1 )w_1 − (4 − ζ^2_2 )w_2 ζ_2 − ζ_1 − 1 ] β_0β̄_2 }

+2Re [ (2ζ_2w_2 − 1 − (ζ^2_2 − 4)w̃_3)β_1β̄_2 ] + |γ_0|^2 −

Im w_1 Im ζ_1

|γ_1|^2 −

Im w_2 Im ζ_2

(|γ_2|^2 + |γ_3|^2)

+ 2Re(w̄_1γ_0γ̄_1) + 2Re(w̄_2γ_0γ̄_2) + 2Re(w_2γ_0γ̄_3)

+ 2Re ( w̄_2 − w_1 ζ_1 − ζ̄_2 γ_1γ̄_2 ) + 2Re ( w_2 − w_1 ζ_1 − ζ_2 γ_1γ̄_3 ) + 2Re(w̃_3γ_2γ̄_3). (21)

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 1 nam potrebu¸tsØ sledu¸wie dva utverßdeniØ.

Pust~ C_1 = C_1(w_1, w_2, w_3) — matrica ffrmitovoæ formy (21), |C_1(w_1, w_2, w_3)| — ee opredelitel~.

Lemma 1. 1. Toqka X = (w1, w2, w3) ∈ C^3 togda i tol~ko togda

ØvlØetsØ vnutrenneæ toqkoæ mnoßestvo D_1, kogda ffrmitova forma (21) poloßitel~na.

2. Toqka X ∈ D_1 togda i tol~ko togda ØvlØetsØ graniqnoæ toqkoæ mnoßestva D_1, kogda |C_1(X)| = 0.

Dokazatel~stvo lemmy 1 analogiqno dokazatel~stvu lemmy 2 v [3].

Poloßitel~naØ opredelennost~ ffrmitovoæ formy (21) ravnosil~na [7, s. 300] poloßitel~nosti posledovatel~nyh glavnyh minorov matricy H_1(X). Vvidu zamknutosti mnoßestva D_1 i lemmy 1, ffto dokazyvaet teoremu 1.

2.2. Dokazatel~stvo teoremy 2. Ispol~zuØ (13), dlØ sistemy

58 E. G. GOLUZINA I_2(f) poluqaem predstavlenie f(r) = 1∫ −1 dα(t) ρ − 2t , f(z_0) = 1∫ −1 dα(t) ζ_0 − 2t

, f^′(z_0) = 1∫ −1 −ζ^′(z_0) (ζ_0 − 2t)^2 dα(t), α ∈ M_1. (22) Iz (22) sleduet, qto D_2 — vypukloe, ograniqennoe i zamknutoe mnoßestvo v R^5.

DlØ vypolneniØ (22) neobhodimo i dostatoqno, qtoby iz spravedlivosti neravenstva

φ_2(t) ≡ Re [ δ_0 + δ_1 ρ − 2t + δ_2 ζ_0 − 2t + δ_3 (ζ_0 − 2t)^2 ] ¿ 0 (23)

pri l¸bom t ∈ [−1, 1] sledovalo neravenstvo H_2 ≡ Re[δ_0 + δ_1x_1 + δ_2w_1 + δ_3w̃_2] ¿ 0. (24) Ispol~zuØ teoremu Markova Lukaqa [2, s. 89], iz (23) poluqim

φ_2(t) = 1 − t ρ − 2t | | | |β^0 + β_1 ζ_0 − 2t + β_2 ζ̄_0 − 2t | | | | 2 + 1 + t ρ − 2t | | | |γ^0 + γ_1 ζ_0 − 2t + γ_2 ζ̄_0 − 2t | | | | 2 , gde β_k, γ_k — kompleksnye qisla (k = 0, 1, 2), β_0 ≠ 0, γ_0 ≠ 0. Sledovatel~no, dlØ spravedlivosti predstavleniØ (22) neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri proizvol~nom vybore r ∈ (0, 1) i z_0 ∈ U , Im z_0 ≠ 0, byla neotricatel~na ffrmitova forma

H_2 = a^{(1)}_{00} |β_0|^2 + a^{(1)}_{11} (|β_1|^2 + |β_2|^2) + 2Re(a^{(1)}_{01} β̄_0β_1) + 2Re(ā^{(1)}_{01} β̄_0β_2)

+ 2Re(a^{(1)}_{12} β_1β̄_2) + a^{(2)}_{00} |γ_0|^2 + a^{(2)}_{11} (|γ_1|^2 + |γ_2|^2) + 2Re(a^{(2)}_{01} γ̄_0γ_1)

+ 2Re(ā^{(2)}_{01} γ̄_0γ_2) + 2Re(a^{(2)}_{12} γ_1γ̄_2). (25) DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 2 vospol~zuemsØ sledu- ¸weæ lemmoæ.

Lemma 2. 1. Pust~ X = (x1, x2, . . ., x5) ∈ R^5. Togda X ∈ Int D2 ⇐⇒

ffrmitova forma (25) poloßitel~na.

2. Pust~ X ∈ D_2. Togda X ∈ ∂ D_2 ⇐⇒ |C_2(X)| = 0, gde |C_2(X)| — opredelitel~ matricy ffrmitovoæ formy (25).

Lemma 2 dokazyvaetsØ analogiqno lemme 1 v [3].

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM 59

2.3. Dokazatel~stvo teoremy 3. V silu (13), dlØ sistemy I3(f)

imeem integral~noe predstavlenie

f(z_1) = 1∫ −1 dα(t) ζ_1 − 2t

, f^′(z_1) = 1∫ −1 −ζ^′(z_1)dα(t) (ζ_1 − 2t)^2 ,

f^{′′}(z_1) = 1∫ −1 ( 2[ζ^′(z_1)]^2 (ζ_1 − 2t)^3 − ζ^{′′}(z_1) (ζ_1 − 2t)^2 ) dα(t), α ∈ M_1. (26)

Iz (26) vidno, qto sistema (w_1, w_2, w_3) poluqaetsØ iz sistemy (w̃_1, w̃_2, w̃_3) preobrazovaniem

w_1 = w̃_1, w_2 = −ζ^′(z_1)w̃_2, w_3 = 2(ζ^′(z_1))^2w̃_3 − ζ^{′′}(z_1)w̃_2 i w̃_l = 1∫ −1 dα(t) (ζ_1 − 2t)^l , l = 1, 2, 3, 1∫ −1 dα(t) = 1. V sluqae Im ζ_1 ≠ 0 rassmotrim neotricatel~nu¸ na promeßutke [−1, 1] funkci¸

φ_3(t) ≡ Re { δ_0 + 3∑ k=1 δ_k (ζ_1 − 2t)^k } (27)

(δ_k ∈ C , k = 0, 1, 2, 3, δ_0 ≠ 0) i predstavim ee v vide

φ_3(t) =

A_6(t) |ζ_1 − 2t|^6

= (1 − t^2) | | | | β_0 ζ̄_1 − 2t + β_1 ζ_1 − 2t + β_2 (ζ_1 − 2t)^2 | | | | 2

+ | | | |γ^0 + γ_1 ζ̄_1 − 2t + γ_2 ζ_1 − 2t + γ_3 (ζ_1 − 2t)^2 | | | | 2 . V sluqae z_1 = r (r +^1_r = ρ) rassmotrim funkci¸ (27) pri ζ_1 = ρ i vewestvennyh δ_k i zapixem ee v vide

A_3(t) (ρ − 2t)^3 = 1 − t ρ − 2t ( β_0 + β_1 ρ − 2t )_2 + 1 + t ρ − 2t ( γ_0 + γ_1 ρ − 2t )_2 .

60 E. G. GOLUZINA

Dalee dokazatel~stvo teoremy 3 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1, pri fftom ispol~zu¸tsØ razloßeniØ (20) i ravenstva

1 − t^2 |ζ_1 − 2t|^2(ζ_1 − 2t) = − 1 4(ζ_1 − 2t) + i 8 Im ζ_1 [ 4 − ζ^2_1 (ζ_1 − 2t)^2 + ζ̄2_1 − 4 |ζ_1 − 2t|^2 ] , 1 |ζ_1 − 2t|^2(ζ_1 − 2t) = i 2 Im ζ_1 [ 1 (ζ_1 − 2t)^2 − 1 |ζ_1 − 2t|^2 ] , 1 − t^2 |ζ_1 − 2t|^4 = − 1 4|ζ_1 − 2t|^2 + 1 4 Im ζ_1|ζ_1 − 2t|^2 Re i(4 − ζ^2_1 ) ζ_1 − 2t , 1 − tε (ρ − 2t)^k = ε 2(ρ − 2t)^{k−1} + 2 − ρε 2(ρ − 2t)^k , k = 1, 2, 3. Teorema 3. Kaßdoæ toqke Xl ∈ ∂ Dl, l = 1, 3, sootvetstvuet

tol~ko odna funkciØ klassa T i ona imeet vid: libo

f_l(z) = 4∑ j=1 λ_jz 1 − 2t_j z + z^2

, gde t_1 = −1, t_2 = 1, t_3, t_4 ∈ (−1, 1),

λ_j ¿ 0, 4∑ j=1 λ_j = 1, t_j ≠ t_k pri j ≠ k, libo

f_l(z) = 3∑ j=1 μ_j z 1 − 2τ_jz + z^2 ,

gde τ_j ∈ (−1, 1), j = 1, 2, 3, μ_j ¿ 0, 3∑ j=1 μ_j = 1,

τ_j ≠ τ_k pri j ≠ k.

Kaßdoæ toqke X_2 ∈ ∂ D_2 sootvetstvuet edinstvennaØ funkciØ klassa T :

f_2(z) = 3∑ j=1 ν_jz 1 − 2t_j z + z^2 ,

gde ν_j ¿ 0, 3∑ j=1 ν_j = 1, t_j ≠ t_k pri j ≠ k,

t_1 = −1 ili 1, t_{2,3} ∈ (−1, 1).

O MNOȷESTVAH ZNAQENI` SISTEM 61

Dokazatel~stvo teoremy 3 analogiqno dokazatel~stvu lemmy 2 v [3].

Literatura

1. V. A. Andreeva, N. A. Lebedev, A. V. Stovbun, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v nekotoryh klassah regulØrnyh funkciæ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1961), 8–22.

2. M. G. Kreæn, A. A. Nudel~man, Problema momentov Markova i ffkstremal~nye zadaqi, M., 1973.

3. E. G. Goluzina, Ob oblastØh znaqeniæ nekotoryh sistem funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Vestn. LGU, No. 7, ser. mat., meh. i astr., vyp. 2 (1965), 45–62.

4. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ odnoæ sistemy funkcionalov v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 226 (1996), 69–79.

5. E. G. Goluzina, O mnoßestve znaqeniæ sistem ff(z_1),f^0(z_1)gi ff(z_1),f(z_2)g v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 254 (1998), 65–75.

6. E. G. Goluzina, O mnoßestvah znaqeniæ sistem ff(z_0), f^0(z_0), c_2g i ff(r),f^0(r), f(z0)g v klasse tipiqno vewestvennyh funkciæ, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 41–51.

7. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric, 3-e izd., M., 1967.

Postupilo 10 avgusta 2002 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN