Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

V. N. Dubinin

K NERAVENSTVU XVARCA NA GRANICE DL˚ REGUL˚RNYH V KRUGE FUNKCI`

1. Vvedenie i formulirovki rezul~tatov

Pust~ funkciØ w = f(z) regulØrna v kruge |z| < 1, i pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ: f(0) = 0 i |f(z)| < 1 pri |z| < 1. Predpoloßim, qto funkciØ w = f(z) prodolßima po nepreryvnosti v nekotoru¸ toqku z_0 na okrußnosti |z| = 1, priqem |f(z_0)| = 1 i v toqke z_0 suwestvuet proizvodnaØ f^′(z_0). Iz klassiqeskoæ lemmy Xvarca [1, s. 29] vytekaet neravenstvo

|f^′(z_0)| ≥ 1, (1)

izvestnoe pod nazvaniem graniqnoæ lemmy Xvarca, a takße kak qast~ principa Lindelëfa. Neravenstvo (1) i ego obobweniØ ime¸t suwestvennye priloßeniØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ (sm., naprimer, [1–3]). Iz poslednih rabot, posvØwennyh razviti¸ dannoæ tematike, otmetim [4–7]. Nedavno nami byli poluqeny priloßeniØ (1) k neravenstvam dlØ algebraiqeskih polinomov i racional~nyh funkciæ [8, 9]. V nastoØweæ zametke privodØtsØ utoqneniØ neravenstva Xvarca v razliqnyh napravleniØh s cel~¸ vozmoßnogo ih primeneniØ vnov~ k ukazannoæ oblasti issledovaniæ. Naxi ocenki, po-vidimomu, budut polezny takße dlØ xirokogo kruga matematikov.

Rassmotrim snaqala usileniØ neravenstva (1) s uqetom nuleæ funkcii w = f(z).

Teorema 1. Pust~ funkciØ w = f(z) = cpz^p +. . . , cp ≠ 0, regulØrna

v kruge |z| < 1, i pust~ |f(z)| < 1 pri |z| < 1. Predpoloßim, qto funkciØ f(z) opredelena takße v nekotoroæ toqke z_0 okrußnosti |z| = 1, gde ona imeet proizvodnu¸ f^′(z_0), priqem |f(z_0)| = 1. Pust~ {a_k}_{k∈α} – sovokupnost~ nekotoryh nuleæ funkcii w = f(z) v kruge

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01- 00028), a takße programmy ”Universitety Rossii (grant UR.04.01.016). 74

K NERAVENSTVU XVARCA NA GRANICE 75 |z| < 1, otliqnyh ot z = 0, i pust~ p_k – kratnost~ nulØ a_k, k ∈ α. Togda spravedlivo neravenstvo

|f^′(z_0)| ≥ p + ∑ k∈α n_k 1 − |a_k|^2 |z_0 − a_k|^2 + ∏ k∈α |a_k|^{nk} − |c_p| ∏ k∈α |a_k|^{nk} + |c_p| , (2)

gde n_k – l¸boe natural~noe qislo, n_k ≤ p_k, k ∈ α, i, kak obyqno, ∑ ?^{:= 0, ∏}?^{:= 1}. Esli^{{a}k^}k∈α – sovokupnost~, sostoØwaØ iz

vseh nuleæ funkcii w = f(z) v kruge |z| < 1, otliqnyh ot z = 0, to vypolnØetsØ takße neravenstvo

|f^′(z_0)| ≥ p + ∑ k∈α p_k 1 − |a_k|^2 |z_0 − a_k|^2 − 1 2 log | | | c_p / ∏ k∈α a^{pk}_k | | | . (3)

Ravenstvo v (2) pri n_k = p_k, k ∈ α, i v (3) dostigaetsØ dlØ funkcii BlØxke B(z) := z^p ∏ k∈α [ |a_k| a_k a_k − z 1 − a_kz ]_{pk} , (4)

gde {a_k}_{k∈α} – sovokupnost~ toqek v kruge |z| < 1, pri kotoroæ proizvedenie (4) shoditsØ.

Zametim, qto funkciØ BlØxke ne ØvlØetsØ edinstvennoæ ffkstremal~noæ funkcieæ v fftih neravenstvah. Izvestno, qto kraænie sprava slagaemye v neravenstvah (2) i (3) neotricatel~nye (neravenstvo (16)), pofftomu oba neravenstva usiliva¸t ocenku

|f^′(z_0)| ≥ p + ∑ k∈α n_k 1 − |a_k|^2 |z_0 − a_k|^2 ≥ 1, vyteka¸wu¸ iz principa Lindelëfa [1, s. 331]. Dalee, esli funkciØ w = f(z) = c_pz^p + . . . , c_p ≠ 0, ne imeet v kruge |z| < 1 nuleæ, otliqnyh ot z = 0 (naprimer, esli w = f(z) − p-listnaØ v kruge |z| < 1), to neravenstvo (3) primet vid |f^′(z_0)| ≥ p − 1 2 log |c_p|, (5)

qto ØvlØetsØ bolee sil~noæ ocenkoæ, qem ta, kotoraØ vytekaet iz neravenstva (2) pri α = ? :

|f^′(z_0)| ≥ p + 1 − |c_p| 1 + |c_p| . (6)

76 V. N. DUBININ Odnako neravenstvo (6) spravedlivo dlØ l¸byh regulØrnyh funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ teoremy 1. �to neravenstvo bylo poluqeno Ossermanom v nedavneæ rabote [7]. Esli izvesten vtoroæ kofffficient v razloßenii funkcii

f(z) = c_pz^p + c_{p+1}z^{p+1} + . . . ,

to neravenstva (2) i (3) moßno usilit~ s uqetom c_{p+1} i vtorogo kofffficienta v razloßenii funkcii BlØxke. �ti usileniØ legko vyteka¸t iz dokazatel~stva teoremy 1, esli v fftom dokazatel~stve neravenstvo Xvarca (1) zamenit~ na bolee sil~noe neravenstvo Ossermana (6). My opuskaem ffti obobweniØ vvidu ih gromozdkosti. Otmetim tol~ko qastnye sluqai, imenno, usileniØ neravenstv (5) i (6). Neravenstvo (6) usilivaetsØ sledu¸wim obrazom:

|f^′(z_0)| ≥ p +

2(1 − |c_p|)^2 1 − |c_p|^2 + |c_{p+1}|

, (7)

qto sil~nee (6) vvidu ocenki Mersera |c_{p+1}| ≤ 1 − |c_p|^2 (my primenØem neravenstvo Mersera [5, s. 511] k funkcii f(z)/z^{p−1}). �to ße neravenstvo moßno poluqit~ iz ”obobwennoæ graniqnoæ lemmy” raboty [7]. Esli u funkcii w = f(z) net drugih nuleæ v kruge |z| < 1, krome z = 0, to imeet mesto sledu¸wee usilenie neravenstva (5): |f^′(z_0)| ≥ p − 2|c_p|(log |c_p|)^2 2|c_p| log |c_p| − |c_{p+1}| . (8)

Zdes~ |c_{p+1}| ≤ 2|c_p log |c_p|| . (9) Ravenstvo v (9) dostigaetsØ dlØ funkcii

f(z) = z^p exp ( 1 + z 1 − z log c_p ) , 0 < c_p < 1, log c_p < 0. Neravenstva (2), (3) i (7)–(9) budut dokazany vo vtoroæ qasti nastoØweæ raboty. ZakanqivaØ analiz

K NERAVENSTVU XVARCA NA GRANICE 77 teoremy 1, privedem poleznu¸ v svØzi s (2) i (3) ocenku iz raboty [9]: ∑ k∈α 1 − |a_k|^2 |z_0 − a_k|^2

≥ max 1 − √∏ k∈α |a_k|, n − ∑ k∈α √ |a_k| . Predyduwie neravenstva dopolnØ¸t neravenstvo Xvarca (1) s uqetom razloßeniØ funkcii w = f(z) v nule. Esli ße otkazat~sØ ot usloviØ f(0) = 0, to, kak legko videt~, neravenstvo (1) budet, voobwe govorØ, neverno. Vmeste s tem, spravedliva sledu¸waØ

Teorema 2. Pust~ funkciØ w = f(z) regulØrna v kruge |z| < 1 i

udovletvorØet v fftom kruge uslovi¸ |f(z)| < 1. Predpoloßim, qto ffta funkciØ i ee proizvodnaØ opredeleny takße v graniqnyh toqkah z_k takih, qto toqki f(z_k) raspoloßeny na ediniqnoæ okrußnosti simmetriqnym obrazom, k = 1, . . . , n, n ≥ 2. Togda spravedlivo neravenstvo | | | n∏ k=1 f^′(z_k) | | | ≥ 1. (10)

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii f(z) ≡ cz, |c| = 1.

Dannyæ rezul~tat rasprostranØet lemmu 1.3 raboty [8] na sluqaæ neodnolistnyh otobraßeniæ. Krome togo, v otliqie ot [8], my otkazyvaemsØ ot nepreryvnosti proizvodnoæ v toqkah z_k, k = 1, . . . , n. Rassmotrim teper~ usileniØ neravenstva (1) v sluqae, kogda funkciØ w = f(z) = cz + . . . regulØrna i odnolistna v kruge |z| < 1. Pust~ toqka z_0 na okrußnosti |z| = 1, kak vyxe, i pust~ |f(z_0)| = 1. Naibolee obwim iz izvestnyh avtoru neravenstv, usiliva¸wih (1) dlØ odnolistnyh funkciæ, ØvlØetsØ sledu¸wee neravenstvo

|f^′(z_0)| ≥ √ 1 |c| exp arg^2(f(z_0)/z_0) −2 log |c| . (11)

Zdes~ arg(f(z_0)/z_0) raven priraweni¸ arg(f(z)/z) vdol~ otrezka, soedinØ¸wego toqki z = 0 i z = z_0. Neravenstvo (11) moßno

78 V. N. DUBININ poluqit~ iz neravenstva (2.2) raboty N. A. Lebedeva [10]. Tak kak, po “vnutrenneæ” lemme Xvarca, |c_1| < 1, to neravenstvo (11) daet |f^′(z_0)| ≥ √ 1/|c|. (12) Interesno otmetit~, qto ffto neravenstvo ne ispol~zovalos~ v literature tak , kak ffto moßno bylo by oßidat~. �ffektivnost~ neravenstva (12) primenitel~no k polinomam i racional~- nym funkciØm pokazana nami v rabotah [8, 9, 11]. Dokazatel~stvo neravenstva (12) moßno poluqit~ takße iz rezul~tatov Nehari [12], Pommerenke [13] i iz svoæstv privedennyh moduleæ kondensatorov [11]. Odnako, samoe prostoe, na nax vzglØd, dokazatel~- stvo neravenstva (12) vytekaet iz primeneniØ klassiqeskoæ teoremy Biberbaha dlØ regulØrnyh i odnolistnyh v kruge funkciæ [9].

V priloßeniØh neravenstva Xvarca neredko voznikaet vopros o suwestvovanii ocenki modulØ proizvodnoæ |f^′(z_0)| s drugoæ storony. TakaØ ocenka nevozmoßna bez dopolnitel~nyh ograniqeniæ na povedenie funkcii w = f(z) v okrestnosti toqki z_0. Privedem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3. Pust~ funkciØ w = f(z) = cz + . . . regulØrna i odno-

listna v kruge |z| < 1, priqem |f(z)| < 1, kogda |z| < 1. Predpoloßim, qto funkciØ w = f(z) prodolßima po nepreryvnosti na nekotoru¸ dugu γ dliny θ na okrußnosti |z| = 1 i, krome togo, |f(z)| = 1 na γ. Togda dlØ toqki z_0, centra dugi γ, spravedlivo neravenstvo |f^′(z_0)| ≤ (1/|c|)^{1/(2 sin2(θ/4))} . (13)

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ funkcii f(z) ≡ cz, |c| = 1.

Privedennye vyxe ocenki bezuslovno naædut priloßeniØ k neravenstvam dlØ polinomov i racional~nyh funkciæ sposobom, ukazannym v rabotah [8, 9, 11]. Oni privodØt k utoqneniØm vseh teh rezul~tatov, gde primenØetsØ neravenstvo (1). V qastnosti, my poluqaem utoqneniØ variacionnyh principov konformnyh otobraßeniæ [2, s.358].

2. Dokazatel~stva

Preßde, qem dokazyvat~ sformulirovannye vyxe utverßdeniØ, zametim, qto po teoreme BlØxke funkciØ w = f(z) iz teo-

K NERAVENSTVU XVARCA NA GRANICE 79 remy 1 predstavima v vide proizvedeniØ f(z) = B(z)g(z), (14) gde g(z) – otliqnaØ ot nulØ regulØrnaØ v kruge |z| < 1 funkciØ, priqem |g(z)| < 1, kogda |z| < 1 [14, s.49]. Dalee, toqka z_0 ne ØvlØetsØ toqkoæ sguweniØ nuleæ a_k i, sledovatel~no, funkciØ w = B(z) opredelena i differenciruema v fftoæ toqke. Prostye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

|B^′(z_0)| = z_0B^′(z_0) B(z_0)

= p + ∑ k∈α p_k 1 − |a_k|^2 |z_0 − a_k|^2 . Dokazatel~stvo neravenstva (2). Pust~ {ak}k∈α – sovokupnost~

nekotoryh nuleæ funkcii w = f(z) v kruge |z| < 1, otliqnyh ot z = 0, i pust~ n_k ≤ p_k, gde p_k–kratnost~ nulØ a_k. Proizvedenie BlØxke ~B(z) := z^p ∏ k∈α [ |a_k| a_k a_k − z 1 − a_kz ]_{nk}

ØvlØetsØ regulØrnoæ v kruge |z| < 1 funkcieæ, priqem | ~B(z)| < 1 v |z| < 1 [14, s. 48]. Iz principa Lindelëfa sleduet, qto dlØ l¸byh toqek z iz kruga |z| < 1 vypolnØetsØ neravenstvo |f(z)| ≤ | ~B(z)| (15) (sm., naprimer, [1, s. 331]). Pofftomu regulØrnaØ v kruge |z| < 1 funkciØ h(z) := f(z) ~B(z) ograniqena v fftom kruge po modul¸ ediniceæ. V qastnosti, |h(0)| = |c_p| ∏ k∈α |a_k|^{nk} ≤ 1 . (16)

Bolee togo, uqityvaØ geometriqeskiæ smysl proizvodnoæ, imeem iz neravenstva (15)

z_0f^′(z_0) f(z_0)

= |f^′(z_0)| ≥ | ~B^0 (z_0)| = z_0 ~B^0 (z_0) ~B(z_0) .

80 V. N. DUBININ SloßnaØ funkciØ

b(z) := h(z) − h(0) 1 − h(0)h(z) udovletvorØet usloviØm graniqnoæ lemmy Xvarca, iz kotoroæ sleduet

1 ≤ |b^′(z_0)| =

1 − |h(0)|^2 |1 − h(0)h(z_0)|^2 | | | z_0f^′(z_0) f(z_0) − z_0 ~B^0 (z_0) ~B(z_0) | | | ≤

≤ 1 + |h(0)| 1 − |h(0)| {| |f^′(z0)| − | ~B^0 (z0) | | } . Itogovoe neravenstvo sovpadaet s neravenstvom (2). Ravenstvo dostigaetsØ v sluqae, esli f(z) = ~B(z), t.e. esli funkciØ w = f(z) ØvlØetsØ funkcieæ BlØxke i {a_k}_{k∈α} – sovokupnost~ vseh eë nuleæ, otliqnyh ot z = 0, n_k = p_k, k ∈ α.

Dokazatel~stvo neravenstva (7). Polagaem v predyduwem do-

kazatel~stve ~B(z) = z^p i primenØem k funkcii b(z) neravenstvo (6), gde p = 1 v sluqae b^′(0) ≠ 0 (c_{p+1} ≠ 0) i |b^′(z_0)| ≥ 2 v protivnom sluqae. V rezul~tate poluqim neravenstvo (7).

Dokazatel~stvo neravenstva (3). Moßno sqitat~, qto cp > 0.

Pust~ {a_k}_{k∈α} – sovokupnost~ vseh nuleæ funkcii w = f(z), i pust~ B(z) – funkciØ BlØxke (4). ImeØ v vidu predstavlenie (14), a takße neravenstvo (16), oboznaqim qerez log g(z) regulØrnu¸ vetv~ logarifma, normirovannu¸ usloviem

log g(0) = log c_p ∏ k∈α |a_k|^{pk} < 0 . Vspomogatel~naØ funkciØ

d(z) := log g(z) − log g(0) log g(z) + log g(0)

udovletvorØet usloviØm graniqnoæ lemmy Xvarca, iz kotoroæ sleduet

1 ≤ |d^′(z_0)| = | | 2 log g(0) (log g(z_0) + log g(0))^2g(z_0) | | | | | z_0f^′(z_0) f(z_0) − z_0B^0 (z_0) B(z_0) | | | =

K NERAVENSTVU XVARCA NA GRANICE 81 = −2 log g(0) arg^2 g(z_0) + log^2 g(0) { |f^′(z_0)| − |B^0 (z_0)| } . ZamenØØ kvadrat argumenta nulem, prihodim k neravenstvu (3) s oqevidnym sluqaem ravenstva. �tim zaverxaetsØ takße dokazatel~stvo teoremy 1.

Dokazatel~stvo neravenstva (9). Dostatoqno primenit~ “vnu-

trenn¸¸” lemmu Xvarca k funkcii d(z) iz predyduwego dokazatel~stva: |d^′(0)| ≤ 1. Znak ravenstva proverØetsØ neposredstvenno.

Dokazatel~stvo neravenstva (8)analogiqno dokazatel~stvu ne-

ravenstva (7) s zamenoæ funkcii b(z) na funkci¸ d(z) iz dokazatel~stva neravenstva (3), i s zamenoæ neravenstva (6) na neravenstvo (5).

Dokazatel~stvo teoremy 2. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno

sqitat~, qto f(z_k ) = exp(2πik/n), k = 1, . . . , n, n ≥ 2. Rassmotrim dva kondensatora C^∗ = ( ∪^n_{k=1}[0, (1 − △r)e^{2πik/n}], {z : |z| ≥ 1} ) i C = ( ∪^n_{k=1}[0, (1 − △r)z_k], {z : |z| ≥ 1} ) , gde poloßitel~noe qislo △r dostatoqno malo. Putem dissimmetrizacii [15, s. 33–36] kondensator C moßet byt~ poluqen iz kondensatora C^∗ i, sledovatel~no, dlØ emkosteæ fftih kondensatorov vypolnØetsØ neravenstvo

cap C^∗ ≥ cap C .

Pust~ ω(z) – potencial~naØ funkciØ kondensatora C, i pust~ ~ω(w) = { min{ω(z) : f(z) = w}, w ∈ f({z : |z| < 1}), 1, w /∈ f({z : |z| < 1|}) . FunkciØ ~ω(w) ravna nul¸ na svØznom mnoßestve

γ := f (∪^n_{k=1}[0, (1 − △r)z_k]) .

Oboznaqim qerez G dvusvØznu¸ oblast~, odna komponenta dopolneniØ kotoroæ (E_0) ograniqena toqkami iz mnoßestva γ, a drugaØ – E_1 = {w : |w| ≥ 1}. Iz konformnoæ invariantnosti integrala

82 V. N. DUBININ Dirihle sleduet

cap C = ∫ ∫ {z:|z|<1} |∇ω|^2dxdy ≥ ∫ ∫ {w:|w|<1} |∇ ~ω|^2dudv ≥

≥ cap(E_0, E_1) = (mod G)^{−1} , gde mod G – modul~ kol~ca G otnositel~no semeæstva krivyh, razdelØ¸wih ego graniqnye komponenty. Po teoreme 2.4 raboty [16] vypolnØetsØ neravenstvo

(mod G)^{−1} ≥ 1 n n∑ k=1 (mod G_k)^{−1}, gde G_k = {z : |z| < 1, z^{n/2} /∈ [−λ_k, λ_k]}, λ_k = 1 −^n_2 |f^′(z_k)|△r+ +o(△r), △r → 0 (imeetsØ v vidu sluqaæ (2) ukazannoæ teoremy i v fftoæ teoreme t = 1, r_k = 0, a_k = f((1 − △r)z_k), b_k = R_k = 1, k = 1, . . . , n). SummiruØ poluqennye sootnoxeniØ, imeem

cap C^∗ ≥ 1 n n∑ k=1 (mod G_k)^{−1} .

Veliqiny cap C^∗ i mod G_k, k = 1, . . . , n, legko vyraßa¸tsØ qerez fflliptiqeskie integraly. PrivlekaØ asimptotiku fftih integralov pri △r → 0, prihodim k neravenstvu (10) (sr.[16, s. 102]).

Dokazatel~stvo teoremy 3. Moßno sqitat~, qto 0 < θ < 2π i

z_0 = 1. DlØ proizvol~noæ oblasti D na sfere Rimana C i toqki b iz D oboznaqim qerez r(D, b) vnutrenniæ radius fftoæ oblasti otnositel~no toqki b. Izvestno, qto maksimum proizvedeniØ

r(D_1, 0)[r(D_2, 1)]^{4 sin2(θ/4)}r(D_3, ∞)

sredi vseh poparno nepereseka¸wihsØ odnosvØznyh oblasteæ D_1, D_2 i D_3 sfery C , udovletvorØ¸wih uslovi¸ 0 ∈ D_1, 1 ∈ D_2 i ∞ ∈ D_3, dostigaetsØ dlØ krugovyh oblasteæ D^∗_1 , D^∗_2 i D^∗_3 kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 = − (z − e^{iθ/2})(z − e^{−iθ/2}) z^2(z − 1)^2 dz^2

K NERAVENSTVU XVARCA NA GRANICE 83 [17, s. 230]. Oblast~ D^∗_1 prinadleßit krugu |z| < 1 i simmetriqna oblasti D^∗_3 otnositel~no okrußnosti |z| = 1, a oblast~ D^∗_2 rassekaetsØ dugoæ γ na dve simmetriqnye otnositel~no okrußnosti |z| = 1 qasti. Poloßim D_1 = f(D^∗_1 ) , D_3 = {z : 1/z ∈ D_1}, D_2 – ob¨edinenie mnoßestva f(D^∗_2 ∩ {z : |z| ≤ 1}) s ego otraßeniem otnositel~no okrußnosti |z| = 1. Vvidu ffkstremal~nosti krugovyh oblasteæ,

r(D_1, 0)[r(D_2, 1)]^{2 sin2(θ/4)} ≤ r(D^∗_1, 0)[r(D^∗_2, 1)]^{2 sin2(θ/4)} . (17)

S drugoæ storony,

r(D_1, 0) = r(D^∗_1 , 0)|f^′(0)|, r(D_2, 1) ≥ r(D^∗_2, 1)|f^′(1)| . (18)

Pervoe sootnoxenie v (18) ne trebuet poØsneniæ. Qto kasaetsØ vtorogo, to zametim, qto po principu simmetrii analitiqeskoe prodolßenie funkcii w = f(z) qerez vnutrenn¸¸ qast~ γ otobraßaet oblast~ D^∗_2 na oblast~ D_2. Dokazatel~stvo zaverxaetsØ sravneniem sootnoxeniæ (17) i (18).

Literatura

1. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo,. 2-e izd. M., 1966.

2. M. A. Lavrent~ev i B. V. Xabat, Metody teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo. 4-e izd. M., 1973.

3. Ch. Pommerenke, Boundary Behaviour of Conformal Maps. New York, 1992. 4. D. M. Burns and S. G. Krantz, Rigidity of holomophic mappings and a new Schwarz Lemma at the boundary, J.Amer. Math. Soc. 7, No. 3 (1994), 661–676.

5. P. R. Mercer, Sharpened versions of the Schwarz Lemma, J. Math. Anal. Appl.

205 (1997), 508–511.

6. R. Osserman, A new variant of the Schwarz-Pick-Ahlfors Lemma, Manuscripta Mathematica 100 (1999), 123–129.

7. R. Osserman, A sharp Schwarz inequality on the boundary, Proc. Amer. Math.

Soc. 128, No. 12 (2000), 3513–3517.

8. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebraiqeskih polinomov, Algebra i analiz 13, vyp. 5 (2001), 16–43.

9. V. N. Dubinin, O primenenii konformnyh otobraßeniæ v neravenstvah dlØ racional~nyh funkciæ, Izv. RAN. Ser. mat. 66, No. 2 (2002).

10. N. A. Lebedev, Nekotorye ocenki dlØ funkciæ, regulØrnyh i odnolistnyh v kruge, Vestn. Leningr. un-ta. No. 11, ser. mat., fiz., him., vyp.4 (1955), 3–21.

11. V. N. Dubinin, Teoremy iskaßeniØ dlØ polinomov na okrußnosti, Mat.

sb. 191, No. 12 (2000), 51–60.

12. Z. Nehari, Some inequalities in the theory of functions, Trans. Amer. Math. Soc.

75, No. 2 (1953), 256–286.

84 V. N. DUBININ

13. Ch. Pommerenke, Univalent functions. Cöttingen, 1975.

14. �. Kollingvud, A. Lovater, TeoriØ predel~nyh mnoßestv. M., 1971. 15. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–76.

16. V. N. Dubinin, E. V. Kost¸qenko, �kstremal~nye zadaqi teorii funkciæ, svØzannye s n-kratnoæ simmetrieæ Zap. nauq. semin. POMI 276 (2001), 83–111.

17. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Mat. in-ta AN SSSR 139 (1980), 1–240.

Postupilo 15 aprelØ 2002 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dubinin@iam-mail.febras.ru