Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

V. N. Dubinin, A. V. Olesov

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` K NERAVENSTVAM DL˚ POLINOMOV

Vvedenie

Neravenstva dlØ polinomov i ih proizvodnyh ime¸t bogatu¸ istori¸ i mnogoqislennye priloßeniØ [1, 2]. V nedavnih rabotah pervogo avtora [3, 4] byl predloßen novyæ podhod k poluqeni¸ takogo tipa neravenstv, kotoryæ svoditsØ k sledu¸wemu. Po zadannomu polinomu

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, c_n ≠ 0,

stroitsØ konformnoe i odnolistnoe otobraßenie w = f(z), a zatem k fftomu otobraßeni¸ primenØ¸tsØ rezul~taty geometriqeskoæ teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo [5, 6]. RazvivaØ i dopolnØØ ukazannyæ priem, my privodim zdes~ neskol~ko novyh toqnyh neravenstv dlØ algebraiqeskih polinomov. Rezul~- taty dannoæ stat~i gruppiru¸tsØ po sposobu ih poluqeniØ. V pervom paragrafe rassmatriva¸tsØ v osnovnom neravenstva, dokazannye s pomow~¸ funkciæ w = f(z) iz raboty [4] s privleqeniem novyh (po sravneni¸ s [4]) svoæstv konformnyh otobraßeniæ. V §2 vvodØtsØ novye otobraßeniØ w = f(z), a v §3 my na primerah obsußdaem drugie sposoby poluqeniØ neravenstv dlØ polinomov s privleqeniem konformnyh otobraßeniæ. Otmetim sledu¸wie rezul~taty. Ranee [4, s. 38] bylo dokazanno neravenstvo bernxteænovskogo tipa, kotoroe v kanoniqeskoæ forme vyglØdit sledu¸wim obrazom: |P^′(x)| √ 1 − x^2 6 ( n − 1 + √ 2^{1−n}|c_n| )√ 1 − P^2(x), x ∈ [−1, 1], (1)

gde P (z) – polinom n- oæ stepeni s vewestvennymi kofffficientami, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ |P (x)| 6 1, x ∈ [−1, 1]. Ravenstvo

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01-00028) i Ministerstva obrazovaniØ RF (grant EOO-1.0-46). 85

86 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV v (1) dlØ l¸byh x ∈ [−1, 1] dostigaetsØ v sluqae, kogda P (z) sovpadaet s polinomom Qebyxeva

T_n(z) = 1 2 [( z + √ z^2 − 1 )_n + ( z − √ z^2 − 1 )_n] = 2^{n−1}z^n + . . . .

Moßno pokazat~, qto neravenstvo (1) soderßit klassiqeskie neravenstva Bernxteæna i Markova dlØ polinomov na otrezke [4, s. 39-40]. V §1 dannoæ stat~i my dopolnØem i usilivaem neravenstvo (1) putem izmeneniØ slagaemogo √ 2^{1−n}|c_n|. Zdes~ ße privodØtsØ utoqneniØ izvestnyh neravenstv dlØ polinomov s nulØmi v ediniqnom kruge. V qastnosti, dlØ nekotoryh r > 1 ukazyvaetsØ koncentriqeskoe kol~co, soderßawee obraz okrußnosti |z| = r pri otobraßenii takimi polinomami (teorema 4). Vo vtorom paragrafe poluqeny neravenstva bernxteænovskogo tipa dlØ polinomov s ograniqeniØmi libo na otrezke, libo na okrußnosti. Osobo vydelim toqnoe neravenstvo (14), spravedlivoe dlØ polinomov, udovletvorØ¸wih uslovi¸ |P (x)| √ 1 − x^2 6 1, x ∈ [−1, 1]. (2)

Neravenstvo (14) voshodit k izvestnoæ zadaqe Turana i dopolnØet rezul~taty Rahmana [7] i Laqansa [8]. Bolee togo, ffto neravenstvo vedet k usileni¸ klassiqeskogo neravenstva Xura (teorema 6), a vmeste s neravenstvom (1) privodit k usileni¸ klassiqeskogo neravenstva Markova (teorema 7). Znak ravenstva v (14) dostigaetsØ dlØ polinoma Qebyxeva 2-go roda

U_n(z) =

T^′_{n+1}(z) n + 1 . Naxi usileniØ zdes~, kak i vo vseæ rabote, uqityva¸t v osnovnom vliØnie starxego kofffficienta na ocenki takogo tipa. V §3 k poluqeni¸ ocenok dlØ polinomov privleka¸tsØ princip maßoracii Mit¸ka [9] i ponØtie giperboliqeskoæ emkosti Robina [10]. Akcent delaetsØ na razvitii tehniki dokazatel~stv, hotØ poluqennye pri fftom rezul~taty ime¸t samostoØtel~nyæ interes.

§1. Primenenie neravenstv Lebedeva i Nehari

V rabote [4] osnovnoe vnimanie bylo udeleno priloßeniØm xiroko izvestnyh teorem iskaßeniØ dlØ regulØrnyh i odnolist-

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 87 nyh funkciæ. Privleqenie bolee obwih rezul~tatov N. A. Lebedeva [11] daet usileniØ i dopolneniØ poluqennyh v [4] neravenstv dlØ polinomov. V kaqestve primera rassmotrim neravenstvo (2.2) iz stat~i [11]. My privlekaem takße izvestnoe neravenstvo Nehari [12]. SleduØ [11], vvedem klass S_1 funkciæ

w = f(z) = αz + α_2z^2 + . . . , α > 0,

regulØrnyh i odnolistnyh v ediniqnom kruge U := {z : |z| < 1} i takih, qto |f(z)| < 1 pri z ∈ U . PrimenØØ metod Lœvnera, Lebedev [11] poluqil celu¸ seri¸ neravenstv dlØ funkciæ klassa S_1. V qastnosti, im pokazano, qto dlØ f(z) ∈ S_1 v kruge U spravedlivo neravenstvo (2.2): | | | |log f(z)(1 − |z|^2) αz(1 − |f(z)|^2) | | | | 6 log^{(1 + |z|)(1 − |f(z)|)} (1 − |z|)(1 + |f(z)|) (3) i, sledovatel~no, vypolnØetsØ neravenstvo | | | |arg f(z) z | | | | 6 log^{(1 + |z|)(1 − |f(z)|)} (1 − |z|)(1 + |f(z)|) (sm. [11, s. 9, 12]). Zdes~ mnimaØ qast~ logarifma (arg(f(z)/z)) ravna priraweni¸ arg(f(ζ)/ζ), kotoroe poluqaetsØ pri dvißenii toqki ζ po luqu ot toqki ζ = 0 do toqki ζ = z. Esli predpoloßit~, dopolnitel~no, qto funkciØ f(z) klassa S_1 i ee proizvodnaØ opredeleny takße v nekotoroæ toqke z na granice kruga U i esli |f(z)| = 1, to predel~nym perehodom iz vypisannyh vyxe neravenstv posle nesloßnyh preobrazovaniæ poluqim |f^′(z)| ¿ √ α^{−1} exp arg^2(f(z)/z)

−2 log α

, (4)

|f^′(z)| ¿ exp | | | |arg f(z) z | | | | . (5)

Zdes~ i niße exp(0/0) = 1. Zametim, qto po lemme Xvarca α 6 1, tak qto neravenstvo (4) usilivaet neravenstvo (1.6) raboty [4], i oba neravenstva usiliva¸t princip Lindelefa v sluqae odnolistnyh funkciæ.

Pust~, dopolnitel~no, funkciØ w = f(z) vewestvennaØ na promeßutke (−1, 1), i pust~ ona i ee proizvodnaØ opredeleny i nepreryvny takße v nekotoryh toqkah z i z na granice kruga U ,

88 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV

z ≠ ±1, priqem |f(z)| = |f(z)| = 1. SleduØ [4, s. 20], primenim k funkcii w = f(z), toqkam 0, z, z i qislam α_0 = 2, α_1 = α_2 = −1 neravenstvo Nehari [12, s. 258]. V rezul~tate poluqim 1 6 α^2|f^′(z)f^′(z)|^|^{f(z) − f(z)}_{z − z}^|^2 . Analogiqno, primenØØ neravenstvo Nehari k dvum toqkam z, z i qislam α_1 = −α_2 = 1, imeem 1 6 |f^′(z)f^′(z)|^|^{z − z}_{f(z) − f(z)}^|^2 . UqityvaØ simmetri¸ funkcii w = f(z), prihodim k sledu¸wemu neravenstvu:

|f^′(z)| ¿ max { α^{−1} | | | Im z Im f(z) | | | , | | | Im f(z) Im z | | | } ¿ 1. (6)

Odnolistnye funkcii §2 raboty [4] otliqa¸tsØ ot funkciæ klassa S_1 razve lix~ povorotom. PrimenØØ neravenstva (4)-(6) k normirovannym funkciØm, moßno poluqit~ seri¸ neravenstv dlØ polinomov. Privedem nekotorye iz nih.

Teorema 1. Pust~ polinom

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, c_n > 0,

s vewestvennymi kofffficientami c_k, k = 0, 1, . . ., n, udovletvorØet uslovi¸ |P (x)| 6 1, x ∈ [−1, 1]. Togda dlØ l¸bogo x ∈ [−1, 1], pri kotorom P (x) ≠ ±1, spravedlivo neravenstvo |P^′(x)| √ 1 − x^2 √ 1 − P^2(x) 6 n − 1 + √ c_n 2^{n−1} exp (arccos P (x) − arccos T_n(x))^2 2 log(c_n/2^{n−1}) . (7) Ravenstvo v (7) pri l¸bom x ∈ (−1, 1) dostigaetsØ dlØ polinoma Qebyxeva T_n(z).

Dokazatel~stvo. Po zadannomu polinomu P (z) stroim vspomo-

gatel~nu¸ funkci¸

z = F (w) := w^{1−n}Φ [ P ( 1 2 ( w + 1 w ))] ,

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 89 gde funkciØ ζ = Φ(ω) := ω − √ ω^2 − 1

konformno i odnolistno otobraßaet vnexnost~ otrezka [−1, 1] na krug |ζ| < 1 tak, qto Φ(∞) = 0, Φ(−1) = −1. Poloßim

G := { w : |w| < 1, P ( 1 2 ( w + 1 w )) /∈ [−1, 1], |F (w)| ≠ 1 } . FunkciØ z = F (w), w ∈ G, sovpadaet s funkcieæ lemmy 2.3 raboty [4], soglasno kotoroæ mnoßestvo G sostoit iz koneqnogo qisla oblasteæ {D}, ograniqennyh koneqnym qislom kusoqnogladkih krivyh i oblada¸wih sledu¸wimi svoæstvami. Esli oblast~ D iz sovokupnosti {D} ne soderßit naqala koordinat, to obraz oblasti D pri otobraßenii z = F (w) prinadleßit mnoßestvu |z| > 1. Esli oblast~ D soderßit toqku w = 0, to funkciØ z = F (w) konformno i odnolistno otobraßaet fftu oblast~ na krug U . Pust~ teper~ w – regulØrnaØ dlØ funkcii z = F (w) toqka okrußnosti |w| = 1, i pust~, odnovremenno, F (D) leßit vne kruga U . Togda neobhodimo v fftoæ toqke ∂|F | ∂|w| 6 0. Esli ße F (D) = U , to funkciØ w = f(z) := F^{−1}(z)F^′(0)/|F^′(0)| prinadleßit klassu S_1 i neravenstvo (4) daet ∂|F | ∂|w| = | | | | 1 f^′(z) | | | | 6^{√ cn}_{2n−1} exp^{arg2(f(z)/z)}

2 log(c_n/2^{n−1})

. (8)

SravnivaØ oba neravenstva, zakl¸qaem, qto na okrußnosti |w| = 1, za iskl¸qeniem, moßet byt~, koneqnogo qisla toqek, vypolnØetsØ neravenstvo (8). Posle prostyh vyqisleniæ ubeßdaemsØ, qto ∂|F | ∂|w| = 1 − n + |P^′(x)| √ 1 − x^2 √ 1 − P^2(x) , x = 1 2 ( w + 1 w ) , x ∈ [−1, 1]. Tak kak c_n/2^{n−1} 6 1, to dlØ dokazatel~stva neravenstva (7) ostalos~ proverit~, qto | | | |arg f(z) z | | | | ¿ | arccos P (x) − arccos Tn(x)|.

90 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV Poslednee neravenstvo legko ustanavlivaetsØ iz opredeleniØ funkcii w = f(z). Sluqaæ ravenstva v (7) proverØetsØ neposredstvennym vyqisleniem. Teorema dokazana.

Teorema 2. V usloviØh teoremy 1 spravedlivo neravenstvo |P^′(x)| √ 1 − x^2 √ 1 − P^2(x) 6 n − 1 + exp(−| arccos P (x) − arccos T_n(x)|),

s ravenstvom pri l¸byh x ∈ (−1, 1) dlØ polinoma Qebyxeva T_n(z).

Dokazatel~stvo povtorØet dokazatel~stvo teoremy 1 s zamenoæ

neravenstva (4) neravenstvom (5), libo poluqaetsØ iz teoremy 1 putem fflementarnyh preobrazovaniæ.

Sledu¸waØ teorema dopolnØet horoxo izvestnoe neravenstvo Re zP^′(z) P (z) ¿ n 2 , |z| = 1, spravedlivoe dlØ polinomov P (z) stepeni n s nulØmi v kruge

|z| 6 1 (v toqkah z, gde P (z) = 0, pod vewestvennoæ qast~¸ drobi

ponimaetsØ ee predel~noe znaqenie po drugim toqkam okrußnosti) [2].

Teorema 3. DlØ polinoma

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, c_n ≠ 0, c_0 ≠ 0,

s vewestvennymi kofffficientami c_k, k = 0, 1, . . ., n, nuli kotorogo leßat v kruge |z| 6 1, i dlØ toqek z okrußnosti |z| = 1, z ≠ ±1, spravedlivo neravenstvo Re zP^′(z) P (z) ¿ n + 1 2 − − 1 2 min {| | | | c_0 c_n | | | | | | | | Im z Im ( z^{−n−1}P (z)/P (z) ) | | | | , | | | | Im ( z^{−n−1}P (z)/P (z) ) Im z | | | | } . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinomov P (z) s nulØmi na okrußnosti |z| = 1.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto vse nuli polinoma P (z)

raspoloßeny v kruge U . Rassmotrim vspomogatel~nu¸ funkci¸

z = F (w) := w^{n+1}P (1/w) P (w)

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 91 iz lemmy 2.4 raboty [4]. Soglasno fftoæ lemme, mnoßestvo G := {w : |w| < 1, |F (w)| ≠ 1, F (w) ≠ ∞} sostoit iz koneqnogo qisla oblasteæ {D}, ograniqennyh koneqnym qislom kusoqno-gladkih krivyh (vozmoßno, vyroßdennyh), priqem esli toqka w = 0 prinadleßit oblasti D iz sovokupnosti {D}, to funkciØ z = F (w) konformno i odnolistno otobraßaet fftu oblast~ na krug U , v protivnom sluqae obraz F (D) leßit vne kruga U . OstaetsØ povtorit~ dokazatel~stvo teoremy 1 s privleqeniem neravenstva (6) vmesto neravenstva (4) i uqityvaØ tot fakt, qto v naxem sluqae ∂|F | ∂|w| = n + 1 − 2 Re zP^′(z) P (z) (z = 1/w). ProverØØ sluqaæ ravenstva, zametim, qto dlØ vewestvennyh polinomov P (z) = c_n n∏ k=1 (z − a_k), s nulØmi na ediniqnoæ okrußnosti vypolnØetsØ |c_0/c_n| = 1 i Re zP^′(z) P (z) = n 2 pri |z| = 1. Qto kasaetsØ otnoxeniØ mnimyh qasteæ, to uqityvaØ tot fakt, qto nuli a_k (k = 1, 2, . . ., n) obrazu¸t kompleksno soprØßennye pary, imeem na ediniqnoæ okrußnosti Im z^{−n−1}P (z) P (z) = Im ( z n∏ k=1 z − a_k 1 − a_kz ) = ± Im z, qto vedet k ravenstvu v teoreme 3. Teorema dokazana.

Teorema 4. Pust~ vse nuli polinoma

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, c_n ≠ 0,

leßat v kruge |z| 6 1, i pust~ M (P ) := max{|P (z)| : |z| = 1}, λ(P ) := |M (P )/c_n|^{1/n}. Togda, esli v toqke z na okrußnosti |z| = r vypolnØetsØ neravenstvo |P (z)| > M (P ), to spravedliva ocenka |P (z)| 6 M (P )β^n_r (P ), (9)

92 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV gde β_r (P ) – koren~ uravneniØ

x(r − 1)^2 = r(x − 1)^2λ(P ), 1 < β_r(P ) 6 r.

V sluqae r > (2λ(P ) − 1) + 2 √ λ(P )(λ(P ) − 1) dlØ l¸byh toqek z na okrußnosti |z| = r spravedlivo dvustoronnee neravenstvo

M (P )α^n_r (P ) 6 |P (z)| 6 M (P )β^n_r (P ), (10)

gde α_r(P ) – koren~ uravneniØ

x(r + 1)^2 = r(x + 1)^2λ(P ), 1 < α_r(P ) 6 r.

Znaki ravenstva v (9), (10) dostiga¸tsØ dlØ P (z) = c_nz^n.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto v usloviØh teoremy λ(P ) ¿ 1 v

silu neravenstva Koxi i r > 1 po principu maksimuma; krome togo iz fflementarnyh soobraßeniæ sleduet λ(P ) 6 2 [4, s. 33]. Neravenstva (9), (10) moßno poluqit~ iz neravenstva Lebedeva (3), primenennogo k funkcii (3.15) raboty [4]. Nam prowe vospol~zovat~sØ gotovym neravenstvom (3.16) ukazannoæ raboty: ( |P (z)|^1n − M (P )^1n |z| − 1 )_{2n} 6^|^{cnP (z)}_{zn}^| 6 ( |P (z)|^1n + M (P )^1n |z| + 1 )_{2n} , (11)

spravedlivym pri l¸byh z, dlØ kotoryh vypolnØetsØ |P (z)| > M (P ). (12) DlØ dokazatel~stva (9) pri uslovii (12) dostatoqno rassmotret~ sluqaæ M (P ) = 1. Levoe neravenstvo v (11) daet ( |P (z)|^1n − 1

)_2

|P (z)|^1n 6

(r − 1)^2 r λ^{−1}(P ) 6

(r − 1)^2 r . Vvidu strogogo vozrastaniØ funkcii y = (x − 1)^2/x na promeßutke x > 1, suwestvuet edinstvennyæ koren~ β_r (P ) uravneniØ x(r − 1)^2 = r(x − 1)^2λ(P ), leßawiæ v promeßutke (1, r]. Po fftoæ ße priqine vypolnØetsØ

|P (z)|^1n 6 β_r (P ), qto i dokazyvaet (9).

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 93 Pokaßem teper~, qto esli vypolnØetsØ (12) i esli

|z| = r > r_0 := (2λ(P ) − 1) + 2 √ λ(P )(λ(P ) − 1) ¿ 1,

to spravedlivo levoe neravenstvo v (10). Deæstvitel~no, pri uslovii M (P ) = 1, neravenstvo (11) i strogoe vozrastanie funkcii y = (x + 1)^2/x na promeßutke x > 1 da¸t ( |P (z)|^1n + 1

)_2

|P (z)|^1n ¿

(r + 1)^2 r λ^{−1}(P ) > 4 =

(r_0 + 1)^2 r_0 λ^{−1}(P ). Sledovatel~no, suwestvuet edinstvennyæ koren~ α_r(P ) uravneniØ x(r + 1)^2 = r(x + 1)^2λ(P ) na promeßutke (1, r], i dlØ fftogo kornØ imeem |P (z)|^1n ¿ α_r(P ).

Itak, esli |z| = r > r_0 i esli vypolnØetsØ (12), to spravedlivo neravenstvo M (P )α^n_r (P ) 6 |P (z)|. (13) Pust~, po-preßnemu, |z| = r > r_0, i predpoloßim, qto |P (z)| 6 M (P ) (t.e. (12) ne vypolnØetsØ). Togda dlØ l¸bogo dostatoqno malogo ε > 0 na okrußnosti |z| = r naædetsØ toqka z_ε takaØ, qto |P (z_ε)| = M (P ) + ε. Po (13), dlØ fftoæ toqki imeem

M (P )α^n_r (P ) 6 |P (z_ε)| = M (P ) + ε.

Protivoreqie, poluqennoe pri ε → 0, zaverxaet dokazatel~stvo levogo neravenstva v (10) i vmeste s ranee dokazannym – pravogo neravenstva v (10). Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

§2. Postroenie odnolistnyh funkciæ Niße budut poluqeny novye ocenki dlØ polinomov s ograniqeniØmi libo na otrezke, libo na okrußnosti (sr. [2, 7, 8]). �ti ocenki vyteka¸t iz oslablennogo neravenstva (4), primenennogo k novym (po sravneni¸ s [4]) odnolistnym funkciØm.

Pust~ P (z) – polinom stepeni n s vewestvennymi kofffficientami, udovletvorØ¸wiæ na otrezke [−1, 1] ograniqeni¸ (2). Poloßim

z = F_1(w) := w^{−n}Φ [ i 2 ( w − 1 w ) P ( 1 2 ( w + 1 w ))] ,

94 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV gde, kak i pri dokazatel~stve teoremy 1, Φ(ω) = ω − √ ω^2 − 1, Φ(∞) = 0, i pust~

G_1 := { w : |w| < 1, i 2 ( w− 1 w ) P ( 1 2 ( w+ 1 w )) /∈[−1, 1], |F_1(w)|≠1 } . Mnoßestvo G_1 sostoit iz koneqnogo qisla oblasteæ D, ograniqennyh koneqnym qislom kusoqno-gladkih krivyh i oblada¸- wih sledu¸wim svoæstvom. Pri priblißenii toqki w k granice kaßdoæ takoæ oblasti vse predel~nye znaqeniØ modulØ |F_1(w)| bol~xe libo ravny edinice. Bolee togo, toqka w = 0, i tol~ko ona, perehodit pri otobraßenii z = F_1(w) v toqku z = 0, priqem F^′_1(0) ≠ 0. PovtorØØ dokazatel~stvo lemmy 2.2 [4], ubeßdaemsØ, qto dlØ l¸boæ oblasti D ∈ {D} vypolnØetsØ libo F_1(D)∩ U = ∅, libo F_1(D) = U . Vo vtorom sluqae obratnaØ funkciØ w = f_1(z) ØvlØetsØ, s toqnost~¸ do vraweniØ, funkcieæ klassa S_1.

Pust~ teper~ P (z) – polinom stepeni n ¿ 2 s vewestvennymi kofffficientami, udovletvorØ¸wiæ v toqkah z, |z| = 1, z ≠ 1, uslovi¸ | | |Re P (z) z − 1 | | | 6 1. Opredelim

z = F_2(w) := w^{2−n}Φ [ 1 2 ( P (1/w) 1/w − 1 + P (w) w − 1 )] ,

G_2 := { w : |w| < 1, 1 2 ( P (1/w) 1/w − 1 + P (w) w − 1 ) /∈ [−1, 1], |F_2(w)| ≠ 1 } . Vse vyxe skazannoe o funkcii z = F_1(w), w ∈ G_1, legko perenositsØ na funkci¸ z = F_2(w), w ∈ G_2. Oboznaqim qerez w = f_2(z) funkci¸, obratnu¸ z = F_2(w) pri z ∈ U .

Teorema 5. Esli polinom

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, c_n ≠ 0,

s vewestvennymi kofffficientami c_k, k = 0, 1, . . ., n, udovletvorØet uslovi¸ (2), to dlØ l¸bogo x ∈ [−1, 1] spravedlivo neravenstvo

|xP (x) − (1 − x^2)P^′(x)| 6 ( n + √ 2^{−n}|c_n| )√ 1 − (1 − x^2)P^2(x). (14)

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 95 Ravenstvo v (14) dlØ l¸bogo x ∈ [−1, 1] dostigaetsØ v sluqae, kogda P (z) sovpadaet s polinomom Qebyxeva U_n(z).

Dokazatel~stvo. Pri zadannom znaqenii x ∈ [−1, 1] pust~ toqka

w takova, qto (w + 1/w)/2 = x, |w| = 1. Esli w ØvlØetsØ toqkoæ regulØrnosti funkcii F_1(w) i odnovremenno leßit na granice oblasti D ⊂ G_1 takoæ, qto F_1(D) ∩ U = ∅, to neobhodimo v fftoæ toqke ∂|F_1| ∂|w| 6 0. Esli F_1(D) = U , to, primenØØ neravenstvo (4), zakl¸qaem, qto v takoæ toqke ∂|F_1| ∂|w| = | | | | 1 f^′_1(z) | | | | 6 √ |c_n| 2^n

. (15)

Takim obrazom, neravenstvo (15) vypolnØetsØ vo vseh toqkah okrußnosti |w| = 1, za iskl¸qeniem, moßet byt~, koneqnogo qisla takih toqek. VyqislØØ proizvodnu¸ v levoæ qasti neravenstva v (15), poluqim neravenstvo (14). DlØ proverki sluqaØ ravenstva v (14) prowe vsego zametit~, qto

U_n(z) = √ T^2_{n+1}(z) − 1 √ z^2 − 1 = 2^nz^n + . . . , z /∈ [−1, 1], gde pod kornem ponimaetsØ vetv~, perevodØwaØ bol~xie poloßitel~nye qisla v poloßitel~nye. Ots¸da, pri P (z) = U_n(z) imeem

F_1(w) = w^{−n}Φ [ −i √ T^2_{n+1} ( 1 2 ( w + 1 w )) − 1 ] = = w^{−n}Φ [ i 2 ( w^{n+1} − 1 w^{n+1} )] = iw. Pofftomu v neravenstve (15) i, sledovatel~no, v (14) dostigaetsØ znak ravenstva. Teorema dokazana.

DlØ sravneniØ s neravenstvom (14) privedem rezul~tat Laqansa [8]:

(1 − x^2)|P^′(x)| 6 2(n + 1), x ∈ [−1, 1],

i neravenstvo, vyteka¸wee iz teoremy Rahmana [7]:

|2xP (x) − (1 − x^2)P^′(x)| 6 2(n + 1), x ∈ [−1, 1],

96 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV Oba neravenstva spravedlivy dlØ polinomov, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (2). Legko pokazat~, qto iz teoremy 5 i neravenstva Xura [2] sleduet usilenie fftih neravenstv.

Zameqanie 1. V usloviØh teoremy 5 spravedlivo neravenstvo |c_n| 6 2^n, qto vytekaet iz lemmy Xvarca, primenennoæ k funkcii w = f_1(z).

Zameqanie 2. Neravenstvo (14) moßno poluqit~ takße iz teo-

remy 1 raboty [3], perehodØ k trigonometriqeskim polinomam.

Iz teoremy 5 vytekaet sledu¸wee utoqnenie klassiqeskogo neravenstva Xura.

Teorema 6. Predpoloßim, qto polinom

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, c_n ≠ 0,

s vewestvennymi kofffficientami udovletvorØet uslovi¸ (2). Togda dlØ l¸bogo x ∈ [−1, 1] spravedlivo neravenstvo |P (x)| 6 n + √ |c_nx^n| 2^n 6 n + 1. Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinoma Qebyxeva U_n(z) v toqke x = 1. Dokazatel~stvo. DlØ zadannogo polinoma P (z), udovletvorØ¸-

wego uslovi¸ teoremy, i fiksirovannogo x ∈ [−1, 1] rassmotrim polinom Q(y) := P (xy) = c_nx^ny^n + · · · + c_0.

Poskol~ku dlØ l¸byh y ∈ [−1, 1] vypolnØetsØ |Q(y)| √ 1 − y^2 6 |P (xy)| √ 1 − (xy)^2 6 1,

to k polinomu Q(y) primenima teorema 5. Soglasno fftoæ teoreme i zameqani¸ 1, |P (x)| = |Q(1)| 6 n + √ |c_nx^n| 2^n 6 n + 1. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 97 Neravenstvo Xura

max{|P (x)| : x ∈ [−1, 1]} 6 (n + 1) max { |P (x)| √ 1 − x^2 : x ∈ [−1, 1] } ffkvivalentno “itogovomu” neravenstvu v teoreme 6.

Standartnym putem iz neravenstva bernxteænovskogo tipa (1) i utoqneniØ neravenstva Xura prihodim k sledu¸wemu usileni¸ klassiqeskogo neravenstva Markova.

Teorema 7. Esli polinom

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, c_n ≠ 0, s vewestvennymi kofffficientami udovletvorØet uslovi¸ |P (x)| 6 1, x ∈ [−1, 1], to dlØ l¸bogo x ∈ [−1, 1] spravedlivo neravenstvo

|P^′(x)| 6 (n − 1) ( n − 1 + √ |c_n| 2^{n−1} ) + √ n|c_nx^{n−1}| 2^{n−1} √ n − 1 + √ |c_n| 2^{n−1} . Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinoma Qebyxeva T_n(z) v toqke x = 1. Dokazatel~stvo. Neravenstvo (1) daet |P^′(x)| √ 1 − x^2 6 n − 1 + √ |c_n| 2^{n−1} . OstaetsØ primenit~ teoremu 6 k polinomu P^′(z) n − 1 + √ |c_n|/2^{n−1} . Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

OcenivaØ pravu¸ qast~ neravenstva teoremy 7 sverhu, polu- qim |P^′(x)| 6 ( n − 1 + √ |c_nx^{n−1}| 2^{n−1} ) n 6 n^2, x ∈ [−1, 1], gde “itogovoe” neravenstvo est~ neravenstvo Markova [2, s. 233].

98 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV

Teorema 8. Pust~ dlØ polinoma

P (z) = c_nz^n + c_{n−1}z^{n−1} + · · · + c_0, n ¿ 2, c_n ≠ 0,

s vewestvennymi kofffficientami v toqkah okrußnosti |z| = 1, z ≠ 1, vypolnØetsØ neravenstvo | | | |Re P (z) z − 1 | | | | 6 1. Togda dlØ ukazannyh toqek z spravedlivo neravenstvo | | | |Im [ z z − 1 ( P^′(z) − P (z) z − 1 )]| | | 6^(n − 2 +^√|cn|^) √ 1 − Re^2 P (z) z − 1 . Ravenstvo v kaßdoæ toqke z, |z| = 1, z ≠ 1, dostigaetsØ dlØ polinoma P (z) = z^n − z^{n−1}.

Dokazatel~stvo. Analogiqno dokazatel~stvu teoremy 5 zakl¸-

qaem, qto dlØ vseh toqek okrußnosti |w| = 1, za iskl¸qeniem, moßet byt~, koneqnogo qisla, vypolnØetsØ neravenstvo ∂|F_2| ∂|w| = | | | | 1 f^′_2(z) | | | | 6^√|cn|. OstaetsØ vyqislit~ proizvodnu¸ v levoæ qasti poslednego neravenstva i zamenit~ w na z. Sluqaæ ravenstva proverØetsØ neposredstvenno. Teorema dokazana.

§3. Drugie metody

Niße rassmatriva¸tsØ dva primera po primeneni¸ geometriqeskoæ teorii funkciæ k ocenkam polinomov, otliqnye, v ideænom plane, ot rassmotrennyh v §1 i §2. Vvedem oboznaqenie M (P ) = max{|P (x)| : |z| = 1}.

Teorema 9. Esli P (z) – polinom stepeni n, to dlØ l¸boæ toqki

z, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ {ζ : P (ζ) = P (z)} ⊂ U , spravedlivo neravenstvo M^2(P ) − |P (z)|^2 ¿ |z|^n|P (1/z) − P (z)|M (P ). Ravenstvo dostigaetsØ v sluqae P (z) = cz^n, c ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto M (P ) = 1 i mnoßestvo {ζ :

P (ζ) = P (z)} sostoit iz n razliqnyh toqek: z_0 = z, z_1, . . . , z_{n−1}.

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 99 I. P. Mit¸k [9] poluqil sledu¸wiæ rezul~tat:

r(f(G), w_0) ¿ |a_p|r^p(G, z_0) exp ∑ k¿1^{pkgG(z0, zk),} gde funkciØ w = f(z) regulØrna v oblasti G, priqem f(z_0 ) = w_0, f^′(z_0) = f^{′′}(z_0) = · · · = f^{(p−1)} (z_0) = 0, f^{(p)} (z_0) = p!a_p ≠ 0; z_k,

k ¿ 1, – nuli funkcii f(z) − w0 v oblasti G, otliqnye ot z0, a

p_k – ih kratnosti; r(D, a) oznaqaet vnutrenniæ radius oblasti D, otnositel~no toqki a, a g_G(z, ζ) – funkci¸ Grina [5]. PolagaØ zdes~ f(z) = P (z), G = U , z_0 = z (i, sledovatel~no, w_0 = P (z), p = 1, a_p = P^′(z), p_k = 1, k = 1, 2, . . ., n −1), i uqityvaØ vkl¸qenie P (U ) ⊂ {w : |w| < 1}, poluqaem

1 − |P (z)|^2 ¿ |P^′(z)|(1 − |z|^2) n−1∏ k=1 | | | | 1 − zz_k z − z_k | | | | . (16)

Esli P (z) = c_nz^n + . . . , to pri fiksirovannom z i l¸byh ζ imeem c_n(ζ − z) n−1∏ k=1 (ζ − z_k) = P (ζ) − P (z). Ots¸da c_n n−1∏ k=1 (z − z_k) = P^′(z),

c_n(1 − |z|^2) n−1∏ k=1 (1 − zz_k) = c_nz^n n−1∏ k=0 ( 1 z − z_k ) =

= z^n ( P ( 1 z ) − P (z) ) . PodstavlØØ ffti sootnoxeniØ v (16), poluqim trebuemoe neravenstvo s legko proverØemym sluqaem ravenstva. Teorema dokazana.

Teorema 10. DlØ dannogo polinoma P (z) stepeni n pust~ toqka

z takova, qto |z| > 1 i | | | | P (z) z^{n−1} | | | | > M (P ).

100 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV Togda |zP^′(z) − (n − 1)P (z)| 6 |c_n||z|^{n−2}(|z|^2 − 1) 1 − (M (P )|z|^{n−1}/|P (z)|)^2 . (17)

Ravenstvo dostigaetsØ dlØ polinoma P (z) = c_nz^n.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto z0 > 0, M (P ) = 1,

P (z_0)/z^{n−1}_0 > 0 i (P (z)/z^{n−1})^′ ≠ 0 v toqke z_0. Pri dostatoqno malom r > 0 rassmotrim vewestvennu¸ funkci¸ u_r(z), nepreryvnu¸ v |z| ¿ 1, garmoniqesku¸ na mnoßestve G_r := {z : 1 < |z| < 1/r} \ {z : |z − z_0| 6 r}, ravnu¸ nul¸ na |z| ¿ 1/r, edinice na |z − z_0| 6 r i udovletvorØ¸wu¸ graniqnomu uslovi¸ ∂u_r/∂|z| = 0 na |z| = 1. GiperboliqeskaØ emkost~ Robina sootvetstvu¸weæ konfiguracii ravna integralu Dirihle

I(u_r, G_r) := ∫ ∫ Gr | ▽ u_r|^2dxdy. Na mnoßestve |w| ¿ 1 opredelim funkci¸

v_r(w) = max { u(z) : |z| ¿ 1, P (z) z^{n−1} = w } . UqityvaØ konformnu¸ invariantnost~ integrala Dirihle, ime- em I(u_r, G_r) ¿ I(v_r , {w : |w| > 1}). Oboznaqim qerez B_r maksimal~nyæ zamknutyæ krug s centrom v toqke P (z_0)/z^{n−1}_0 , soderßawiæsØ v obraze kruga |z − z_0| 6 r pri otobraßenii w = P (z)/z^{n−1}, i pust~ D_r – maksimal~nyæ zamknutyæ “krug” s centrom v beskoneqnosti, soderßawiæsØ v obraze mnoßestva |z| ¿ 1/r pri ukazannom otobraßenii. Nakonec, opredelim funkci¸ v^∗_r (w), nepreryvnu¸ v kruge |w| ¿ 1, garmoniqesku¸ na mnoßestve H_r := {w : |w| > 1, w /∈ B_r ∪ D_r }, ravnu¸ nul¸ na D_r , edinice na B_r i udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ ∂v^∗_r /∂|w| = 0 na |w| = 1. Iz principa Dirihle so svobodnoæ graniceæ sleduet I(v_r , {w : |w| > 1}) ¿ I(v^∗_r , H_r).

O PRIMENENII KONFORMNYH OTOBRAȷENI` 101 SummiruØ vypisannye sootnoxeniØ, poluqaem

I(u_r , G_r) ¿ I(v^∗_r , H_r). (18)

DlØ vyqisleniØ giperboliqeskoæ emkosti v levoæ qasti (18) otobrazim vnexnost~ kruga |z| < 1 na vnexnost~ otrezka funkcieæ ζ = 1 2 ( z + 1 z ) . UqityvaØ konformnu¸ invariantnost~ integrala Dirihle, legko zakl¸qaem, qto iskomaØ giperboliqeskaØ emkost~ ravna, s toqnost~¸ do beskoneqno malyh bolee vysokogo porØdka pri r → 0, emkosti krugovogo koncentriqeskogo kol~ca s radiusa- mi 1 2 ( 1 − 1 |z|^2 ) r i 1 2r Analogiqno privlekaØ konformnoe otobraßenie ζ = 1 2 ( w + 1 w ) , ubeßdaemsØ, qto giperboliqeskaØ emkost~ v pravoæ qasti (18) ravna, s toqnost~¸ do beskoneqno malyh bolee vysokogo porØdka pri r → 0, emkosti krugovogo kol~ca, ograniqennogo koncentriqeskimi okrußnostØmi radiusov 1 2 ( 1 − (z^{n−1}_0 )^2 P^2(z_0) ) | | | P^′(z_0)z_0 − (n − 1)P (z_0) z^n_0 | | | | r i |c_n| 2r SravnivaØ otnoxeniØ fftih radiusov i ispol~zuØ (18), prihodim k neravenstvu (17). Ostalos~ proverit~ utverßdenie o sluqae ravenstva. Teorema dokazana.

Literatura

1. G. V. Milovanovic, D. S. Mitrinovic, Th. M. Rassias, Topics in polynomials: extremal problems, inequalities, zeros, Singapore (1994).

2. P. Borwein, T. Erdelyi, Polinomials and polinomial inequalities, New York (1995).

3. V. N. Dubinin, Teoremy iskaßeniØ dlØ polinomov na okrußnosti, Mat.

sb. 191, No. 12 (2000), 51–60.

4. V. N. Dubinin, Konformnye otobraßeniØ i neravenstva dlØ algebraiqeskih polinomov, Algebra i analiz 13, vyp. 5 (2001), 16–43.

102 V. N. DUBININ, A. V. OLESOV

5. G. M. Goluzin, GeometriqeskaØ teoriØ funkciæ kompleksnogo peremennogo, 2-oe izd., M. (1966).

6. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103 vyp. 5 (1997), 1–50 .

7. Q. I. Rahman, On a problem of Turan about polynomials with curved majorants, Trans. Amer. Math. Soc. 163 (1972), 447–455.

8. M. A. Lachance, Bernstein and Markov inequalities for constrained polynomials, Lect. Notes Math. 1045 (1984), 125–135.

9. I. P. Mit¸k, Princip simmetrizacii dlØ mnogosvØznyh oblasteæ, Dokl. AN SSSR 157, No. 2 (1964), 268–270.

10. P. Duren, J. Pfaltzgraff, Hiperbolic capacity and its distortion under conformal mapping, J. Anal. Math. 78 (1999), 205–218.

11. N. A. Lebedev, Nekotorye ocenki dlØ funkciæ, regulØrnyh i odnolistnyh v kruge, Vestn. Leningr. un-ta. Ser. mat., fiz., him. 11, vyp. 4 (1955) 3–21.

12. Z. Nehari, Some inequalities in the theory of function, Trans. Amer. Math. Soc.

75, No. 2 (1953) 256–286.

13. W. K. Hayman, Multivalent functions, Cambridge (1994).

Postupilo 19 aprelØ 2002 g. Institut prikladnoæ matematiki DVO RAN, Vladivostok

E-mail: dubinin@iam-mail.febras.ru

Morskoæ gosudarstvennyæ universitet im. G. I. Nevel~skogo Vladivostok