Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

E. G. Emel~Ønov

K ZADAQE O MAKSIMUME PROIZVEDENI˚ STEPENE` KONFORMNYH RADIUSOV NENALEGAıWIH OBLASTE`

§1. Vvedenie. Formulirovki rezul~tatov

1.1. Pust~ b = {bi}^n_{i=1} – sistema razliqnyh toqek na rimanovoæ

sfere C^z. Pod dopustimoæ sistemoæ oblasteæ ponimaem sistemu D = {D_i}^n_{i=1} poparno nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na C^z takih, qto b_i ∈ D_i, i = 1, . . . , n. Pust~ D(b) – semeæstvo vseh dopustimyh sistem oblasteæ. Pust~ ff = {α_i}^n_{i=1} – sistema poloßitel~nyh qisel. Na semeæstve D(b) opredelen funkcional

Φ(D , ff) = n∑ i=1 α^2_i M (D_i, b_i), (1)

gde qerez M (D, b) oboznaqaetsØ privedennyæ modul~ oblasti D otnositel~no toqki b ∈ D. Imeem ravenstvo

Φ(D , ff) = 1 2π log n∏ i=1 R^{α2}i (D_i, b_i), (1^′)

gde R(D, b) – konformnyæ radius oblasti D otnositel~no toqki b ∈ D (pri b_n = ∞ pod sootvetstvu¸wim mnoßitelem v (1^′) ponimaetsØ R^{−α2n}(D_n, ∞)),

Zadaqi o maksimume proizvedeniØ stepeneæ konformnyh radiusov nenalega¸wih oblasteæ prinadleßat k qislu klassiqeskih problem geometriqeskoæ teorii funkciæ; ob fftih zadaqah i svØzannyh s nimi novyh voprosah sm., naprimer, obzornye stat~i [1, 2]. Obwiæ rezul~tat v ukazannoæ zadaqe sostoit v sledu¸wem. Suwestvuet edinstvennaØ sistema oblasteæ D(b, ff) = {D_i(b, ff)}^n_{i=1}, realizu¸waØ maksimum M(b, ff) summy (1):

M(b, ff) = Φ ( D(b, ff), ff ) . Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 00-01-00118. 103

104 E. G. EMEL^˚NOV

Oblasti D_i(b, ff) sistemy D(b, ff) ØvlØ¸tsØ krugovymi oblastØmi associirovannogo kvadratiqnogo differenciala Qb(z, ff)dz^2 dannoæ zadaqi. Ukazannyæ kvadratiqnyæ differencial edinstvenen.

Pri n = 2, 3 rexenie zadaqi ves~ma prosto sleduet iz vyraßeniØ dlØ differenciala Qb(z, α)dz^2 i formuliruetsØ v fflementarnyh funkciØh.

V sluqae n = 4 pri pomowi drobno-lineænogo preobrazovaniØ qetverka toqek b = {b_1, b_2, b_3, b_4} s angarmoniqeskim otnoxeniem λ = b_3 − b_1 b_3 − b_2 : b_4 − b_1 b_4 − b_2

perehodit v qetverku {−1, 1, b, −b}, gde b = √ λ − 1 √ λ + 1 . V ukazannom sluqae my imeem delo s zadaqeæ nahoßdeniØ veliqiny M(b, ff) pri l¸bom zadannom znaqenii λ i zadaqeæ o maksimume ukazannoæ veliqiny pri vseh znaqeniØh λ. Pri ff = 1 = {1, 1, 1, 1} obe ffti zadaqi rexeny G. V. Kuz~minoæ [3], a vtoraØ iz nih takße S. I. Fedorovym [4]. V sluqae proizvol~nyh znaqeniæ α_1, α_2, α_3, α_4 vopros ostaetsØ otkrytym.

V nastoØweæ rabote my rassmatrivaem zadaqu o M(b, ff) v sluqae n = 4, ff = {1, 1, α, α}, gde α – l¸boe poloßitel~noe qislo. Pri b = {−1, 1, b, −b} dopustimoe semeæstvo sistem oblasteæ, maksimum funkcionala (1), ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ i t.d. budem oboznaqat~ qerez D(b), M(b, α), D(b, α) = {D_j(b, α)}^4_{j=1} i t.d. Pri α = 1 indeks “α” v fftih oboznaqeniØh budem opuskat~.

Sluqaæ ff = {1, 1, α, α} suwestvenno otliqaetsØ ot issledovannogo v [3]. Pri ff = 1 v silu simmetrii v usloviØh zadaqi pri l¸boæ perestanovke toqek −1, 1, b, −b ffkstremal~naØ konfiguraciØ perehodit v sebØ. Pofftomu pri dvukratnom “svoraqivanii” ffkstremal~noæ konfiguracii posredstvom preobrazovaniæ

u = z^2, w = G ( b u^2 − 1 u^2 − b^2 ) , (2)

gde G(t) =^1_2 (t + 1/t) – funkciØ ȷukovskogo, toqki z = −1, 1, b, −b perehodØt v toqku w = ∞, toqki z = 0, ∞ perehodØt v w = G(b),

K ZADAQE O MAKSIMUME 105

a toqki u = ±b, ØvlØ¸wiesØ osobymi dlØ vtorogo iz preobrazovaniæ (2), – v w = ±1. Rassußdenie, analogiqnoe privedennomu v [3], gde rassmatrivaetsØ sistema toqek {−1, 1, a, ∞}, pokazyvaet, qto pri ukazannyh preobrazovaniØh kaßdaØ iz oblasteæ D_i(b_i), i = 1, 2, 3, 4, perehodit v odnu i tu ße oblast~ na C^w \ {−1, 1, G(b)}, soderßawu¸ toqku w = ∞ i realizu¸wu¸ maksimum privedennogo modulØ otnositel~no toqki w = ∞ v semeæstve vseh oblasteæ, oblada¸wih upomØnutym svoæstvom. �to oznaqaet, qto ob¨edinenie zamykaniæ kritiqeskih traektoriæ associirovannogo kradratiqnogo differenciala Q_b(z)dz^2 perehodit v kontinuum naimen~xeæ emkosti E(−1, 1, G(b)), soderßawiæ ukazannye toqki. Ots¸da poluqaem vyraßenie dlØ iskomogo maksimuma v sluqae ff = 1 (sr. s teoremoæ 1 v [3]):

2πM(b) = −4 log cap E(−1, 1, G(b))+4 log|b^2−1|−2 log|b|−4 log4. (3)

Ravenstvo (3) moßno zapisat~ inaqe, vvedØ v rassmotrenie konformnyæ invariant. Pust~ dlØ b = {b_j}^4_{j=1}

L_0(b) = − 1 3 · 1 2π ∑ 16i<j64^{log |bi − bj|} 2, J_0(b) = M(b) + L_0(b). (4) Funkcional J_0(b) invarianten otnositel~no gruppy drobnolineænyh preobrazovaniæ C^z. V sluqae simmetriqnoæ sistemy b = {−1, 1, b, −b} iz (3) i (4) poluqim

2πJ_0(b) = −4 log cap E(−1, 1, p)+ 4 3 log |p^2−1|− 10 3 log 4, p = G(b). (5)

Izvestno neravenstvo (sm. [3, 4]):

J_0(b) 6 J_0(b^∗), gde b^∗ = (2 − √ 3)i, (6)

otkuda vytekaet ocenka dlØ M(b): 2πM(b) 6 2π ( M(b^∗) + L_0(b^∗) − L_0(b) ) = = 2 log 3 4 + 4 3 log |b^2 − 1| + 2 3 log |b|. (7) Ravenstvo v (7) dostigaetsØ lix~ pri b = ±b^∗, ±1/b^∗.

V sluqae α ≠ 1 my ne poluqim formuly, analogiqnoæ (3). Odnako s pomow~¸ special~no podobrannogo konformnogo invarianta udaetsØ poluqit~ ocenku, analogiqnu¸ (7).

106 E. G. EMEL^˚NOV

1.2. Poloßim dlØ α > 0 i b = {bj}^4_{j=1} L(b, α) = 1 2π ∑ 16i<j6j^{μi,j log |bi − bj|} 2, (8) gde μ_{1,2} = 2α − 1, μ_{3,4} = 2α − α^2, μ_{1,3} = μ_{1,4} = μ_{2,3} = μ_{2.4} = −α.

Togda funkcional J(b, α) = M(b, α) + L(b, α) konformno-invarianten i ograniqen sverhu (sm. [5]). V qastnosti, dlØ b = {−1, 1, b, −b} imeem ravenstvo J(b, α) = M(b, α)+ + 1 2π ( − 4α log |b^2 − 1| + (2α − α^2) log |b^2| + (4α − α^2 − 1) log 4 ) . (9) Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Pust~ J(b, α) – funkcional (9). DlØ l¸bogo α > 0 i

l¸bogo b ≠ ±1 spravedlivo neravenstvo J(b, α) 6 J(i, α), (10) gde J(i, α) = 2α log 4 + 2α^2 log α − (α + 1)^2 log(α + 1) − (α − 1)^2 log |α − 1|. Pri Im b ¿ 0 ravenstvo v (10) dostigaetsØ tol~ko pri b = i. �kstremal~noæ sistemoæ oblasteæ ØvlØetsØ tol~ko sistema D(i, α), sostoØwaØ iz krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala ( (α + 1)z^2 − (α − 1) )( (α − 1)z^2 − (α + 1) ) (z^4 − 1)^2 dz^2. Sledstvie 1. Pust~ α – l¸boe poloßitel~noe qislo, b = {bj}^4_{j=1}

– sistema razliqnyh toqek, M(b, α) – maksimum funkcionala (1) na semeæstve D(b) pri ff = (1, 1, α, α). Spravedlivo neravenstvo M(b, α) + L(b, α) 6 J(i, α), (11) gde L(b, α) – funkciØ (8). Ravenstvo v (11) imeet mesto tol~ko dlØ b = {−1, 1, i, −i} i dlØ sistem toqek, sootvetstvu¸wih ukazannoæ qetverke pri drobno-lineænyh preobrazovaniØh z-sfery.

K ZADAQE O MAKSIMUME 107

Sledstvie 2. Pust~ α > 0 – l¸boe, B ≠ ±1, ∞, b = {−1, 1, B, ∞},

~M(B, α) = M(b, α}. Spravedlivo neravenstvo ~M(B, α) − α π log |B^2 − 1| 6 ~M(0, α). (12)

Ravenstvo v (12) dostigaetsØ tol~ko pri B = 0.

ZameqaniØ. 1. Sledstvie 2 pokazyvaet, v qastnosti, qto v slu-

qae 0 6 B < 1 maksimum funkcii ~M(B, α) dostigaetsØ tol~ko pri B = 0.

2. V sluqae α = 1, 0 6 B < 1 neravenstvo (12) i utverßdenie o ravenstve v (12) sledu¸t iz rezul~tata v [3].

1.3. Dokazatel~stvo teoremy 1 osnovyvaetsØ na rexenii zadaqi

o maksimume konformnogo invarianta, voznika¸wego pri “svoraqivanii” ishodnoæ zadaqi posredstvom preobrazovaniæ (2).

Pust~ a = {a_j}^4_{j=1} – sistema razliqnyh toqek na v-sfere. Pod dopustimoæ sistemoæ zdes~ budem ponimat~ paru ^D = {Δ_j}^2_{j=1} nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na C^v \ {a_3, a_4} takih, qto a_j ∈ Δ_j , j = 1, 2. Pust~ ^D(a) – semeæstvo vseh dopustimyh par oblasteæ. Pri l¸bom α > 0 na semeæstve ^D(a) opredelen funkcional Φ_1(^D , α) = M (Δ_1, a_1) + α^2M (Δ_2, a_2). (13)

Pust~ M_1(a, α) – maksimum funkcionala (11) na semeæstve ^D(a), ^D (a, α) = {Δ_j(a, α)}2_{j=1} – ffkstremal~naØ para oblasteæ fftogo semeæstva:

M_1(a, α) = Φ_1(^D (a, α), α). Poloßim L_1(a, α) = 1 2π ∑ 16i<j64^{λi,j log |ai − aj|,} (14) gde λ_{1,2} = −2α, λ_{1,3} = λ_{1,4} = (α − 1), λ_{3,4} = (α − 1)^2, λ_{2,3} = λ_{2,4} = −α(α − 1).

(Kak obyqno, esli a_i = ∞, to sootvetstvu¸wee slagaemoe v (14) otsutstvuet.) Funkcional

J_1(a, α) = M_1(a, α) + L_1(a, α) (15)

108 E. G. EMEL^˚NOV

ØvlØetsØ konformnym invariantom i ograniqen sverhu. Qerez Qa(v, α)dv^2 oboznaqaem associirovannyæ kvadratiqnyæ differencial. V sluqae a = {0, ∞, 1, a}, gde a ≠ 0, 1, ∞, v ispol~zuemyh oboznaqeniØh a zamenØem na a.

Netrudno videt~, qto pri preobrazovanii

v = b^2 z^2 − 1 z^2 − b^2 , perevodØwem toqki −1, 1 i −b, b sootvetstvenno v toqki 0 i ∞, oblasti D_1(b, α), D_2(b, α) i D_3(b, α), D_4(b, α), obrazu¸wie ffkstremal~nu¸ sistemu D(b, α), perehodØt sootvetstvenno v oblasti Δ_1(b^2, α) i Δ_2(b^2, α), obrazu¸wie ffkstremal~nu¸ sistemu ^D (b2, α). Neposredstvennoe vyqislenie daet 1 2 J(b, α) = J_1(b^2, α) − 1 2π (α − 1)^2 log 4. (16)

Zadaqa o maksimume funkcionala J(b, α) tem samym svoditsØ k zadaqe o maksimume funkcionala J_1(a, α), rexenie kotoroæ daetsØ sledu¸weæ teoremoæ.

Teorema 2. Pust~ α > 1, a ≠ 0, 1, ∞. Pust~ J1(a, α) – funkcional

(15). Spravedlivo neravenstvo

J_1(a, α) 6 J_1(−1, α). (17)

Ravenstvo v (17) dostigaetsØ tol~ko pri a = −1. �kstremal~naØ para oblasteæ ^D (−1, α) sostoit iz krugovyh oblasteæ kvadratiqnogo differenciala Q_{−1}(v, α)dv^2 = − 1 4π^2 α^2v^2 − 1 (v^2 − 1)v^2 dv^2. (18)

§2. Dokazatel~stva

2.1. Dokazatel~stvo teoremy 2. Iz ograniqennosti sverhu

funkcionala J_1(a, α) sleduet suwestvovanie znaqeniØ a^∗ = a^∗(α), realizu¸wego maksimum fftogo funkcionala. Pol~zuØs~ konformnoæ invariantnost~¸ funkcionala J_1(a, α), moßem primenit~ preobrazovanie v → v/a^∗, perevodØwee sistemu (0, ∞, 1, a^∗) v

K ZADAQE O MAKSIMUME 109

(0, ∞, 1/a^∗, a). Vsledstvie fftogo i blagodarØ simmetriqnoæ roli toqek a_3, a_4 v usloviØh rassmatrivaemoæ zadaqi moßem sqitat~, qto |a^∗| 6 1. Iz obweæ formuly v [5] poluqaem vyraßenie dlØ associirovannogo kvadratiqnogo differenciala Q_a� (v, α)dv^2 dannoæ zadaqi:

4π^2Q_a� (v, α)dv^2 = − (αv − 1)(αv − a^∗) v^2(v − 1)(v − a^∗) dv^2. (19)

Znaqenie a^∗, ØvlØ¸weesØ pol¸som differenciala (19), podleßit opredeleni¸. DlØ nahoßdeniØ fftogo znaqeniØ vaßen tot fakt, qto ob¨edinenie zamykaniæ kritiqeskih traektoriæ differenciala (19) svØzno i razbivaet C^v na dve krugovye oblasti Δ_1(a^∗, α) i Δ_2(a^∗, α) fftogo differenciala, togda kak v obwem sluqae v strukture traektoriæ differenciala (19) moßet prisutstvovat~ kol~cevaØ oblast~. Pust~ takße D^∗_1 (α), D^∗_2 (α), gde 0 ∈ D^∗_1 (α), ∞ ∈ D^∗_2 (α), – krugovye oblasti differenciala (18).

2.2. Sledu¸wie qetyre lemmy harakterizu¸t strukturu tra-

ektoriæ differencialov (18) i (19).

Lemma 1. Znaqenie a^∗ = a^∗(α), realizu¸wee maksimum funkcio-

nala J_1(a, α), udovletvorØet uslovi¸

Im a^∗ = 0.

Lemma 2. Esli a^∗ < 0, to kasanie traektoriæ differencialov

Q_a� (v, α)dv^2 i Q_{−1}(v, α)dv^2 vozmoßno tol~ko v toqkah vewestvennoæ osi v-ploskosti i v toqkah okrußnosti C_r = {v : |v| = r}, gde r = (|a^∗|/α)^{1/2}. Lemma 3. Esli a^∗ < 0, to kasanie traektoriæ differenciala

Q_a� (v, α)dv^2 s okrußnost~¸ C_r vozmoßno tol~ko v toqkah ±r, ±ir.

Lemma 4. Pust~ α > 1, 0 < x < 1/α, i pust~ σx – zamknutaØ

traektoriØ differenciala Q_{−1}(v, α)dv^2, prohodØwaØ qerez toqku v = x. Togda σ_x ⊂ U_x, gde U_x = {v : |v| < x}.

Dokazatel~stva lemm 1–4 privodØtsØ v §2.4.

2.3. Dalee pri dokazatel~stve teoremy 2 my budem opirat~-

sØ na predyduwie lemmy. V silu lemmy 1, a^∗ – vewestvennoe. Predpoloßim, qto 0 < a^∗ < 1. Esli a^∗ ≠ 1/α, to differencial Q_a� (v, α)dv^2 imeet na vewestvennoæ osi dva prostyh nulØ:

110 E. G. EMEL^˚NOV

c_1 = a^∗/α > 0 i c_2 = 1/α > 0. V sluqae otsutstviØ v strukture traektoriæ kol~cevoæ oblasti toqki c_1 i c_2 dolßny prinadleßat~ granice oblasti Δ_1(a^∗, α), soderßaweæ toqku v = 0, qto nevozmoßno vsledstvie simmetrii struktury traektoriæ differenciala Q_a� (v, α)dv^2. Znaqit, vozmoßen tol~ko sluqaæ a^∗ = 1/α. Togda

Q_a� (v, α)dv^2 = Q_{1/α}(v, α)dv^2 = − 1 4π^2 α^2v^2 − 1 (v − 1)v^2 dv^2, i znaqenie funkcionala J_1(1/α) neposredstvenno vyqislØetsØ:

2πJ_1(1/α, α) = 2(α^2 −1) log 2+α(α−1) log α−(α+1)^2 log(α+1). (20)

Takße neposredstvennoe vyqislenie daet ravenstvo

2πJ_1(−1, α) = (α^2 − α + 1) log 4 + α^2 log α− − 1 2 (α + 1)^2 log(α + 1) − 1 2 (α − 1)^2 log(α − 1). (21)

Nesloßno proverit~, qto pri α > 1 J_1(−1, α) > J_1(1/α, α). Takim obrazom, a^∗ < 0. Predpoloßim, qto −1 < a^∗ < 0. V dal~- neæxem my budem neodnokratno ispol~zovat~ sledu¸wee oqevidnoe utverßdenie.

Pust~ traektorii γ_1 i γ_2 kvadratiqnyh differencialov Q_1(z)dz^2 i Q_2(z)dz^2 na C pereseka¸tsØ v toqkah A i B, i pust~ v zamykanii oblasti, ograniqennoæ dugami fftih traetoriæ s koncami v toqkah A i B, net nuleæ i pol¸sov rassmatrivaemyh differencialov. Togda na duge traektorii γ_i odnogo iz ukazannyh differencialov imeetsØ toqka kasaniØ fftoæ dugi s nekotoroæ traektorieæ drugogo iz fftih differencialov.

Pust~ c_1 = a^∗/α i c_2 = 1/α – nuli differenciala Q_a� (v, α)dv^2, γ – kritiqeskaØ traektoriØ fftogo differenciala v verhneæ poluploskosti, soedinØ¸waØ toqki c_1 i c_2. Preßde vsego pokaßem, qto γ moßet peresekat~ okrußnost~ C_r ne bolee qem v odnoæ toqke, priqem tol~ko v sluqae r < 1/α. Deæstvitel~no, esli r < 1/α, to toqka c_1 leßit vnutri okrußnosti C_r, a toqka c_2 – snarußi, znaqit, imeetsØ neqetnoe qislo toqek pereseqeniØ γ i C_r. Esli qislo takih toqek ne men~xe treh, to v verhneæ poluploskosti

K ZADAQE O MAKSIMUME 111

suwestvuet ne menee dvuh toqek kasaniØ okrußnosti C_r s traektoriØmi differenciala Q_a� (v, α)dv^2, qto nevozmoßno po lemme 3. Esli 1/α 6 r i δ peresekaet okrußnost~ C_r, to naædetsØ toqka p pereseqeniØ C_r i γ takaØ, qto duga traektorii γ, ime¸waØ svoimi koncami toqki p i c_2 = 1/α, leßit vnutri okrußnosti C_r. Poskol~ku r < 1, to na duge okrußnosti C_r s koncami v toqkah r i p dolßna byt~ toqka kasaniØ s traektorieæ differenciala Q_a� (v, α)dv^2, qto protivoreqit lemme 3. Takim obrazom, sformulirovannoe predloßenie dokazano.

Dalee, poskol~ku c_1 ∈ D^∗_1 (α), to suwestvuet zamknutaØ traektoriØ σ differenciala Q_{−1}(v, α)dv^2, prohodØwaØ qerez toqku c_1. Tak kak σ peresekaet vewestvennu¸ os~ takße v toqke x = −a^∗/α < 1/α, to traektorii σ i γ dolßny peresekat~sØ v nekotoroæ toqke q. Togda na duge traektorii γ s koncami v toqkah c_1 i q dolßna suwestvovat~ toqka kasaniØ traektorii differencialov Q_a� (v, α)dv^2 i Q_{−1}(v, α)dv^2. Po lemme 2, ffta toqka dolßna prinadleßat~ okrußnosti C_r. Sledovatel~no, toqka q leßit vne okrußnosti C_r, znaqit, krivaØ σ peresekaet fftu okrußnost~, qto protivoreqit lemme 4. �to protivoreqie dokazyvaet, qto sluqaæ −1 < a^∗ < 0 nevozmoßen. Takim obrazom, a^∗ = −1.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 2 ostaetsØ dokazat~ lemmy 1–4.

2.4. Dokazatel~stvo lemmy 1. Poskol~ku toqki v = 1 i v =

1/α ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno prostym pol¸som i prostym nulem kaßdogo iz differencialov Q_a� (v, α)dv^2 i Q_{−1}(v, α)dv^2, i ob¨edinenie zamykaniæ kritiqeskih traektoriæ differenciala Q_a� (v, α)dv^2 svØzno, to na otrezke 1/α < x < 1, ØvlØ¸wemsØ traektorieæ differenciala Q_{−1}(v, α)dv^2, dolßna byt~ toqka kasaniØ traektoriæ ukazannyh dvuh differencialov. UsloviØ kasaniØ v toqke v traektoriæ differencialov Q_a� (v, α)dv^2 i Q_{−1}(v, α)dv^2 imeet vid Q_a� (v, α)/Q_1(v, α) > 0, otkuda Im αv(a^∗ + 1) (v − a^∗)(αv + 1)

= 0. (22)

Esli v = x – vewestvennoe, to iz (22) poluqaem Im{(a^∗ + 1)/(x − a^∗)} = 0, sledovatel~no, Im a^∗ = 0.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Ispol~zuØ uslovie −1 6 a^∗ < 0, iz

112 E. G. EMEL^˚NOV

(22) poluqaem: Im (( α |a^∗| )_{1/2} v + 1 ( α |a^∗| )_{1/2} v ) = 0,

otkuda i sleduet utverßdenie lemmy.

Dokazatel~stvo lemmy 3. UsloviØ kasaniØ traektoriæ diffe-

renciala Q_a� (v, α)dv^2 s okrußnost~¸ C_r v toqke v ∈ C_r imeet vid (αv − 1)(αv − a^∗) (v − 1)(v − a^∗)

> 0. (23)

Iz (23) poluqaem neravenstvo ( α + α − 1 v − 1 )( α + (α − 1)a^∗ v − a^∗ ) > 0, otkuda Im {( α(a^∗ + 1)v − a^∗(1 + α) )( v^2 − (a^∗ + 1)v + a^∗ )} = 0.

UqityvaØ, qto |v|^2 = |a^∗| α = − a^∗ α , ots¸da poluqaem ravenstvo

Im = { αa^∗(a^∗ + 1)( v + v) − a^∗(1 + α)v^2 } = 0, sledovatel~no, Im v^2 = 0, qto i trebovalos~ dokazat~.

Dokazatel~stvo lemmy 4. Snaqala pokaßem, qto kasanie tra-

ektoriæ differencialov Q_{−1}(v, α)dv^2 i − dv^2 v^2 vozmoßno tol~ko v toqkah vewestvennoæ ili mnimoæ oseæ v-ploskosti. Deæstvitel~no, ukazannye usloviØ kasaniØ imet vid α^2v^2 − 1 v^2 − 1 > 0, otkuda sleduet, qto Im v^2 = 0.

Dalee, predpoloßim, qto toqka p ∈ σ_x ∩ U_x ≠ ?. V silu simmetrii traektorii σ_x otnositel~no vewestvennoæ i mnimoæ oseæ,

K ZADAQE O MAKSIMUME 113

moßem sqitat~, qto Re p > 0, Im p > 0. Esli σ_x ⊄ U_x, to naædetsØ toqka q ∈ C \ U_x, q ∈ σ, Re p > 0, Im q > 0. Duga traektorii σ s koncami v toqkah p i q dolßna peresekat~ okrußnost~ C_x v nekotoroæ toqke s. Duga traektorii σ s koncami v toqkah v = x i s soedinØet dve toqki okrußnosti C_x, sledovatel~no, na duge C_x meßdu fftimi toqkami dolßna byt~ toqka kasaniØ s traektorieæ differenciala Q_{−1}(v, α)dv^2, qto nevozmoßno, tak

kak okrußnost~ C_x ØvlØetsØ traektorieæ differenciala − dv^2 v^2 . Znaqit, esli σ_x ∩ U_x ≠ ?, to σ_x ⊂ U_x. Predpoloßim teper~, qto

σ_x ∩ U_x = ?. (24)

Poskol~ku nikakaØ okrußnost~ C_x ne ØvlØetsØ traektorieæ differenciala Q_{−1}(v, α)dv^2 pri α ≠ 1, to iz soobraßeniæ nepreryvnosti Øsno, qto uslovie (24) dolßno vypolnØt~sØ dlØ vseh x ∈ (0, 1/α), qto, oqevidno, nevozmoßno. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto vsegda σ_x ⊂ U_x.

2.5. Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ α > 1. Ispol~zuØ teo-

remu 2, iz (14) poluqaem 1 2 J(b, α) = J_1(b^2, α) − 1 2π (α − 1)^2 log 4 6

6 J1(−1, α) −^1_{2π} (α − 1)^2 log 4 =^1_2J(i, α),

qto i trebovalos~ dokazat~. Pust~ teper~ 0 < α < 1. Preobrazovanie w = φ(z) = b/z perevodit pary toqek −1, 1 i b, −b drug v druga. Sledovatel~no, sistema oblasteæ

~D = { φ ( D_4(b, α) ) , φ ( D_3(b, α) ) , φ ( D_2(b, α) ) , φ ( D_1(b, α) )} ØvlØetsØ ffkstremal~noæ dlØ sistemy vesov ff = (α, α, 1, 1), a znaqit, i dlØ sistemy vesov ff = (1, 1, 1/α, 1/α). Pofftomu imeem M(b, α) = α^2M(b. 1/α) + 1 2π (α^2 − 1) log |b|. (25)

Iz (8) poluqaem α^2L(b, 1/α) = L(b, α) + 1 2π (α^2 − 1) log |b^2|. (26)

114 E. G. EMEL^˚NOV

Teper~ iz (25) i (26) sleduet α^2J(b, 1/α) = J(b, α). Poskol~ku 1/α > 1, to, po dokazannomu, J(b, α) = α^2J(b, 1/α) 6 α^2J(−1, 1/α) = J(i, α). V sluqae α = 1 trebuemyæ rezul~tat sleduet iz soobraßeniæ nepreryvnosti.

Literatura

1. G. V. Kuz~mina, Metody geometriqeskoæ teorii funkciæ. I, II, Algebra i analiz 9, vyp. 3 (1997), 41–103; vyp. 5 (1997), 1–50.

2. V. N. Dubinin, SimmetrizaciØ v teorii funkciæ kompleksnogo peremennogo, Uspehi mat. nauk 49, vyp. 1 (1994), 3–77.

3. G. V. Kuz~mina, K zadaqe o proizvedenii konformnyh radiusov nenalega- ¸wih oblasteæ, Zap. nauqn. semin. LOMI 100 (1980), 131–145.

4. S. I. Fedorov, O maksimume odnogo konformnogo invarianta v zadaqe o nenalega¸wih oblastØh, Zap. nauqn. semin. LOMI 112 (1981), 172–183.

5. E. G. Emel~Ønov, Konformno-invariantnye funkcionaly na rimanovoæ sfere, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 134–154.

Postupilo 16 sentØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov