Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

E. G. Emel~Ønov

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI I KVAZIKONFORMNYE OTOBRAȷENI˚ SPECIAL^NOGO VIDA. II

Pod zadaqeæ ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ poverhnosti R ponimaetsØ vopros o maksimume funkcionala M = M(D), opredelennogo na dopustimom semeæstve D = {D} sistem oblasteæ na poverhnosti R s otmeqennymi toqkami i predstavlØ¸wego soboæ lineænu¸ kombinaci¸ funkciæ ot oblasteæ rassmatrivaemogo semeæstva. DlØ priloßeniæ vaßen harakter zavisimosti maksimuma M^∗ funkcionala M(D) v semeæstve D ot parametrov, opredelØ¸wih zadaqu ob ffkstremal~nom razbienii. V sluqae, kogda semeæstvo D sostoit tol~ko iz dvusvØznyh oblasteæ, v [1] poluqeny usloviØ, pri kotoryh veliqina M^∗ ØvlØetsØ pl¸rigarmoniqeskoæ funkcieæ ot otmeqennyh toqek na R. V nastoØweæ rabote fftot rezul~tat rasprostranØetsØ na bolee obwiæ sluqaæ. IssleduetsØ takße zavisimost~ maksimuma M^∗ funkcionala v zadaqe ob ffkstremal~nom razbienii poverhnosti

R v semeæstve D ot drugih parametrov.

§0. Neobhodimye opredeleniØ i fakty

Zadaqa ob ffkstremal~nom razbienii rimanovoæ poverhnosti v obwem sluqae opredelena v [2]. OgraniqimsØ kratkimi opredeleniØmi fftoæ zadaqi v rassmatrivaemyh niße sluqaØh.

Pust~ R – kompaktnaØ rimanova poverhnost~ roda g ¿ 0. Pust~

na R zadany mnoßestva razliqnyh toqek

A = {a_j }^n_{j=1}, B^{(0)} = {b^{(0)}_i }^m_{i=1}, N = n + m,

i pust~ P = A ∪ B^{(0)}, R^′ = R \ P.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 00-01-00118. 115

116 E. G. EMEL^˚NOV Pust~ D – semeæstvo sistem D nenalega¸wih oblasteæ na R^′ ∪ B dvuh tipov: D = D^{(1)} ∪ D^{(2)} , gde

D^{(1)} = {D^{(1)}_j }^{n1}_{j=1}, D^{(2)} = {D^{(2)}_j }^m_{j=1},

D^{(1)}_j – dvusvØznaØ oblast~, D^{(2)}_j – odnosvØznaØ oblast~, b^{(0)}_j ∈ D^{(2)}_j . PredpolagaetsØ, qto semeæstvo D associirovano s zadannym semeæstvom H sistem

H^{(1)} = {H^{(1)}_j }^{n1}_{j=1}, H^{(2)} = {H^{(2)}_j }^m_{j=1}

gomotopiqeskih klassov ßordanovyh krivyh na R^′ sootvetstvu- ¸wih dvuh tipov (sm. [2]). Pust~ ff = {α_j}^{n1+m}_{j=1} – zadannaØ sistema poloßitel~nyh qisel.

Zadaqa 1. Naæti maksimum funkcionala

M(D) = n1∑ j=1 α^2_j M (D^{(1)}_j ) + m∑ j=1 α^2_{n1+j} M (D^{(2)}_j , b^{(0)}_j ) (1)

v semeæstve D.

Zdes~ M (D^{(1)}_j – modul~ oblasti D^{(1)}_j otnositel~no klassa krivyh v S^{(1)}_j , razdelØ¸wih ee graniqnye komponenty, M (D^{(2)}_j , b^{(0)}_j ) – privedennyæ modul~ oblasti D^{(2)}_j otnositel~no toqki b^{(0)}_j ∈ D^{(2)}_j .

Izvestno [2], qto suwestvuet edinstvennaØ ffkstremal~naØ sistema oblasteæ D^∗ (ffkstremal~noe razbienie poverhnosti R), realizu¸waØ maksimal~noe znaqenie funkcionala (1),

D^∗ = {D^{(1)∗}_j }^{n1}_{j=1} ∪ {D^{(2)∗}_j }^m_{j=1},

priqem, vozmoßno, D^{(1)∗}_j = ? dlØ nekotoryh j ∈ {1, . . . , n_1}. Oblasti sistemy D^∗ ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno kol~cevymi i krugovymi oblastØmi associirovannogo s dannoæ zadaqeæ kvadratiqnogo differenciala Qdz^2 na R, ime¸wego pol¸sy vtorogo porØdka v kaßdoæ toqke b^{(0)}_j , pol¸sy pervogo porØdka v toqkah a_j (vozmoßno, ne vo vseh fftih toqkah) i regulØrnogo na R^′. Budem sqitat~ fiksirovannymi lokal~nye koordinaty z_j v okrestnosti kaßdoæ toqki p_j ∈ P, z_j(p_j ) = z^0_j . Togda v okrestnosti toqki (z^0_1 , . . . , z^0_N ) opredelena funkciØ M^∗(z_1, . . . , z_N ), vyraßa¸waØ zavisimost~ ffkstremal~nogo znaqeniØ funkcionala M zadaqi 1 ot otmeqennyh toqek

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI117 Izvestno, qto moßet suwestvovat~ ne bolee 3g − 3 + N nepereseka¸wihsØ dvusvØznyh oblasteæ na R (sm. [3]), qislo kotoryh sovpadaet s kompleksnoæ razmernost~¸ prostranstva Teæhm¸llera T_{g,N} rimanovyh poverhnosteæ roda g s N otmeqennymi toqkami. Ots¸da sleduet, qto v zadaqe 1 vsegda n_1 6 3g − 3 + N . Sluqaæ n_1 = 3g − 3 + N okazyvaetsØ naibolee interesnym. V [4, 1] s pomow~¸ opredelennyh v [4] kvazikonformnyh otobraßeniæ special~nogo vida issledovalas~ funkciØ M^∗(z_1, . . . , z_N ) pri m = 0. V §1 nastoØweæ raboty rezul~tat v [1] rasprostranØetsØ na sluqaæ m ≠ 0.

§1. Zavisimost~ maksimuma funkcionala (1) ot otmeqennyh toqek

1.1. Teorema 1. Pust~ R – kompaktnaØ rimanova poverhnost~

roda g ¿ 0, P = A ∪ B^{(0)} = {p_j}^N_{j=1} – otmeqennye toqki na R,

z_i – lokal~naØ koordinata v okrestnosti toqki p_j , z_j (p_j ) = z^{(0)}_j , j = 1, . . . , N . Pust~ na poverhnosti R rassmatrivaetsØ zadaqa 1 i vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1) n_1 = 3g − 3 + N ;

2) kaßdaØ toqka a_j ∈ A slußit prostym pol¸som associirovannogo kvadratiqnogo differenciala Qdz^2.

Togda maksimum M^∗(z_1, . . . , z_N ) funkcionala (1) v semeæstve D – pl¸rigarmoniqeskaØ funkciØ v okrestnosti toqki (z^0_1 , . . . , z^0_N ).

Dokazatel~stvo. Kompleksnomu vektoru K = (k1, . . . , kn_1) sopo-

stavim differencial Bel~trami μK na R, opredelennyæ usloviØmi:

μK(u) = k_j |Q| Q (u) pri u ∈ D^{(1)∗}_j ,

0 pri u ∈ R \ ⋃ j D^{(1)∗}_j .

Izvestno, qto suwestvuet kvazikonformnyæ gomeomorfizm rimanovyh poverhnosteæ fK : R → RK, opredelØemyæ differencialom Bel~trami μK s toqnost~¸ do konformnogo avtomorfizma poverhnosti RK. PovtorØØ dokazatel~stvo teoremy 1 v [4], poluqaem, qto pri vypolnenii usloviØ 2) fK-obrazy oblasteæ sistemy D^∗ obrazu¸t ffkstremal~nu¸ sistemu oblasteæ zadaqi 1 na poverhnosti RK s otmeqennymi toqkami fK(p_j), p_j ∈ P. Tak kak

118 E. G. EMEL^˚NOV otobraßenie fK, po postroeni¸, konformno v kaßdoæ oblasti D^{(2)∗}_j , to M ( fK^(D^{(1)∗}j^{))} = Re^{1 − kj}_{1 + kj} M^((D^{(1)∗}j^), M ( fK^(D^{(1)∗}j^), fK(b^0j )^) = M^(D^{(1)∗}j , b^0j^) = +^1_{2π} Re log f^′K(b^0j ). (2)

OboznaqaØ ffkstremal~noe znaqenie funkcionala (1) dlØ poverhnosti RK qerez M^∗(K), vidim, qto M^∗(K) ØvlØetsØ pl¸rigarmoniqeskoæ funkcieæ v okrestnosti naqala. Dalee udobno rassmotret~ tri sluqaØ.

Sluqaæ g = 0. Togda R = C . Pust~ z^0_1, z^0_2 , . . . , z^0_N – koordinaty otmeqennyh toqek. Moßem sqitat~, qto z^0_{N−2} = 0, z^0_{N−1} = 1, z^0_N = ∞. V silu usloviØ 1), n_1 = N − 3. Budem sqitat~, qto otobraßenie

fK normirovano usloviØmi fK(0) = 0, fK(1) = 1, fK(∞) = ∞.

Poloßim z_j = fK(z^0_j ). Otobraßenie (k_1, . . . , k_{N−3}) → (z_1, . . . , z_{N−3}) golomorfno v okrestnosti naqala i vzaimno-odnoznaqno, otkuda sleduet pl¸rigarmoniqeskaØ zavisimost~ funkcii M^∗(z_1, . . . , z_{N−3}) v okrestnosti parametrov z^0_1, . . . , z^0_{N−3}.

Sluqaæ g = 1. Pust~ Γ_0 – gruppa sdvigov ploskosti C s obrazu¸wimi z → z + 1, z → z + τ , Im τ > 0, π : C → C \ Γ_0 = R – kompleksno-analitiqeskaØ proekciØ ploskosti C na R. Kvazikonformnoe otobraßenie fK : R → RK induciruet otobraßenie

^fK : C → C , kotoroe takße budem sqitat~ normirovannym stan-

dartnym obrazom:

^fK(0) = 0,^^fK(1) = 1,^^fK(∞) = ∞. (3)

Togda

^fK(z + 1) =^^fK(z) + 1,^^fK(z + τ ) =^^fK(z) + τK, (4)

RK = C \ ΓK, gde ΓK – gruppa sdvigov ploskosti C s obrazu¸-

wimi z → z + 1, z → z + τK. Pust~ ω – fundamental~naØ oblast~ gruppy Γ_0, z^0_1 , z^0_2, . . . , z^0_N ∈ ω, π(z^0_j ) = p_j . Moßem sqitat~, qto

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI119 z^0_N = 0. V silu usloviØ 1), n_1 = N . Poloßim z_j = ^fK(z^0_j ) i otmetim, qto τK = ^fK(τ ). Otobraßenie (k_1, . . . , k_N ) → (z_1, . . . , z_{N−1}, τK) golomorfno v okrestnosti naqala i vzaimno-odnoznaqno, otkuda pri fiksirovannom τ sleduet, qto M^∗(z_1, . . . , z_N ) – pl¸rigarmoniqeskaØ funkciØ v okrestnosti naqala.

Sluqaæ g > 1. Pust~ Γ_0 – diskretnaØ gruppa drobno-lineænyh preobrazovaniæ verhneæ poluploskosti H, x : H → H \ Γ_0 = R – kompleksno-analitiqeskaØ proekciØ. Kvazikonformnoe otobraßenie fK : R → RK induciruet otobraßenie ~fK : H → H. Pust~ ^μK(z) =^{( ~}fK^{)′}_z^{/( ~}fK^{)′}_z pri z ∈ H. Poloßiv ^μK(z) = 0 v nißneæ poluploskosti, oboznaqim qerez ^fK golomorfnoe rexenie uravneniØ Bel~trami na C s kofffficientom ^μK, normirovannoe usloviØmi (3). Pust~ ΩK = ^fK(H). Togda

RK = ΩK \ΓK, gde ΓK =^^fK ∘Γ0 ∘^^f^{−1}K – fuksoidnaØ gruppa drobno-

lineænyh preobrazovaniæ. Pust~ ω – fundamental~naØ oblast~ gruppy Γ_0, z^0_1, . . . , z^0_N ∈ ω π(z^0_j ) = p_j. Poloßim z_j = ^fK(z^0_j ). Togda z_j golomorfno zavisit ot K. Vyberem kompleksnyæ bazis {m_1, . . . , m_s}, s = 3g −3, differencialov Bel~trami na R i pust~ μ_j – differencial Bel~trami, opredelennyæ usloviØmi

μ_j(u) = |Q| Q (u) pri u ∈ D^{(1)∗}_j ,

0 pri u∈ R \ ⋃ j D^{(1)∗}_j .

μ_j = s∑ i−1 C_{ji}m_i, gde C_{ij}– postoØnnye qisla.

Togda imeem

μK = s∑ i=1 t_im_i, t_i = N+s∑ j=1 k_jC_{ji} Qisla (t_1, . . . , t_s, z_1, . . . , z_N ) ØvlØ¸tsØ kompleksnymi koordinatami v prostranstve T_{g,N} v okrestnosti poverhnosti (R, p_1, . . . , p_N ) (“special~nye koordinaty” Bersa [5]). Otobraßenie ( k_1, . . . , k_{N+s} ) → ( t_1, . . . , t_s, z_1, . . . , z_N )

120 E. G. EMEL^˚NOV golomorfno i vzaimno-odnoznaqno v okrestnosti naqala. Esli t_1 = t_2 = . . . = t_s = 0, to RK = R, a k_1, . . . , k_{N+s} golomorfno vyraßaetsØ qerez z_1, . . . , z_N , qto i dokazyvaet pl¸rigarmoniqnost~ funkcii M^∗(z_1, . . . , z_N ) v okrestnosti toqki (z^0_1 , . . . , z^0_N ).

§2. Kvazikonformnye otobraßeniØ special~nogo vida v zadaqah ob ffkstremal~nom razbienii pri naliqii polosoobraznyh oblasteæ

2.1. Privedem kratko trebu¸wiesØ opredeleniØ [6]. Pust~ na

kompaktnoæ rimanovoæ poverhnosti R roda g ¿ 0 zadany mnoßestva razliqnyh toqek A = { a_j }_n j=1, B = { b_j }_m j=1, P = A ∪ B, (6)

R^′ = R \ P. Pust~ fi =^{βj^{}m}_{j=1}, h =^{hi^{}n2}_{i=1} (7)

– zadannye nabory qisel, −π/2 < β_j < π/2, h_i > 0. Qerez D oboznaqaem semeæstvo sistem D = {D_i}^{n2}_{i=1} nenalega¸wih odnosvØznyh oblasteæ na R^′, oblada¸wih sledu¸wimi svoæstvami:

kaßdaØ oblast~ D_i – dvuugol~nik s verxinami v toqkah b_l, b_r ∈ B, l = l(i), r = r(i);

graniqnye dugi oblasti D_i vedut sebØ v okrestnostØh verxin b_l, b_r podobno logarifmiqeskim spiralØm naklonov β_l i β_r , sootvetstvenno.

Pust~ takße vybrana sistema^∘D = {^∘D_i}^{n2}_{i=1} v kaqestve ishodnoæ. Togda moßno postavit~ sledu¸wu¸ zadaqu ob ffkstremal~- nom razbienii.

Zadaqa 2. Naæti maksimum funkcionala

M(D , h, fi) = − n2∑ i=1 h^2_i M ( D_i, b_{l(i)}, b_{r(i)};^∘D_i ) (8) v semeæstve D.

Zdes~ ( D_i, b_{l(i)}, b_{r(i)};^∘D_i ) – privedennyæ modul~ dvuugol~nika

D_i otnositel~no oblasti^∘D_i, opredelennyæ v [6]. V [6] pokazano, qto suwestvuet edinstvennaØ ffkstremal~naØ sistema oblasteæ D^∗ = {D^∗_i }^{n2}_{i=1}, realizu¸waØ maksimal~noe znaqenie M^∗ funkcionala (6). Oblasti D^∗_i ØvlØ¸tsØ polosoobraznymi oblastØmi

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI121 assiciirovannogo kvadratiqnogo differenciala Q(z)dz^2 na R, ime¸wego polosy vtorogo porØdka v kaßdoæ toqke b_j ∈ B, polosy pervogo porØdka v toqkah a_j ∈ A i regulØrnogo na R^′. Pri fftom razloßenie fftogo differenciala v okrestnosti toqki b_j imeet vid Q(z) = α^2_j 4π^2 e^{−2iβj} 1 (z − b_j )^2 + . . . , gde α_i cos β_j = ∑ i∈E(j) h_i, i qerez E(j) oboznaqeno mnoßestvo teh indeksov i ∈ {1, 2, . . . , n_2}, dlØ kotoryh toqka b_j slußit nositelem po kraæneæ mere odnoæ iz verxin dvuugol~nika D_i. Esli toqka b_j ØvlØetsØ nositelem obeih verxin oblasti D_i, to indeks i sqitaetsØ dvaßdy.

2.2. S cel~¸ dal~neæxego izuqeniØ zavisimosti veliqiny M^∗ ot fi i h my rassmotrim rasprostranenie zadaqi 2 pri pomo-

wi kvazikonformnyh otobraßeniæ special~nogo tipa. Kak i v §1, kompleksnomu vektoru K = (k_1, . . . , k_{n2}), |k_i| < 1, sopostavim differencial Bel~trami μK^{dz}_{dz} na R: μK(z) = ki^{|Q|}_Q (z) pri z ∈ D^∗i , i = 1, n2, μK(z) = 0 dlØ z ∈ R \^⋃_i D^∗i

i pust~ fK : R → RK – sootvetstvu¸wee kvazikonformnoe otobraßenie. Poloßim takße dlØ s = 1, n_2 1 − k_s 1 + k_s = 1 K_s

= λ_s + iμ_s, λ_s > 0. (9)

Teorema 2. Pust~ D^∗ – ffkstremal~naØ sistema oblasteæ zadaqi

2 na koneqnoæ rimanovoæ poverhnosti R roda g ¿ 0 dlØ sistemy toqek (6) i nabora parametrov (7). Pust~ K = (k_1, . . . , k_{n2}) – kompleksnyæ vektor, |k_i| < 1 i fK : R → RK – kvazikonformnoe otobraßenie, vvedennoe v p. 2.1. Poloßim PK = { fK(pj) : pj ∈ P^}, DK =^{fK(Di) : Di ∈ D^}, gde D ∈ D – dopustimaØ sistema obla-

steæ, hK = { ~h_i}^{n2}_{i=1}, fiK = { ~β_j }^m_{j=1}, gde ~h_i i ~β_j opredelØ¸tsØ ravenstvami

tg β_j ∑ i∈E(j) h_i − ∑ i∈E(j) μ_ih_i = tg ~β_j ∑ i∈E(j) λ_ih_i, ~h_i = λ_ih_i, (10)

122 E. G. EMEL^˚NOV λ_i i μ_i opredeleny v (9).

Togda sistema oblasteæ D^∗K = { fK(D^∗i ) : D^∗i ∈ D^{∗ }} ØvlØetsØ ffks-

tremal~noæ sistemoæ zadaqi 2 na poverhnosti RK dlØ sistemy toqek PK i naborov parametrov hK, fiK.

Dokazatel~stvo. Pust~ D^∗_s , D^∗_σ – dve oblasti sistemy D^∗ , ime-

¸wie obwu¸ graniqnu¸ toqku p. My moßem sqitat~, qto kvadratiqnyæ differencial Qdz^2 regulØren i otliqen ot nulØ v fftoæ toqke. DlØ z ∈ D^∗_s poloßim

u = I(z) = z∫ p √ Q(ζ) dζ, gde vybrana nekotoraØ vetv~ kornØ. FunkciØ I otobraßaet oblast~ D^∗_s na gorizontal~nu¸ polosu Π_s vysoty h_s. DlØ u ∈ Π_s, u = x + iy, poloßim

v = z(u) = u + k_su 1 + k_s

= x + iy K_s = x − μ_sy + iλ_sy i opredelim dlØ w ∈ fK(D^∗_s ) otobraßenie v = ~I(w) usloviem a ∘ I(z) = ~I ∘ fK(z). (11) Legko videt~, qto ~I – konformnyæ gomeomorfizm oblasti fK(D^∗_s ) na gorizontal~nu¸ polosu ~Π_s = a_s(Π_s) vysoty ~h_s = λ_s h_s. Pust~ I(z) oboznaqaet analitiqeskoe prodolßenie funkcii I iz oblasti D^∗_s v D^∗_σ qerez dugu obweæ granicy fftih oblasteæ, soderßawu¸ toqku p i ne soderßawu¸ nuleæ i pol¸sov differenciala Qdz^2. Oblast~ D^∗_σ otobraßaetsØ posredstvom takogo prodolßeniØ na gorizontal~nu¸ polosu Π_σ vysoty h_σ, ime¸wu¸ s polosoæ Π_s obwu¸ storonu, soderßawu¸ toqku u_1 = I(p). Poloßim dlØ u ∈ Π_σ

a(u) = a(u_1) +

Δu + k_σΔu 1 + k_σ , gde Δu = u − u_1 = Δx + iΔy.

Imeem dlØ u = x + iy ∈ Π_σ :

a(u) = x − (μ_sh_s + μ_σΔy) + i(λ_sh_s + λ_σ Δy). (12)

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI123 Posredstvom (11) my poluqaem analitiqeskoe prodolßenie funkcii ~I(w) iz oblasti fK(D^∗_s ) v fK(D^∗_σ ). Prodolßenie fftogo processa pokazyvaet, qto ~I(w) – analitiqeskaØ funkciØ na poverhnosti RK, iz kotoroæ udaleny toqki mnoßestva PK, a takße

fK-obrazy nuleæ differenciala Qdz^2. Iz (11) sleduet raven-

stvo 1 (1 + k_i)^2

Q(z) = ~I^{′2}(w) ( fK^{)′2}_z , gde w = fK(z), z ∈ D^∗i , otkuda vidno, qto ~I^{′2}(w) – odnoznaqnaØ funkciØ na ukazannoæ prokolotoæ poverhnosti RK. Pust~ teper~ z(t) ⊂ D^∗_s – duga na

R^′ takaØ, qto_{Q(z(t))z′t2 = eiθ,}

t.e. geodeziqeskaØ v Q-metrike na R, w(t) = fK(z(t)). Togda, v silu (13), imeem

w^′_t = ( fK^{)′}_z zt +^(fK^{)′}_z zt^′ =^(fK^{)′}_z z^′t ( 1 + k_s |Q| Q (z) z_t^′ z^′_t ) = = ( fK^{)′}_z z^′t^(1 + kse^{−iθ)}. Ots¸da, ispol~zuØ (11), poluqaem

~I^{′2}(w) w^′_t^2 = e^{iθ} ( 1 + k_s e^{−iθ} 1 + k_s

)_2 . (14)

V qastnosti, pri θ = 0 poluqaem ~I^{′2}(w) w^′_t^2 = 1. �to znaqit, qto pri otobraßenii fK traektorii differenciala Qdz^2 perehodØt izometriqeski v traektorii differenciala ~I^{′2}(w)dw^2. (Pri fftom ortogonal~nye traektorii differenciala Qfz^2 perehodØt v kusoqno-analitiqeskie krivye, sostavlennye iz otrezkov geodeziqeskih v metrike | |~I ′(w) | | |dw|.) Analiz povedeniØ funkcii ~I^{′2}(w) v okrestnostØh toqek fK(a_j ), a_j ∈ A, i v okrestnostØh toqek fK(c_i), gde c_i – nul~ differenciala Qdz^2, osnovannyæ na ispol~zovanii gomeomorfnosti otobraßeniØ fK i svoæstva (14), pokazyvaet, qto differencial ~I^{′2}(w)dw^2 imeet v toqkah fK(a_j ) prostye pol¸sy, a v toqkah fK(c_i) – nuli togo ße porØdka, qto i differencial Qdz^2 v toqkah c_i.

124 E. G. EMEL^˚NOV

Obrazom zamknutoæ geodeziqeskoæ γ v Q-metrike, stØgiva¸- weæsØ na poverhnosti R^′ k prokolu v toqke z = b_j ∈ B, ØvlØetsØ zamknutaØ krivaØ γK na RK, stØgiva¸waØsØ na poverhnosti R^′K k prokolu v toqke w = fK(b_j ). V silu (14), ffta krivaØ ØvlØetsØ geodeziqeskoæ v metrike | |~I^′(w) | | |dw|. Ots¸da sleduet, qto kaßdaØ toqka fK(b_j ) slußit pol¸som vtorogo porØdka ukazannogo differenciala, a kaßdaØ oblast~ fK(D^∗_i ) – ego polosoobraznoæ oblast~¸.

Pust~ vnutri krivoæ γ, krome dvoænogo pol¸sa v toqke z = b, ne suwestvuet drugih pol¸sov i nuleæ differenciala Q(z)dz^2. FunkciØ u = I(z) otobraßaet vnutrennost~ krivoæ γ, razrezannu¸ vdol~ odnoæ iz kritiqeskih traektoriæ Γ ukazannogo differenciala s predel~noæ koncevoæ toqkoæ z = b_j, na gorizontal~nu¸ polupolosu Π vysoty H = ∑ i∈E(j) h_j . Pri fftom abscissy

toqek u_−, u_+ na verhneæ i nißneæ granicah polupolosy Π, sootvetstvu¸wih pri obratnom otobraßenii z = I^{−1}(u) obweæ toqke z ∈ Γ, otliqa¸tsØ na veliqinu Htg β_j + o(|z − b_j|).

Vnutrennost~ krivoæ fK(γ) s razrezom vdol~ krivoæ fK(Γ) otobraßaetsØ posredstvom funkcii ~I(w) na polupolosu ΠK,

ΠK = a(Π). Po opredeleni¸ otobraßeniØ v = a(u), vysota polu-

polosy ΠK ravna ∑ i∈E(j) λ_jh_j , a izmenenie raznosti absciss toqek

v_− = a(u_−) i v_+ = a(u_+) po sravneni¸ s raznost~¸ absciss toqek u_− i u_+ sostavlØet − ∑ i∈E(j) μ_jh_j (12). Ots¸da poluqaem raven-

stva (10).

Literatura

1. E. G. Emel~Ønov, Zadaqi ob ffkstremal~nom razbienii v prostranstve rimanovyh poverhnosteæ, Zap. nauqn. semin. POMI 263 (2000), 84–105.

2. G. V. Kuz~mina, Moduli semeæstv krivyh i kvadratiqnye differencialy, Tr. Matem. in-ta SSSR 139 (1980), 1–240.

3. E. P. Gardiner, Teichmüller Theory and Quadratic Differentials. J. Wiley and Sons, New York (1987).

4. E. G. Emel~Ønov, �kstremal~nye razbieniØ rimanovoæ poverhnosti i kvazikonformnye otobraßeniØ special~nogo vida, Zap. nauqn. semin. PO- MI 254 (1998), 108–116.

5. L. Bers, Quasiconformal mappings and Teichmüller’s theorem, Analytic functions, Princeton, 1960, 89–120. Russkiæ perevod: L. Bers, Kvazikonform-

nye otobraßeniØ i teorema Teæhm¸llera, v kn.: L. Al~fore, L.

�KSTREMAL^NYE RAZBIENI˚ RIMANOVO` POVERHNOSTI125

Bers, Prostranstva rimanovyh poverhnosteæ i kvazikonformnye otobraßeniØ, M., 1961.

6. E. G. Emel~Ønov, G. V. Kuz~mina, Teoremy ob ffkstremal~nom razbienii v semeæstvah sistem oblasteæ razliqnyh tipov, Zap. nauqn. semin. PO- MI 237 (1997), 74–104.

Postupilo 24 dekabrØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ universitet ffkonomiki i finansov v dopolnennom vide 21 marta 2002 g.