Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

N. V. Proskurin

O KUBIQESKO` SIMPLEKTIQESKO` TETA–FUNKCII

Vvedenie

KubiqeskaØ teta-funkciØ Kuboty–Pattersona Θ_{K-P} opredelena [4, 7, 9] kak vyqet rØda �æzenxteæna na giperboliqeskom prostranstve H ≃ SL(2, C)/SU(2), sootvetstvu¸wego glavnoæ kongruffnc podgruppe Γ_∗ mod3 v SL(2, O), gde O — kol~co celyh qisel polØ Q( √ −3 ). �to oznaqaet, qto Θ_{K-P} ØvlØetsØ kubiqe-

skoæ metaplektiqeskoæ formoæ otnositel~no gruppy Γ_∗ . Vmeste s tem, kak pokazal Patterson [7], Θ_{K-P} invariantna otnositel~- no gruppy SL(2, Z). Bolee togo [10], Θ_{K-P} invariantna takße otnositel~no deæstviØ matricy ι = diag(i, i^{−1}), i = √ −1. Takim obrazom okazyvaetsØ, qto Θ_{K-P} est~ kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma otnositel~no gruppy B_∗ , kotoraØ ØvlØetsØ podgruppoæ v SL(2, C), poroßdennoæ Γ_∗ , SL(2, Z) i ι. V fftoæ svØzi zametim, qto podgruppa v SL(2, C), oboznaqim ee Bianchi(O), poroßdennaØ SL(2, O) i ι, ØvlØetsØ maksimal~noæ diskretnoæ podgruppoæ, izvestnoæ kak gruppa Bianki. Gruppa B_∗ ØvlØetsØ ee podgruppoæ indeksa 27.

Naxa cel~ v fftoæ stat~e dokazat~, qto kubiqeskaØ simplektiqeskaØ teta-funkciØ Θ“ obladaet podobnymi svoæstvami. Θ“ ØvlØetsØ kubiqeskoæ metaplektiqeskoæ formoæ na X ≃

Sp(4, C)/Sp(4). Ona byla naædena v [8] i rassmotrena bolee de-

tal~no v [9]. Oboznaqim qerez Γ glavnu¸ kongruffnc podgruppu mod3 v Sp(4, O). Po opredeleni¸, Θ“ est~ vyqet v maksimal~nom pol¸se rØda �æzenxteæna E(·, s; Θ_{K-P}), sootvetstvu¸- wego gruppe Γ, kubiqeskoæ teta-funkcii Kuboty–Pattersona

Θ_{K-P} i zigelevoæ maksimal~nom paraboliqeskoæ podgruppe v Sp(4, C). Takim obrazom, Θ“ ØvlØetsØ kubiqeskoæ metaplekti-

qeskoæ formoæ otnositel~no gruppy Γ. My pokaßem, qto Θ“

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 02-01-00087) i SFB-478. 148

O KUBIQESKO` SIMPLEKTIQESKO` TETA–FUNKCII 149 invariantna otnositel~no gruppy Sp(4, Z) i otnositel~no ι^′ =

diag(i, i^{−1}, i^{−1}, i).

Kak obyqno, Z, Q, R, C oboznaqa¸t kol~co celyh racional~nyh, pole racional~nyh, pole vewestvennyh i pole kompleksnyh qisel; C^∗ i R^∗_+ oboznaqa¸t mul~tiplikativnu¸ gruppu polØ kompleksnyh qisel i mul~tiplikativnu¸ gruppu poloßitel~nyh vewestvennyh qisel. DlØ z ∈ C qerez ℜ(z), ℑ(z), |z| i z oboznaqa¸tsØ vewestvennaØ qast~, mnimaØ qast~, absol¸tnaØ veliqina z i qislo, kompleksno soprØßennoe z . DlØ matricy R qerez^tR oboznaqaetsØ transponirovannaØ matrica. Qerez

E_n i diag(c_1, . . . , c_n) oboznaqa¸tsØ ediniqnaØ matrica n × n i

diagonal~naØ matrica s c_l na pereseqenii l -oæ stroki s l -ym stolbcom.

My budem imet~ delo s avtomorfnymi formami na vewestvennyh analitiqeskih mnogoobraziØh H = C × R^∗_+ i X = C^4 × R^{∗2}_+ . DlØ w = (z, v) ∈ H poloßim Z(w) = z i V (w) = v . DlØ w =

(z_1, z_2, z_3, z_4, u, v) ∈ X poloßim U (w) = u, V (w) = v , Z_j (w) = z_j ,

Q(w) = (z_1, u), Q̃(w) = (z_3, v); Q(w) i Q̃(w) – toqki iz H.

Estestvennoe deæstvie SL(2, C) na SL(2, C)/SU(2) perenositsØ na H posredstvom izomorfizma Ivasavy (z, v) → ( 1 z 0 1 ) ( v^{1/2} 0 0 v^{−1/2} ) SU(2), z ∈ C, v ∈ R^∗_+.

My budem oboznaqat~ qerez γw obraz w ∈ H s γ ∈ SL(2, C). To ße oboznaqenie γw budet ispol~zovat~sØ dlØ obraza w ∈ X pod deæstviem

γ ∈ Sp(4, C) = { γ ∈ SL(4, C) | | γ σ^tγ = σ }, gde σ =

0 0 −1 0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 1 0 0 . (1)

Qtoby opredelit~ ffto deæstvie, poloßim Sp(4) = Sp(4, C) ∩

SU(4). �to maksimal~naØ kompaktnaØ podgruppa simplekti-

qeskoæ gruppy Sp(4, C) i estestvennoe deæstvie Sp(4, C) na

Sp(4, C)/Sp(4) perenositsØ na X posredstvom izomorfizma Iva-

150 N. V. PROSKURIN savy

(z_1, z_2, z_3, z_4, u, v) →

1 z_1 z_2 −z_1 z_4 z_4 0 1 z_4 −z_1 z_3 z_3 0 0 1 0 0 0 −z_1 1 · uv^{1/2} 0 0 0 0 v^{1/2} 0 0 0 0 u^{−1}v^{−1/2} 0 0 0 0 v^{−1/2} Sp(4). Za podrobnostØmi my otsylaem k [9].

Pust~ B , P , ~P – podgrupy Sp(4, C), sostoØwie iz matric vida ∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ 0 0 0 ∗ ∗ , ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ , ∗ ∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ , sootvetstvenno. B ØvlØetsØ minimal~noæ paraboliqeskoæ podgruppoæ Sp(4, C). Gruppy P i ~P nazyva¸tsØ maksimal~nymi paraboliqeskimi podgruppami ZigelØ i ˚kobi, sootvetstvenno.

Gomomorfizmy Kuboty i Bassa−Milnora− Serra Pust~ O – kol~co celyh qisel polØ Q( √ −3 ), tak qto O = Z[ω], ω = exp(2πi/3). Pust~ Γ_∗ – glavnaØ kongruffnc podgruppa mod3 v SL(2, O), i Γ – glavnaØ kongruffnc podgruppa mod3 v Sp(4, O), tak qto diagonal~nye fflementy matric iz Γ_∗ i Γ srav-

nimy s 1 mod 3, a nediagonal~nye fflementy sravnimy s 0 mod 3. Legko naæti, qto matricy

a b 0 0 c d 0 0 0 0 d −c 0 0 −b a , 1 0 0 0 0 a 0 b 0 0 1 0 0 c 0 d (2)

s ( a b c d ) ∈ Γ_∗ poroßda¸t Γ, i qto matricy togo ße vida s ( a b c d ) ∈ SL(2, Z) poroßda¸t Sp(4, Z). DlØ

γ = ( a b c d ) ∈ Γ_∗ poloßim κ(γ) = { (_c d )_{−1} , esli c ≠ 0, 1, esli c = 0, (3)

O KUBIQESKO` SIMPLEKTIQESKO` TETA–FUNKCII 151 gde (_· · ) — simvol kubiqeskogo vyqeta. Soglasno Kubote [3],

κ: Γ_∗ → C^∗ ØvlØetsØ gomomorfizmom grupp. Soglasno Bassu,

Milnoru i Serru [1], suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm

ψ: Γ → C^∗ takoæ, qto

ψ ( a b 0 0 c d 0 0 0 0 d −c 0 0 −b a ) = κ(γ), ψ ( 1 0 0 0 0 a 0 b 0 0 1 0 0 c 0 d ) = κ(γ)

dlØ γ = ( a b c d ) ∈ Γ_∗. Osnovnye svoæstva ψ dany v [9]. V qastnosti, imeem ψ(γ) = 1 dlØ vseh γ ∈ Γ ∩ B .

Dalee, pust~ ι = diag(i, i^{−1}), ι^′ = diag(i, i^{−1}, i^{−1}, i), i pust~

~Γ_∗ – podgruppa SL(2, O), poroßdennaØ Γ_∗ i SL(2, Z); B_∗ – podgruppa SL(2, C), poroßdennaØ ~Γ_∗ i ι;

~Γ – podgruppa Sp(4, O), poroßdennaØ Γ i Sp(4, Z); B – podgruppa Sp(4, C), poroßdennaØ ~Γ i ι^′ .

Podgruppa v SL(2, C), poroßdennaØ SL(2, O) i ι, izvestna kak gruppa Bianki i budet oboznaqat~sØ Bianchi(O). Izvestno, qto gruppa Bianki Bianchi(O) ØvlØetsØ maksimal~noæ diskretnoæ podgruppoæ v SL(2, C), togda kak SL(2, O) ØvlØetsØ podgruppoæ v Bianchi(O) indeksa 2; sm. �l~strod, Gr¸neval~d, Mennike [2,

sect. 7.4].

Teorema 1. Gomomorfizmy Kuboty κ: Γ_∗ → C^∗ i Bassa–Milnora–

Serra ψ: Γ → C^∗ moßno prodolßit~ do gomomorfizmov κ: B_∗ → C^∗ i ψ: B → C^∗ , poloßiv κ(γ) = 1 dlØ γ ∈ SL(2, Z), κ(ι) = 1, i ψ(γ) = 1 dlØ γ ∈ Sp(4, Z), ψ(ι^′) = 1.

Dokazatel~stvo. Prodolßenie κ do gomomorfizma^~Γ_∗ → C^∗ by-

lo postroeno Pattersonom v [7], sm. takße [9]. DlØ dal~neæxego rasxireniØ zametim, qto

ι^2 = −E_2, i ιγι^{−1} = ( a −b −c d ) dlØ γ = ( a b c d ) . (4)

152 N. V. PROSKURIN Legko videt~, qto ι~Γ_∗ι^{−1} = ~Γ_∗ i qto ~Γ_∗ – normal~naØ podgruppa indeksa 2 v B_∗ . Pofftomu, esli γ ∈ B_∗ i γ ∉ ~Γ_∗ , to γ moßno predstavit~ edinstvennym obrazom kak proizvedenie ιγ^′ s γ^′ ∈ ~Γ_∗ , i my polagaem κ(γ) = κ(γ^′). Iz (4) i opredeleniØ (3) sleduet, qto κ: ~Γ_∗ → C^∗ udovletvorØet κ(ιγι^{−1}) = κ(γ) dlØ vseh γ ∈ ~Γ_∗ . Prostoe vyqislenie, kotoroe my opustim radi kratkosti, pokazyvaet, qto κ: B → C^∗ est~ gomomorfizm grupp, prodolßa¸wiæ

κ: ~Γ_∗ → C^∗ i udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ κ(ι) = 1, qto i trebova-

los~.

Prodolßenie ψ do ~Γ → C^∗ bylo postroeno avtorom v [8, 9]. DlØ dal~neæxego prodolßeniØ zametim, qto

ι^{′2} = −E_4, i ι^′γι^{′−1} = a_1 −a_2 −b_1 b_2 −a_3 a_4 b_3 −b_4 −c_1 c_2 d_1 −d_2 c_3 −c_4 −d_3 d_4

dlØ γ =

a_1 a_2 b_1 b_2 a_3 a_4 b_3 b_4 c_1 c_2 d_1 d_2 c_3 c_4 d_3 d_4 . (5) My nahodim, kak i vyxe, qto ι^′~Γι^{′−1} = ~Γ, i qto ~Γ — normal~- naØ podgruppa indeksa 2 v B. Sledovatel~no, B est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie ~Γ i ι^′~Γ. Predstaviv γ ∈ ι^′~Γ kak proizvedenie

γ = ι^′γ^′ , my polagaem ψ(γ) = ψ(γ^′). Zatem my dolßny zametit~,

qto ψ(ι^′γι^{′−1}) = ψ(γ) dlØ vseh γ ∈ ~Γ. ˚sno, qto ffto utverßdenie dostatoqno proverit~ dlØ γ iz udobnoæ sistemy obrazu¸- wih gruppy ~Γ. V kaqestve takovoæ my moßem vzØt~ (2) i primenit~ zatem privedennye vyxe formuly dlØ vyqisleniØ ψ(γ) i ψ(ι^′γι^{′−1}). Nakonec, standartnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

ψ: B → C^∗ est~ gomomorfizm grupp, prodolßa¸wiæ gomomor-

fizm ψ: ~Γ → C^∗ i udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ ψ(ι^′) = 1, qto i trebovalos~.

KubiqeskaØ teta-funkciØ Kuboty–Pattersona DlØ w = (z, v) ∈ H poloßim

E_∗(w, s) = ∑ γ κ(γ)V (γw)^s, s ∈ C,

O KUBIQESKO` SIMPLEKTIQESKO` TETA–FUNKCII 153 gde summirovanie proizvoditsØ po mnoßestvu matric γ , soderßawemu po odnomu predstavitel¸ kaßdogo klassa v Δ_∗\Γ_∗ . Zdes~

Δ_∗ – podgruppa vseh verhnih treugol~nyh matric v Γ_∗ . RØd sho-

ditsØ dlØ s s ℜ(s) > 2 i predstavlØet analitiqesku¸ funkci¸, kotoraØ moßet byt~ prodolßena meromorfno na C i ne imeet osobennosteæ v poluploskosti ℜ(s) > 1 krome prostogo pol¸sa v toqke s = 4/3. KubiqeskaØ teta-funkciØ Kuboty–Pattersona

Θ_{K-P} opredelØetsØ kak vyqet rØda �æzenxteæna

Θ_{K-P}(w) = c Res_{s=4/3} E_∗(w, s)

s nekotoroæ konstantoæ c. Voz~mem c = 2π^{−2}3^3ζQ_(^√_{−3 )} (2), gde

ζQ(^√−3 ) – dzeta-funkciØ Deekinda^{Q(√−3 )}, s tem qtoby polu-

qit~ Θ_{K-P}(z, v) ∼ v^{2/3} pri v → ∞. (V [7] i v [9] konstanta c vybrana inaqe.) E_∗ i Θ_{K-P} ØvlØ¸tsØ kubiqeskimi metaplektiqeskimi formami na H. Bolee obwo, esli Γ^′ – podgruppa koneqnogo indeksa v B_∗ , to my skaßem, qto beskoneqno differenciruemaØ funkciØ f : H → C ØvlØetsØ kubiqeskoæ metaplektiqeskoæ formoæ na H otnositel~no Γ^′ , esli ona udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(a) f(γw) = κ(γ)f(w) dlØ γ ∈ Γ^′ , w ∈ H; (b) f — sobstvennaØ funkciØ D_{L-B} ;

(c) |f(z, v)| maßoriruetsØ polinomom ot |z|, v , v^{−1} .

Zdes~ D_{L-B} – operator Laplasa–Bel~trami na giperboliqeskom prostranstve H. RØd �æzenxteæna E_∗(·, s), udovletvorØet fftim usloviØm s Γ^′ = Γ_∗ . Θ_{K-P} toße udovletvorØet fftim usloviØm, i v fftom sluqae izvestno [7], qto v kaqestve Γ^′ moßno vzØt~ ne tol~ko

Γ_∗ , no takße i ~Γ_∗ . Kubiqeskie metaplektiqeskie formy mogut

byt~ razloßeny v rØdy Fur~e. Nam budet nußno razloßenie Fur~e tol~ko dlØ Θ_{K-P} :

Θ_{K-P}(z, v) = v^{2/3} + (6πv)^{2/3} ∑ ν τ̃ (ν)Ai ( (6π|ν |v)^{2/3} ) e(νz), zdes~ τ̃ – modificirovannaØ funkciØ Pattersona, summirovanie provoditsØ po ν ∈ ( √ −3 )^{−3}O , ν ≠ 0, Ai – funkciØ �æri i e(z) = exp ( 2πi(z + z) ) dlØ z ∈ C. Napomnim, qto Ai: C → C – celaØ

154 N. V. PROSKURIN funkciØ, opredelennaØ dlØ z ∈ R integralom �æri Ai(z) = 1 π ∞∫ 0 cos ( t^3/3 + zt ) dt. ModificirovannaØ funkciØ Pattersona τ̃ opredelena v [9];

τ̃ (ν) = τ (ν)/|ν |^{1/3} s τ iz [9]. FunkciØ Pattersona τ v [7] ot-

liqaetsØ mnoßitelem 27 ot τ v [9].

Teorema 2. KubiqeskaØ teta-funkciØ Kuboty–Pattersona Θ_{K-P}

ØvlØetsØ kubiqeskoæ metaplektiqeskoæ formoæ otnositel~no gruppy B_∗ . V qastnosti, Θ_{K-P} invariantna otnositel~no ι.

Dokazatel~stvo. Izvestno [7], qto Θ_{K-P} ØvlØetsØ kubiqeskoæ

metaplektiqeskoæ formoæ otnositel~no gruppy Γ_∗ . Napomnim, qto B_∗ poroßdena Γ_∗ i ι i qto κ(ι) = 1. Takim obrazom, dostatoqno dokazat~, qto Θ_{K-P}(ιw) = Θ_{K-P}(w) dlØ vseh w ∈ H. FunkciØ Pattersona τ̃ qetna (t.e. τ̃ (−ν) = τ̃(ν) dlØ vseh ν ), sm. [7], [9]. S fftim zameqaniem, iz razloßeniØ Fur~e sleduet

Θ_{K-P}(−z, v) = Θ_{K-P}(z, v) dlØ vseh (z, v) ∈ H. OstaetsØ zametit~, qto ι(z, v) = (−z, v). RØdy �æzenxteæna

Pust~ f : H → C — kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma otnositel~no gruppy Γ_∗ . My sopostavim forme f dva rØda: E(w, s; f) = ∑ γ∈ΔP \Γ ψ(γ)U (γw)^sV (γw)^sf(Q(γw)), (6) Ẽ(w, s; f) = ∑ γ∈ΔP̃ \Γ ψ(γ)U (γw)^{2s}V (γw)^sf(Q̃(γw)), (7) zdes~ w ∈ X, s ∈ C, Δ_P = P ∩ Γ, Δ_{eP} = ~P ∩ Γ. Nam budet nußen ewe odin rØd,

E_{min} (w; s, t) = ∑ γ∈Δ\Γ ψ(γ)U (γw)^{2t+s}V (γw)^{s+t}, (8)

O KUBIQESKO` SIMPLEKTIQESKO` TETA–FUNKCII 155

w ∈ X, s, t ∈ C, izvestnyæ kak starxiæ rØd �æzenxteæna. Zdes~ Δ = B ∩ Γ. Slagaemye v (6–8) ne zavisØt ot proizvola v vy-

bore predstaviteleæ γ v klassah iz Δ_P \Γ, Δ_{eP} \Γ, Δ\Γ, detali sm. v [9]. Iz obweæ teorii rØdov �æzenxteæna [5,6] izvestno, qto rØdy v pravyh qastØh (6–8) shodØtsØ absol¸tno i lokal~- no ravnomerno v X × { s ∈ C | ℜ(s) > ξ } i, sootvetstvenno, v

X × { (s, t) ∈ C^2 | ℜ(s) > ξ, ℜ(t) > ξ } s nekotorym ξ ∈ R. Bolee

togo, funkcii E(w, ·; f), Ẽ(w, ·; f) i E_{min} (w; ·, ·), predstavlennye rØdami (6–8), mogut byt~ prodolßeny na C i, sootvetstvenno, na C × C s singulØrnostØmi, ne zavisØwimi ot w . S drugoæ storony, vse funkcii E(·, s; f), Ẽ(·, s; f) i E_{min} (·; s, t)^1 ØvlØ¸tsØ kubiqeskimi metaplektiqeskimi formami na X otnositel~no gruppy Γ v smysle sledu¸wego opredeleniØ.

Pust~ Γ – podgruppa koneqnogo indeksa v B. My skaßem, qto beskoneqno differenciruemaØ funkciØ F : X → C ØvlØetsØ kubiqeskoæ metaplektiqeskoæ formoæ na X otnositel~no Γ, esli ona udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(a) F (γw) = ψ(γ)f(w) dlØ vseh γ ∈ Γ, w ∈ X;

(v) F – sobstvennaØ funkciØ vseh invariantnyh differencial~nyh operatorov na X;

(s) |F (z_1, . . . , z_4, u, v)| maßoriruetsØ nekotorym polinomom ot |z_1 |, . . . , |z_4 |, u, u^{−1} , v ,v^{−1} .

Peregruppirovav slagaemye v rØdah, moßno naæti sledu¸wie sootnoxeniØ:

E(w, s; E_∗(·, t)) = E_{min} (w; s − t, t), (9)

Ẽ(w, s; E_∗(·, t̄)) = E_{min} (w; 2t, s − t). (10)

Osobennosti starxego rØda �æzenxteæna leßat na giperploskostØh v C × C. V qastnosti, moßno pokazat~, qto funkciØ

(S, T ) → (S − 8/3)(T − 4/3)E_{min} (w; S, T ) (11)

golomorfna v nekotoroæ okrestnosti toqki (8/3,4/3).

1My predpolagaem, qto s i (s, t) – neosobye toqki.

156 N. V. PROSKURIN

KubiqeskaØ simplektiqeskaØ teta-funkciØ Θ“

KubiqeskaØ simplektiqeskaØ teta-funkciØ Θ“ opredelena v [8,9] kak vyqet rØda �æzenxteæna E(·, s; Θ_{K-P}) v maksimal~nom pol¸se. Bolee toqno, my polagaem

Θ“(w) = c Res_{s=4} E(σw, s; Θ_{K-P}) (12)

gde Θ_{K-P} est~ kubiqeskaØ teta-funkciØ Kuboty–Pattersona i σ est~ matrica (1). Vybor konstanty c nesuwestvenen v dannyæ moment. Naprimer, moßno vzØt~ c = 3^55π^{−4}ζQ_(^√_{−3 )}(4), qtoby poluqit~ Θ“(z_1, . . . , z_4, u, v) ∼ u^{8/3}v^2 pri u, v → ∞. (Togda Θ“ v (12) ravna (6π)^{2/3}Θ“ s Θ“ iz [9].) NesmotrØ na vvedennu¸ v opredelenie (12) matricu σ , Θ“ est~ kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma otnositel~no toæ ße gruppy Γ, qto i sam rØd �æzenxteæna. Iz (9–12) sleduet, qto

Θ“(w) = c Res_{S=8/3} Res_{T =4/3} E_{min} (σw, S, T )

= 2c Res_{s=8/3} Ẽ(σw, s, Θ_{K-P}) (13)

Teper~ my moßem sformulirovat~ i dokazat~ osnovnu¸ teoremu.

Teorema 3. KubiqeskaØ simplektiqeskaØ teta-funkciØ Θ“ est~

kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma otnositel~no gruppy B. V qastnosti, Θ“ invariantna otnositel~no gruppy Sp(4, Z) i otnositel~no matricy ι^′ = diag(i, i^{−1}, i^{−1}, i).

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto gruppa B poroßdena Γ, Sp(4, Z)

i ι^′ , i qto ψ(γ) = 1 dlØ vseh γ ∈ Sp(4, Z) i dlØ γ = ι^′ . Poskol~ku my uße znaem, qto Θ“ est~ kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma otnositel~no Γ, nam ostaetsØ dokazat~ tol~ko, qto Θ“ invariantna otnositel~no Sp(4, Z) i otnositel~no ι^′ , t.e. qto

Θ“(γw) = Θ“(w) dlØ vseh γ ∈ Sp(4, Z) i dlØ γ = ι^′ . Zametim, qto σ ∈ Sp(4, Z), ψ(σ) = 1. Poskol~ku Θ_{K-P} invariantna otnositel~-

no SL(2, Z), iz predloßeniØ 2.3.7 v [9] sleduet, qto E(σ(·), s; Θ_{K-P}) invariantna otnositel~no matric σ^{−1}δσ s

O KUBIQESKO` SIMPLEKTIQESKO` TETA–FUNKCII 157

δ = a b 0 0 c d 0 0 0 0 d −c 0 0 −b a , ( a b c d ) ∈ SL(2, Z), (14)

i Ẽ(σ(·), s, Θ_{K-P}) invariantna otnositel~no matric σ^{−1}δσ s

δ = 1 0 0 0 0 a 0 b 0 0 1 0 0 c 0 d , ( a b c d ) ∈ SL(2, Z). (15)

Iz (12,13) sleduet, qto Θ“ invariantna otnositel~no matric

σ^{−1}δσ s δ iz (14) i iz (15). S drugoæ storony, matricy v (14,15)

poroßda¸t Sp(4, Z) i σ^{−1}Sp(4, Z)σ = Sp(4, Z). Sledovatel~no, Θ“ invariantna otnositel~no Sp(4, Z). OstaetsØ dokazat~, qto Θ“ invariantna otnositel~no ι^′ . �to sleduet iz sledu¸weæ lemmy, primenennoæ k f = Θ_{K-P} .

Lemma. Pust~ f : H → C — kubiqeskaØ metaplektiqeskaØ forma

otnositel~no Γ_∗ . Predpoloßim dalee, qto f invariantna otnositel~no ι. Togda E(ι^′w, s; f) = E(w, s; f) dlØ vseh w ∈ X, s ∈ C.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno iz opredeleniØ rØda �æzen-

xteæna, predpolagaØ ℜ(s) dostatoqno bol~xoæ, nahodim E(ι^′w, s; f) = ∑ γ∈Ω ψ(γ)U (γι^′w)^sV (γι^′w)^sf(Q(γι^′w)), (16) gde Ω ⊂ Γ soderßit po odnomu predstavitel¸ kaßdogo klassa iz Δ_P \Γ. Oqevidno (sm. (5)), ι^′Γι^{′−1} = Γ i ι^′Δ_P ι^{′−1} = Δ_P . Sledovatel~no, esli Ω soderßit po odnomu predstavitel¸ kaßdogo klassa iz Δ_P \Γ, to i ι^′Ωι^{′−1} soderßit po odnomu predstavitel¸ kaßdogo klassa iz Δ_P \Γ. Sledovatel~no, moßno zamenit~ γ na

ι^′γι^{′−1} v pravoæ qasti (16) i poluqit~ E(ι^′w, s; f) = ∑ γ∈Ω ψ(ι^′γι^{′−1}) U (ι^′γw)^sV (ι^′γw)^sf(Q(ι^′γw)), (17)

158 N. V. PROSKURIN gde ψ(ι^′γι^{′−1}) = ψ(γ), U (ι^′γw) = U (γw), V (ι^′γw) = V (γw), i

f(Q(ι^′γw)) = f(ιQ(γw)) = f(Q(γw)). Sledovatel~no, pravaØ qast~

v (17) ravna E(w, s; f), qto i trebovalos~. Princip analitiqeskogo prodolßeniØ pozvolØet snØt~ ograniqenie na ℜ(s).

Tak kak ι^′σι^′ = σ , primenØØ lemmu, nahodim

E(σι^′w, s; Θ_{K-P}) = E(ι^′σι^′w, s; Θ_{K-P}) = E(σw, s; Θ_{K-P}).

PerehodØ k vyqetam, poluqaem Θ“(ι^′w) = Θ“(w), qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy.

Literatura

1. H. Bass, J. Milnor, J.-P. Serre, Solution of the congruence subgroup problem for

SLn (n ¿ 3) and Sp2n (n ¿ 2) , Institut des Hautes Études Scientifiques, Publ.

Math., No. 22 (1964), 5–60.

2. J. Elstrodt, F. Grunewald, J. Mennicke, Groups Acting on Hyperbolic Space, Springer-Verlag, 1998.

3. T. Kubota, Ein arithmetischer Satz über eine Matrizengruppe, J. reine angew.

Math. 222 (1965), 55–57.

4. T. Kubota, On automorphic functions and reciprocity law in a number theory, Lect. in Math. Kyoto Univ., Vol. 2, 1969.

5. R. P. Langlands, On the functional equations satisfied by Eisenstein series, Lect.

Notes Math. 544 (1976).

6. C. Moeglin, J.-L. Waldspurger, Spectral Decomposition and Eisenstein Series, Cambridge University Press, 1995.

7. S. J. Patterson, A cubic analogue of the theta series I, II, J. reine angew. Math.

296 (1977), 125–161, 217–220.

8. N. V. Proskurin, On cubic symplectic metaplectic forms, J. reine angew. Math.

388 (1988), 158-188.

9. N. V. Proskurin, Cubic metaplectic forms and theta functions, Lect. Notes Math.

1677 (1998).

10. N. V. Proskurin, On certain finite group related to cubic theta function, Max- Planck-Institut für Mathematik, Preprint series 114 (2000).

Postupilo 20 avgusta 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:proskn@pdmi.ras.ru