Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

I. X. Slavutskiæ

VEWESTVENNOE KVADRATIQNOE POLE I GIPOTEZA ANKENI––ARTINA––QOVLY

PamØti ˚. V. Uspenskogo, B. A. Venkova i A. A. Kiseleva, “svØzki” peterburgskih teoretikoqislovikov

RassmatrivaemaØ niße gipoteza Ankeni–Artina–Qovly (v dal~neæxem AAQ-gipoteza) moßet traktovat~sØ kak izuqenie qastnogo sluqaØ bolee obweæ zadaqi rassmotreniØ arifmetiqeskih svoæstv qisel Bernulli (i ih obobweniæ). V obzore avtora [1] priveden rØd primerov, v kotoryh figuriru¸t svØzi meßdu qislami Bernulli B_i(1 6 i 6 p − 1 dlØ fiksirovannogo prostogo neqetnogo qisla p) i razliqnymi voprosami teorii qisel, algebraiqeskoæ geometrii, funkcional~nogo analiza, topologii. Odnako, v celom, naxi znaniØ otnositel~no individual~nyh qisel Bernulli ves~ma skudny. Esli byt~ toqnymi, my moßem upomØnut~ lix~ dva fakta (poluqennyh, kstati, odnovremenno v 1840 godu):

1) teorema Xtaudta–Klauzena dlØ znamenateleæ qisel Bernulli ([2] ili [3]) i

2) B_{(p+1)/2} ≢ 0(mod p), p ≡ 3(mod 4), sledstvie sravneniØ Koxi [4] h(−p) ≡ −2B_{(p+1)/2} ( mod p), p ≡ 3( mod 4). (1)

Obsudim zdes~ lix~ odin special~nyæ sluqaæ i = (p−1)/2, p ≡ 1(mod 4).

1^0. Kak izvestno, s pomow~¸ analitiqeskih metodov, razrabotannyh matematikami XIX veka, byli poluqeny klassiqeskie formuly dlØ qisla klassov absol¸tno abelevyh qislovyh poleæ. V obwem sluqae (daße dlØ vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ!) oni soderßali transcendentnye funkcii. No qislo klassov est~ qislo natural~noe, tak qto voznikaet neskol~ko zadaq:

(i) poluqit~ formuly dlØ qisla klassov arifmetiqeskim putem; 159

160 I. X. SLAVUTSKI`

(ii) pridat~ formulam arifmetiqeskiæ harakter; ili hotØ by

(iii) predloßit~ arifmetiqeskiæ metod vyqisleniØ qisla klassov.

Zdes~ my ostanovimsØ na prosteæxem sluqae – vewestvennom kvadratiqnom pole, svØzannom s obsußdaemoæ AAQ-gipotezoæ.

Kak izvestno, dlØ mnimogo kvadratiqnogo polØ Q( √ d) s fundamental~nym diskriminantom d < 0 pervyæ suwestvennyæ vklad v fftom napravlenii prinadleßit B. A. Venkovu ([5] ili [6]). K 1931 godu, ispol~zuØ lix~ arifmetiqeskie metody, on predloßil dokazatel~stvo formul dlØ qisla klassov mnimyh kvadratiqnyh poleæ v sluqae d ≢ 1(mod 8) (na Øzyke binarnyh kvadratiqnyh form). Zametim, qto nekotoroe uprowenie (i dopolnenie) fftih rezul~tatov moßno naæti v rabotah R. Devisa [7, 8]. Qto kasaetsØ vewestvennogo kvadratiqnogo polØ, to k 1945 godu serieæ rabot, prinadleßawih H. Tige, H. Hasse i G. Bergstremu (sm., naprimer, [9]) byl postroen algoritm dlØ arifmetiqeskogo vyqisleniØ qisla klassov h(d), d < 0, ishodØ iz formul Dirihle. Zadaqa racionalizacii formul Dirihle v fftom sluqae ostavalas~ nerexennoæ (detali sm. v [10]).

V 1948 godu A. A. Kiselevym [11] opublikovana horoxo izvestnaØ v nastoØwee vremØ zametka, soderßawaØ sravnenie

h(p)U_1 ≡ T_1B_{(p−1)/2}( mod p), p ≡ 1( mod 4). (2)

Zdes~ h(p) i ε_1 = T_1 + U_1√p – sootvetstvenno qislo klassov i glavnaØ edinica vewestvennogo kvadratiqnogo polØ Q(√p), a qisla Bernulli B_n privedeny v qetnoæ numeracii, tak qto B_0 = 1, B_1 = −1/2, B_{2n+1} = 0 dlØ n ∈ N.

Dalee v 1948–1949 gg. Kiselev [12, 13] publikuet seri¸ podobnyh sravneniæ (mod p), svØzyva¸wih qislo klassov h(d) s qislami (i polinomami) Bernulli v sluqaØh: 1) d < 0, d = −np, n ∈ N i (n, p) = 1; 2) d < 0, p - d;

3) d > 0, d = np, n ∈ N i (n, p) = 1; 4) d > 0, p - d, gde d – fundamental~nyæ diskriminant sootvetstvu¸wego kvadratiqnogo polØ Q( √ d). Zametim, qto pervyæ sluqaæ soderßit nekotorye qastnye rezul~taty A. Gurvica [14], a imenno d = −3p i d = −5p.

V qastnosti, esli h(d) < p i kofffficient h(d) (v pravoæ qasti fftih sravneniæ) vzaimno prost s p, my poluqaem arifmetiqeskiæ sposob vyqisleniØ qisla klassov h(d). Kstati, napomnim, qto k tomu vremeni uße bylo izvestno, qto h(d) = O( √ d) dlØ vewestvennogo kvadratiqnogo polØ. V deæstvitel~nosti my teper~ imeem bolee toqnye rezul~taty, naprimer, h(p) < √p/2 dlØ prostogo neqetnogo qisla p ≡ 1(mod 4) (sm. [15]). Pofftomu, esli U_1 ≢ 0(mod p) (qto to ße samoe, B_{(p−1)/2} ≢ 0(mod p), kak ffto sleduet iz sravneniØ Kiseleva (2)), to dlØ polØ Q(√p) my poluqaem arifmetiqeskiæ sposob vyqisleniØ h(p), odnako lix~ v sluqae, kogda U_1 ≢ 0(mod p)!

V to vremØ Kiselev zatrudnØlsØ skazat~ qto-libo otnositel~- no usloviØ U_1 ≢ 0( mod p). (3)

V 1951–1952 gg. N. Ankeni, �. Artin i S. Qovla publiku¸t dve raboty [16, 17], v kotoryh s pomow~¸ p-adiqeskih metodov avtory poluqa¸t sravnenie dlØ qisla klassov kvadratiqnogo polØ Q( √ d), no tol~ko v sluqae d > 0 i p|d. Kak vyØsnilos~ vposledstvii, ffti raboty okazalis~ oqen~ vaßny pri postroenii xiroko izvestnyh v nastoØwee vremØ konstrukciæ p-adiqeskih L-funkciæ Kuboty–Leopol~dta.

Otmetim, qto pravaØ qast~ AAQ-sravneniæ soderßit funkci¸ – celu¸ qast~ qisla. �kvivalentnost~ fftih rezul~tatov i sravneniæ Kiseleva, soderßawih qisla i mnogoqleny Bernulli, moßet byt~ ustanovlena s pomow~¸ obobwennogo sravneniØ Voronogo (sm. [18] i [19]). Kstati, v sluqae d = p ≡ 1(mod 4) dlØ dokazatel~stva ffkvivalentnosti fftih rezul~tatov dostatoqno ispol~zovat~ odin staryæ rezul~tat M. Lerha [20].

Otmetim, qto po povodu vseh fftih rezul~tatov Hasse [21] zametil, qto oni trebu¸t sistematizacii, a rexenie fftoæ zadaqi moßno naæti v nedavno opublikovannoæ rabote avtora [22]: sistema qetyreh sravneniæ estestvennym obrazom svedena k dvum (po modul¸ p^l, l ∈ N).

V citirovannoæ rabote [17] avtory ukazyva¸t, qto uslovie (3) bylo imi provereno dlØ p ≡ 5(mod 8), p < 2000, i predpoloßili, qto ono vypolnØetsØ dlØ l¸bogo takogo prostogo qisla p. Zametim dalee, qto v 1959 godu neskol~ko bolee obwee predpoloßenie bylo sformulirovano v [18] (i nezavisimo neskol~ko pozße v zametke [23]):

162 I. X. SLAVUTSKI`

Esli svobodnoe ot kvadratov Ødro fundamental~nogo diskriminanta d vewestvennogo kvadratiqnogo polØ ØvlØetsØ prostym neqetnym qislom p, t.e. Kern(d) = p, to dlØ glavnoæ edinicy ε_1 = T_1 + U_1 √ p fftogo polØ vypolnØetsØ uslovie U_1 ≢ 0(mod p).

Vyxe my videli, qto sravnenie (2) sootvetstvuet sravneni¸ (1) dlØ qisla klassov mnimogo kvadratiqnogo polØ. Teper~ my rassmotrim qastnyæ sluqaæ drugogo sravneniØ Kiseleva:

h(4p)U_1 ≡ 1 4 ( 2 p ) T_1E_{(p−3)/2}( mod p), p ≡ 3( mod 4),

gde E_n – qislo �ælera (sm.[24] dlØ l = 1). Kak izvestno, zdes~ takße h(4p) < p. Togda, esli (_{p−3} 2 , p ) ne ØvlØetsØ irregulØrnoæ paroæ dlØ qisel �ælera, to U_1 ≢ 0(mod p). Rassmatrivaemyæ ße teper~ sluqaæ sootvetstvuet mnimomu kvadratiqnomu pol¸ Q( √ −4p), p ≡ 1(mod 4), gde, v qastnosti, sravnenie Kiseleva ([12] ili [13], sm.takße bolee pozdn¸¸ rabotu Karlica [25]), imeet vid h(−4p) ≡ 1 2 E_{(p−1)/2}( mod p), p ≡ 1( mod 4).

Zdes~ h(−4p) < p (sm., naprimer, [26]), tak qto E_{(p−1)/2} ≢ 0(mod p).

Otmetim, qto, kak informiroval Mordell [23], privedennaØ vyxe rasxirennaØ AAQ-gipoteza byla proverena dlØ prostyh qisel p < 18000. Obratim takße vnimanie na to, qto esli daße Kern(d) = 2p, rasprostranenie gipotezy oxiboqno. Naprimer, d = 8 · 23 i U_1 = 23 · 29.

Zakl¸qim fftu qast~ raboty zameqaniem, qto upomØnutye vyxe rezul~taty avtora da¸t arifmetiqeskoe predstavlenie formul Dirihle dlØ qisla klassov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ. Deæstvitel~no, pust~ p > 3 – prostoe neqetnoe qislo i χ – simvol Kronekera (s sootvetstvu¸wim konduktorom). Dokazano, qto h(d)U_l/p^{l−1} ≡ −T_lB_{m,χ}/(2m)( mod p^l), m = (p − 1)p^l/2, χ mod n, gde ε_1 = T_1 + U_1 √ d – glavnaØ edinica polØ Q( √ d), d = np > 0, ε_l = T_l + U_l √ d = ε^{pl} �1 l , B_{n,χ} – obobwennye qisla Bernulli, prinadleßawie harakteru χ, a l, n ∈ N ([24], [27]). Esli my zametim, qto ord_p U_1 = ord_p(U_l/p^{l−1}) i p - T_l ([26], lemma), to my moßem rexit~ poslednee sravnenie s odnoæ neizvestnoæ veliqinoæ h(d). Deæstvitel~no, dostatoqno tol~ko vybrat~ l ¿ α + β, gde α = ord_p U_1 i h(d) < √ d < p^β My hoteli by zakonqit~ fftu qast~ neskol~ko bolee obwim zameqaniem o svØzi komponenty U_1 osnovnoæ edinicy vewestvennogo kvadratiqnogo polØ Q( √ d), d = np, s obobwennymi qislami Bernulli. V vybrannyh oboznaqeniØh vypolnØetsØ ravenstvo

ord_p U_1 = ord_p(B_{m,χ}/m)

dlØ 1 6 n < p. Zdes~ m =^{p−1}_2 p^{l−1}, p > 3, l ∈ N i χmod n – simvol Kronekera. V deæstvitel~nosti, otmeqennoe ravenstvo verno dlØ

1 6 n < 4p, kak ffto sleduet iz nedavno dokazannyh rezul~tatov

[15].

Zameqanie. Oqevidno, qto dlØ prostogo diskriminanta p =

a^2 +1 ili a^2 +4 utverßdenie AAQ-gipotezy verno. No my ne znaem otveta na vopros: suwestvuet li beskoneqno mnogo prostyh qisel, naprimer, formy a^2 +1. Sm. takße nedavn¸¸ zametku [28], prinadleßawu¸ R. Haximoto.

2^0. Moßet okazat~sØ, qto utverßdenie B_{(p−1)/2} ≡ 0(mod p), p ≡ 1(mod 4) (ili, qto to ße samoe, U_1 ≡ 0(mod p)) vstretitsØ dlØ dostatoqno bol~xogo prostogo qisla p (sm. [29], gl. 5). �to obstoØtel~stvo ØvlØetsØ, veroØtno, odnim iz stimulov dlØ poØvleniØ rabot, soderßawih daleko prodvinutye vyqisleniØ. Nedavno poØvivxaØsØ rabota gruppy avtorov [30] pereqislØet osnovnye fftapy processa proverki AAQ-gipotezy dlØ vseh prostyh qisel p < L, L ∈ N. Pri fftom vsegda podsqityvalos~ znaqenie U_1(mod p). V citiruemoæ publikacii primenØlsØ algoritm, ispol~zovavxiæ dva sovmewennyh komp~¸tera i proverivxiæ interval (10^9, 10^{11}). Tak qto k nastoØwemu momentu AAQ-gipoteza proverena dlØ p < 10^{11}.

3^0. AAQ-gipoteza byla sformulirovana v vide (3) ili

B_{(p−1)/2} ≢ 0( mod p), p ≡ 1( mod 4). (4)

K nastoØwemu momentu izvestno dovol~no mnogo ffkvivalentnyh form gipotezy. Niße kratko pereqisleny nekotorye iz nih.

I. Sledstvie formuly Bernulli i nekotorye rezul~taty, svØzannye s qastnymi summami garmoniqeskogo rØda ([31], [32])

164 I. X. SLAVUTSKI`

Naprimer,

B_{(p−1)/2} ≢ 0( mod p) ⇐⇒ p−1∑ i=1 i^{(p−1)/2} ≢ 0( mod p^2)

⇐⇒ p−1∑ i=1 i^{−(p−1)/2} ≢ 0( mod p^2).

ImeetsØ i mnogo drugih podobnyh rezul~tatov, v qastnosti, sm. raboty Lerha [20] i T. Ago, T. Xoæi [33].

II. ProizvedeniØ kvadratiqnyh vyqetov i nevyqetov (mod p)

Esli A = ∏ r r, 0 < r < p, (_r p ) = 1, i B = ∏ n n, 0 < n < p, (_n p ) = −1, gde (_. p ) – simvol Leßandra, to

B_{(p−1)/2} ≢ 0( mod p) ⇐⇒ (A + B)/p ≢ 0( mod p),

sm. [16] (dokazatel~stvo privoditsØ v rabote Karlica [34]).

III. Predstavlenie natural~nogo qisla summami neqetnogo

koliqestva celyh kvadratov

Toßdestvo Mordella dlØ predstavleniØ natural~nogo qisla n summami s kvadratov soderßit kofffficienty α_s(k), 2 - s. Zdes~ s > 8 i k = 1, . . . , e, gde e ∈ N i odnoznaqno opredeleno usloviem 8e < s 6 8(e + 1).

V sluqae s = p, p ≡ 1(mod 4), dlØ pervogo kofffficienta α_p(1) spravedlivo

B_{(p−1)/2} ≢ 0( mod p) ⇐⇒ 8α_p(1)/p ≢ 1( mod p).

Detali sm. v zametke [35].

IV. p-adiqeskie L-funkcii, prinadleßawie simvolu Leßan- dra Rassmotrim vnov~ vewestvennoe kvadratiqnoe pole Q(√p) s fundamental~nym diskriminantom d = p, p ≡ 1(mod 4). Kak izvestno, 2h(p)U_l/p^{l−1} ≡ −T_lB_m/m( mod p^l), m = p − 1 2 p^{l−1}, l ∈ N, (5)

165 a T_l + U_l √ d = (T_1 + U_1 √ d)^{pl} �1 ([27]). Metodami, razvitymi v [36], byl poluqen p-adiqeskiæ variant formuly Dirihle dlØ qisla klassov polØ Q(√p) v forme 2h(p) log ε_1 √ p = L_p(1, ω^{(p−1)/2}), (6)

predstavlØ¸wiæ soboæ qastnyæ sluqaæ teper~ horoxo izvestnogo obwego rezul~tata G. -V. Leopol~dta (sm., naprimer, monografi¸ [29]). Zdes~ ω – harakter Teæhm¸llera mod p, znaqeniØ kotorogo prinadleßat pol¸ p-adiqeskih qisel Q_p. Togda harakter χ = ω^{(p−1)/2} = (_p � ) predstavlØet soboæ simvol Leßandra.

Dalee ord_p(U_l/p^{l−1}) = ord_p U_1 i U_l/(T_lp^{l−1}) →^{log ε1}√_p pri uslovii, qto l → ∞, tak qto iz (5) i (6) sleduet | |L_p ( 1, (p · )) | |_p = 1 ⇐⇒ U_1 ≢ 0( mod p).

No, k soßaleni¸, naxi znaniØ o L_p(s, χ) nedostatoqny i lix~ izvestno, qto L_p ( 1, (_p � )) ≠ 0 (otnositel~no detaleæ sm. [36–38]).

V. Kol~ca vewestvennogo kvadratiqnogo polØ

Odno trivial~noe zameqanie [27]: {AAQ-gipoteza verna} ⇐⇒ {glavnaØ edinica vewestvennogo kvadratiqnogo polØ Q( √ p), p ≡ 1(mod 4), ne sovpadaet s glavnoæ ediniceæ kol~ca diskriminanta d = p^3n^2, n ∈ N, rassmatrivaemogo polØ}.

VI. Nerazvetvlennoe rasxirenie prostogo krugovogo polØ (N.Nakagoxu [39])

Pust~ p ≡ 1(mod 4) – prostoe qislo, ε_1 = T_1 + U_1√p – glavnaØ edinica vewestvennogo kvadratiqnogo polØ Q(√p). Esli oboznaqit~ k = Q(exp(2πi/p)), to

U_1 ≡0(mod p)⇐⇒{k(^p √ ε_1) – nerazvetvlennoe pole stepeni p nad k}.

Zametim, qto dokazatel~stvo avtora ne ispol~zuet gipotezu Vandivera o vtorom mnoßitele qisla klassov polØ k, a rØd interesnyh zameqaniæ sdelan v predpoloßenii, qto glavnaØ edinica polØ Q(√p) udovletvorØet uslovi¸ (3).

166 I. X. SLAVUTSKI`

VII. Giperboliqeskie otraßeniØ klassiqeskogo uravneniØ

PellØ

IshodØ iz izvestnoæ svØzi glavnoæ edinicy ε_1 = T_1 + U_1√p vewestvennogo kvadratiqnogo polØ Q(√p), p ≡ 1(mod 4), i sootvetstvu¸wego uravneniØ PellØ (sm., naprimer, [9]), M. Xeængorn [40, 41] sootnosit arifmetiqeskie svoæstva komponenty U_1 (v qastnosti, vypolnØetsØ ili net uslovie (3)) s geometriqeskimi svoæstvami opredelennyh otraßeniæ na sootvetstvu¸wu¸ giperboliqesku¸ poverhnost~. ArifmetiqeskaØ qast~ rabot avtora ispol~zuet rezul~taty stateæ [16–18, 23].

4^0. V zakl¸qenie my privodim ewe odno zameqanie, kasa¸weesØ nuleæ p-adiqeskih L-funkciæ ([42, 43]).

Rassmotrim p-adiqesku¸ L-funkci¸, prinadleßawu¸ harakteru χ = ω^{−s}. Togda dlØ 2 6 s < p − 5, p ≡ 1(mod 4), verna implikaciØ

{β ≡ s + 1(mod p) ØvlØetsØ nulem p-adiqeskoæ L-funkcii, prinadleßaweæ harakteru ω^{−s}} ⇒ B_{(p−1)p−s} ≡ 0(mod p^2).

Dalee, ispol~zuØ sravnenie Kummera B_{(p−1)p−s} ≡ p(p − 1) − s p − s − 1 B_{p−1−s}( mod p) dlØ p ¿ 13 i s = (p − 1)/2, my zakl¸qaem

{β ≡ (p + 1)/2(mod p) ØvlØetsØ nulem L_p(s, ω^{−(p−1)/2})}

⇒ B_{(p−1)/2} ≡ 0(mod p), ili L_p ( β, ( p · )) = 0 ⇒ AAQ-gipoteza oxiboqna.

Zdes~ my ispol~zovali to, qto harakter ω^{−(p−1)/2} = ω^{(p−1)/2} = (_p � ) ØvlØetsØ simvolom Leßandra.

Literatura

1. I. X. Slavutskiæ, Oqerk istorii issledovaniØ arifmetiqeskih svoæstv qisel Bernulli. Xtaudt, Kummer, Voronoæ, Istoriko-mat. issledovaniØ 32/33 (1991), 158–181.

2. K. G. C. von Staudt, Beweis eines Lehrsatzes die Bernoulli’schen Zahlen betreffend, J. Reine Angew. Math. 21 (1840), 373–374.

3. T. Clausen, Lehrsatz aus einer Abhandlung über die Bernoullischen Zahlen, Astron. Nachr. 17, (1840), 351–352.

4. A. L. Cauchy, Mémoire sur la théorie des nombres, Mémoires Acad. Sci., Paris

17 (1840), 249–269, 235–455.

5. B. A. Venkov, Über die Klassenzahl positiver binärer quadratischer Formen, Math. Zeitschr. 33 (1931), 350–374.

6. B. A. Venkov, Elementary Number Theory, Wolters-Noordhoff Publ., Groningen, 1970.

7. R. W. Davis, Class number formulae for imaginary quadratic fields. I, J.für Reine Angew. Math. 286/287 (1976), 369-379.

8. R. W. Davis, Class number formulae for imaginary quadratic fields. II, J. Reine Angew. Math. 299/300 (1978), 245–255.

9. H. Hasse, Vorlesungen über Zahlentheorie, Springer, Berlin (1964).

10. A. A. Kiselev, I. X. Slavutskiæ, Preobrazovanie formul Dirihle i arifmetiqeskoe vyqislenie qisla klassov idealov kvadratiqnyh poleæ, Tr. 4-go Vseso¸zn. Mat. s¨ezda, 1961, Izd. ”Nauka” 2 (1964), 105–112.

11. A. A. Kiselev, Vyraßenie qisla klassov idealov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ qerez qisla Bernulli, Dokl. SSSR 61 (1948), 777–779.

12. A. A. Kiselev, Vyraßenie qisla klassov idealov kvadratiqnyh poleæ qerez qisla Bernulli, Nauqn. sessiØ LGU. Tezisy dokl. po sekc. mat. nauk, 1948, 37–39.

13. A. A. Kiselev, O nekotoryh sravneniØh dlØ qisla klassov idealov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ, Uqen. zap. LGU, Ser. mat. nauk, No. 16 (1949), 20–31.

14. A. Hurwitz, Über die Anzahl der Klassen binärer quadratischer Formen von negativer Determinante, Acta Math. 19 (1895), 351–384.

15. M.-N. Le, Upper bound for class numbers of real quadratic fields, Acta Arithm.

68 (1994), 141–144.

16. N. C. Ankeny, E. Artin, S. Chowla, The class numbers of real quadratic fields, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 37 (1951), 524–525.

17. N. C. Ankeny, E. Artin, S. Chowla, The class numbers of real quadratic number fields, Ann. Math. 56 (1952), 479–493.

18. A. A. Kiselev, I. X. Slavutskiæ, O qisle klassov idealov kvadratiqnogo polØ i ego kolec, Dokl. SSSR 126 (1959), 1191–1194.

19. I. X. Slavutskiæ, Obobwennoe sravnenie Voronogo i qislo klassov mnimogo kvadratiqnogo polØ. II, IzvestiØ VUZ’ov. Matematika, No. 4(53) (1966), 118–126.

20. M. Lerch, Zur Theorie des Fermatschen Quotienten (ap�1 � 1)/p = q(a), Math.

Ann. 60 (1905), 471–490.

21. H. Hasse, Review of paper [2], Zbl.43.40.

22. I. Sh. Slavutskii, On the generalized Bernoulli numbers that belong to unequal characters, Rev. Mat. Iberoamericana 16, No. 3 (2000), 459–475.

23. L. J. Mordell, On a Pellian equation conjecture. II, J. London Math. Soc. 36 (1961), 282–288.

24. I. X. Slavutskiæ, O qisle klassov vewestvennogo kvadratiqnogo polØ, IzvestiØ VUZ’ov. Matematika No. 4(17) (1960), 173–177.

25. A. L. CarlItz, The class numbers of an imaginary quadratic number fields, Comm.

Math. Helv. 27 (1953), 338–345.

168 I. X. SLAVUTSKI` 26. I. X. Slavutskiæ, Ocenka sverhu i arifmetiqeskoe vyqislenie qisla klassov idealov vewestvennyh kvadratiqnyh poleæ, IzvestiØ VUZ’ov. Matematika No. 2(45) (1965), 161–165.

27. I. X. Slavutskiæ, Nekotorye sravneniØ dlØ qisla klassov vewestvennogo kvadratiqnogo polØ s prostym diskriminantom, Uqen. zap. Leningr. Gos. Pedagog. in-ta im. A. I. Gercena 218 (1961), 179–189.

28. R. Hashimoto, Ankeny–Artin–Chowla conjecture and continued fraction expansion, J. Number Theory 90, No. 1 (2001), 143–154.

29. L. C. Washington, Introduction to cyclotomic fields, 2th ed., Springer, Berlin, 1997.

30. A. J. van der Poorten, H. J. J. te Riele, H. C. Williams, Computer verification of the Ankeny–Artin–Chowla conjecture for all primes less than 1011, Math. Comp. 70, No. 235 (2001), 1311–1318.

31. L. J. Mordell, Recent work in number theory, Scripta Math. 25 (1960), 93–103. 32. I. Sh. Slavutskii, Leudesdorf’s theorem and Bernoulli numbers, Arch. Math.

(Brno) 35 (1999), 299–303.

33. T. Agoh, T. Shoji, Quadratic equations over finite fields and class numbers of real quadratic fields, Monatsh. Math. 125, No. 4 (1998), 279–292.

34. L. Carlitz, Note on the class number of real quadratic fields, Proc. Amer. Math.

Soc. 4 (1953), 535–537.

35. I. X. Slavutskiæ, Beskvadratnye qisla i kvadratiqnoe pole, Colloq.

Math. 32 (1975), 291–300.

36. I. X. Slavutskiæ, O qisle klassov divizorov vewestvennogo kvadratiqnogo polØ. II, V kn: SovremennaØ algebra. Meßvuzovskiæ sb. nauqn. rabot, Leningrad, 1980, 124–128.

37. A. Brumer, Travaux récent d’Iwasawa et de Leopoldt, Séminaire Bourbaki, 19e année (1966/67) 325 (1968), 1–14.

38. I. X. Slavutskiæ, L-funkcii lokal~nogo polØ i vewestvennoe kvadratiqnoe pole, IzvestiØ VUZ’ov. Matematika No. 2(81) (1969), 99–105.

39. N. Nakagoshi, On the unramified extension of the prime cyclotomic number field and its quadratic extension, Nagoya Math. J. 115 (1989), 151–164.

40. M. Sheingorn, Hyperbolic reflections of Pell’s equation, J. Number Theory 33, No. 3 (1989), 267–285.

41. M. Sheingorn, The pp Riemann surface, Acta Arithm. 63, No. 3 (1993), 255–266. 42. L. C. Washington, p-adic L-functions and sums of powers, J. Number Theory 69, No. 1 (1998), 50–61.

43. I. Sh. Slavutskii, Partial sums of the harmonic series, p-adic L-functions and Bernoulli numbers, Tatra Mt. Math. Publ. 20 (2000), 11–17.

Postupilo 23 noØbrØ 2001 g.

Center for Absorption in Science Israel Email: nick1@bezeqint.net