Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

.O. M. Fomenko

O DZETA-FUNKCII �PXTE`NA

§1. Vvedenie; rezul~taty

Pust~ Q(x_1, . . . , x_k) – poloßitel~naØ kvadratiqnaØ forma ot

k ¿ 2 peremennyh s celymi kofffficientami; s = σ + it. DlØ

σ >^1_2 k dzeta-funkciØ �pxteæna opredelena rØdom ζ(s; Q) = ∞∑ x1,... ,x_k=−∞ Q(x_1, . . . , x_k)^{−s}, gde summirovanie idet po vsem celym toqkam (x_1, . . . , x_k) ≠ (0, . . . , 0). Dzeta-funkciØ ζ(s; Q) imeet analitiqeskoe prodolßenie na vs¸ s-ploskost~ s edinstvennoæ osobennost~¸ – prostym pol¸som v toqke s = k/2. DlØ nee spravedlivo funkcional~noe uravnenie rimanova tipa ≪ s →^k_2 − s ≫. Polosa 0 6 σ 6 k/2 ØvlØetsØ dlØ ζ(s; Q) kritiqeskoæ. V [1] issledovalsØ rost ζ(s; Q) na prØmoæ s =^k_2 −^1_2 + it, |t| → ∞. Kak pokazano v [1], v sluqae

k ¿ 4 ffta zadaqa svoditsØ k zadaqe o roste L-rØdov Dirihle

L(s, χ) na central~noæ prØmoæ s =^1_2 + it. V rezul~tate poluqaem ocenku ζ ( k 2 − 1 2 + it; Q ) ≪ T^{α+ε}, gde zdes~ i niße T = |t| + C, C > 0 – nekotoroe postoØnnoe qislo, ε > 0 – skol~ ugodno maloe postoØnnoe qislo, α = 9/56 dlØ qetnogo k ¿ 4, α = 1/6 dlØ neqetnogo k ¿ 5. Pokazatel~ 9/56, svØzannyæ s izvestnoæ ocenkoæ Bomb~eri i Ivanca [2] v klassiqeskoæ gipoteze Lindelœfa, moßno neskol~ko umen~xit~ (sm. utoqnenie ocenki Bomb~eri i Ivanca v rabotah Haksli i drugih avtorov). V sluqae poloßitel~noæ binarnoæ kvadratiqnoæ formy Q s celymi kofffficientami situaciØ shodnaØ, a imenno,

Rabota vypolnena qastiqno pri finansovoæ podderßke RFFI (grant No. 02-01-00087) 169

170 O. M. FOMENKO spravedlivo neravenstvo ζ (1 2 + it; Q ) ≪ | |G (1 2 + it )| | + ∑ f | |L (1 2 + it, f )| |. Zdes~ G(s) = ∞∑ n=1 R(n) n^s , gde R(n) – qislo predstavleniæ n rodom formy Q, {L(s, f)} – koneqnyæ nabor L-funkciæ sobstvennyh form Gekke f vesa 1. Moßno pokazat~, qto G(s) vyraßaetsØ v vide koneqnoæ lineænoæ kombinacii proizvedeniæ vida φ(s)L(s, χ_1)L(s, χ_2), gde φ(s) – nesuwestvennyæ mnoßitel~. Takoæ podhod privodit k peredokazatel~stvu (dlØ sluqaØ form s celymi kofffficientami) nailuqxeæ na nastoØwiæ moment ocenki Titqmarxa [3] porØdka rosta dzeta-funkcii �pxteæna poloßitel~noæ binarnoæ kvadratiqnoæ formy Q s vewestvennymi kofffficientami na kritiqeskoæ prØmoæ: ζ (1 2 + it; Q ) ≪ T^{13 +ε}.

Otmetim, qto v rabote [3] Titqmarx vpervye primenil dvumernyæ analog metoda van der Korputa.

DlØ ternarnoæ kvadratiqnoæ formy Q s celymi kofffficientami analogiqnaØ svØz~ ζ(s; Q) s kakimi-libo kanoniqeskimi L-funkciØmi neizvestna. V [1] dlØ Q(x_1, x_2, x_3) = x^2_1 +x^2 +x^2_3 byla poluqena ocenka

ζ(1 + it; Q) ≪ T^{5/12} log^3 T. (1)

Eœ dokazatel~stvo legko sleduet iz izvestnogo neravenstva van der Korputa (teorema 5.11 knigi [4], sm. takße niße lemmu 5).

V nastoØweæ rabote my primenim k zadaqe (1) metod ocenki ffsponencial~nyh summ, ispol~zovannyæ v probleme xara (sm. [5–7]). Pri fftom v rabote [7] podhod [5, 6] byl znaqitel~no uprowen.

Cel~ nastoØweæ raboty – suwestvenno uluqxit~ ocenku (1).

Teorema. Pust~ Q(x1, x2, x3) = x^2_1 + x^2 + x^2_3. Togda ζ(1 + it; Q) ≪ T^{1/4+ε}.

O DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 171

§2. �ksponencial~nye summy po celym toqkam v sferah Pust~ r_3(n) – qislo predstavleniæ n summoæ treh kvadratov celyh qisel. Nam potrebu¸tsØ netrivial~nye ocenki dlØ ffksponencial~nyh summ tipa (R > 1)

V_N (R) = ∑ n≍N r_3(n)e(R log n),

gde e(z) = e^{2πiz}, n ≍ N oznaqaet c_1N < n < c_2N s nekotorymi poloßitel~nymi konstantami c_1, c_2 (kotorye ne obØzatel~no odni i te ße v kaßdom konkretnom sluqae).

Lemma 1. DlØ 1 < N ≪ R^2 imeet mesto sledu¸wee neravenstvo

V_N (R) ≪ N^{5/4+ε} + N^ε ·min { R^{3/8}N^{3/4} + R^{1/8}N, R^{7/24}N^{7/8} + R^{5/24}N } . Dokazatel~stvo. Snaqala vyvedem, qto V_N (R) ≪ | | ∑ a,b,c ( R log(a^2 + b^2 + c^2) )| | ≪

≪ N^ε ∑ n≍N | | ∑ c≪ √ N e(θc)e ( R log(n + c^2) )| | (2)

dlØ nekotorogo θ ∈ R.

DlØ dokazatel~stva (2) my vyberem naimen~xu¸ peremennu¸, skaßem c, i ispol~zuem sledu¸wu¸ lemmu 2 ([8, lemma 7.3]).

Lemma 2. Pust~ M 6 N < N1 6 M1. Pust~

K(θ) = min { M_1 − M + 1, ( π|θ|)^{−1}, (πθ)^{−2} } . Togda | | ∑ N<n6N1^{an} | | 6 ∞∫ −∞ K(θ) | | ∑ M<m6M1^{ame(mθ)} | | dθ.

Krome togo, L_1-norma funkcii K(θ) udovletvorØet neravenstvu ∞∫ −∞ K(θ) dθ ≪ log(M_1 − M + 2).

172 O. M. FOMENKO

�tu lemmu primenØem k summe po c, a iz peremennyh a, b obrazuem novu¸ peremennu¸ n = a^2 + b^2.

Otmetim, qto dokazatel~stvo (2) moßno poluqit~ neposredstvennymi rassußdeniØmi (bez primeneniØ lemmy 2).

Dalee razbivaem interval vnutrennego summirovaniØ na otrezki dliny N^{1/2−ε} i primenØem neravenstvo Koxi, togda

V^2_N (R) ≪ N^{1+ε} ∑ c1,c2 | | ∑ n≍N e ( R ( log(n + c^2_1) − log(n + c^2) )) | |, gde c_1, c_2 berutsØ s ograniqeniØmi c_1, c_2 < N^{1/2} i |c_1 − c_2| < N^{1/2−ε}. Sledovatel~no, pri podhodØwem D < N^{1−ε} my poluqaem

V^2_N (R) ≪ N^{5/2+ε} + N^{1+ε} ∑ y≍D | | ∑ x≍N e(f(x, y)) | |, gde f(x, y) = R ( log x − log(x + y) ) . Nam potrebuetsØ teorema Kuz~mina–Landau [8, teorema 2.1], kotoru¸ my privedem v sledu¸weæ lemme.

Lemma 3. Pust~ I = (a, b], gde a, b – celye qisla, ‖x‖ = min_{n∈}Z|x − n|; f nepreryvno differenciruema, f^′ monotonna i ‖f^′‖ ¿ λ > 0 na I. Togda ∑ n∈I e(f(n)) ≪ λ^{−1}. Esli DR ≪ N^2, to, po lemme 3, vnutrennØØ summa udovletvorØet neravenstvu ∑ x≍N e(f(x, y)) ≪ N^2D^{−1}R^{−1}, pofftomu N^{1+ε} ∑ y≍D | | ∑ x≍N e(f(x, y)) | | ≪ N^{3+ε}R^{−1}. Sledovatel~no, v predelah √ DR ≪ N ≪ R^2

O DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 173 spravedliva ocenka

V^2_N (R) ≪ N^{5/2+ε}. (3)

OstaetsØ issledovat~ sluqaæ N ≪ √ DR. Nam potrebuetsØ sledu¸waØ izvestnaØ lemma ([8, lemma 3.6]; Bprocess odnomernogo metoda van der Korputa). Napomnim, qto f ≈ g oznaqaet vypolnenie oboih neravenstv f ≪ g i g ≪ f.

Lemma 4. Pust~ f – vewestvennaØ funkciØ na [a, b], kotoraØ ime-

et nepreryvnye proizvodnye do qetvertogo porØdka vkl¸qitel~- no, i pust~ f^{′′} < 0 na fftom intervale. Pust~ dalee [a, b] ⊆ [N, 2N ] i α = f^′(b), β = f^′(a). Pust~ suwestvuet nekotoroe F > 0 takoe, qto f^{(2)}(x) ≈ F N^{−2}, f^{(3)}(x) ≪ F N^{−3} i f^{(4)}(x) ≪ F N^{−4} dlØ x ∈ [a, b]. Pust~ x_ν opredeleno sootnoxeniem f^′(x_ν) = ν i pust~ ϕ(ν) = −f(x_ν ) + νx_ν. Togda ∑ n∈(a,b] e(f(n)) = ∑ α6ν6β e(−ϕ(ν) − 1/8) |f^{′′}(x_ν )|^{1/2} + O ( log(F N^{−1} + 2) + F^{−1/2}N ) . Esli N ≪ √ DR, my primenim lemmu 4 s F = RDN^{−1}. V rezul~tate poluqaem neravenstvo

V^2_N (R) ≪ N^{5/2+ε} + R^{−1/2}D^{1/2}N^{5/2+ε}+

+R^{−1/2}D^{−1/2}N^{5/2+ε} ∑ y≍D | | ∑ x≍U e(g(x, y)) | |, (4) gde U = RDN^{−2}, g(x, y) = f(α(x, y), y) − xα(x, y) (5) i α(x, y) est~ neØvnaØ funkciØ, opredelennaØ sootnoxeniem f_x ( α(x, y), y ) = x. (6)

Sredniæ qlen v (4) voznikaet iz ostatoqnogo qlena v lemme 4.

Dalee ispol~zuem neravenstvo Koxi i delenie na diadiqeskie intervaly. Moßno pokazat~, qto suwestvuet 1 6 T < U takoe, qto

V^4_N (R) ≪ N^{5+ε} + R^{−1}DN^{5+ε} + R^{−1}N^{5+ε}V_{UT D}, (7)

174 O. M. FOMENKO gde V_{UT D} ≪ ∑ x≍U ∑ z≍T | | ∑ y≍D e(G(x, y, z)) | | s G(x, y, z) = g(x + z, y) − g(x, y). Dalee nam potrebu¸tsØ horoxo izvestnye neravenstva van der Korputa ([8, teorema 2.2; 4, teorema 5.11]) kotorye my privedem v sledu¸weæ lemme.

Lemma 5. 1) Pust~ f(x) – vewestvennaØ funkciØ na intervale

I = (a, b] s nepreryvnymi proizvodnymi do vtorogo porØdka vkl¸- qitel~no i b − a ¿ 1. Pust~ na fftom intervale 0 < λ_2 6 f^{′′}(x) 6 hλ_2 (ili 0 < λ_2 6 −f^{′′}(x) 6 hλ_2). Togda ∑ n∈I e(f(n)) ≪ h(b − a)λ^{1/2}_2 + λ^{−1/2}_2 .

2) Pust~ f(x) – vewestvennaØ funkciØ na intervale I = (a, b] s nepreryvnymi proizvodnymi do tret~ego porØdka vkl¸qitel~no i b − a ¿ 1. Pust~ na fftom intervale 0 < λ_3 6 f^{′′′}(x) 6 hλ_3 (ili 0 < λ_3 6 −f^{′′′}(x) 6 hλ_3). Togda ∑ n∈I e(f(n)) ≪ h^{1/2}(b − a)λ^{1/6}_3 + (b − a)^{1/2}λ^{−1/6}_3 .

PrimenØØ neravenstva lemmy 5, poluqaem V_{UT D} ≪ U T min { Dλ^{1/2}_2 + λ^{−1/2}_2 , Dλ^{1/6}_3 + D^{1/2}λ^{−1/6}_3 } , (8)

gde λ_2 ≍ |G_{yy}| i λ_3 ≍ |G_{yyy}|. Po teoreme o srednem znaqenii λ_2 ≍ T |g_{xyy}| i λ_3 ≍ T |g_{xyyy}|. S drugoæ storony, po (5) i (6), imeem g_x = −α, sledovatel~no, λ_2 ≍ T |α_{yy}| i λ_3 ≍ T |α_{yyy}|. OstaetsØ ocenit~ qastnye proizvodnye α_{yy} i α_{yyy}. Po opredeleni¸ funkcii f i (6), imeem

α^{−1} − (α + y)^{−1} = xR^{−1}.

O DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 175 DifferenciruØ po y, poluqaem − 1 α^2 α_y + 1 (α + y)^2

(α_y + 1) = 0,

otkuda 1 α_y = ( 1 + y α )_2

− 1 = (1 + h)^2 − 1 = h(2 + h), (9) gde h = y α ≍ D N ≪ N^{−ε}, poskol~ku y ≍ D, α ≍ N, D < N^{1−ε}. Sledovatel~no, α_y ≍ N D^{−1}. DifferenciruØ formulu (9), poluqaem − α_{yy} α^2_y = 2 ( 1 + y α ) ( α − yα_y α^2 ) , (10)

otkuda

−α_{yy} = 2α^2_y(1 + h) 1 α (1 − hα_y) = 2α^2_y 1 α (1 + h) h + 1 h + 2

≍ α^2_y · 1 α . Sledovatel~no, |α_{yy}| ≍ N D^{−2}. DifferenciruØ formulu (10), posle nekotoryh vyqisleniæ poluqaem − α_{yyy} α^2_y + 2 α^2_{yy} α^3_y = 2 1 α^2 ( h + 1 h + 2

)_2{

h^2 − 2h − 6 h(h + 2) } , otkuda sleduet α_{yyy} = 2 α^2_y α^2h ( h + 1 h + 2

)_2(

3h^2 + 10h + 10 h + 2 ) ≍ α^2_y α^2h ≍ N D^{−3}. Iz poluqenny vyxe ocenok dlØ qastnyh proizvodnyh my zakl¸- qaem teper~, qto λ_2 ≍ T N D^{−2}, λ_3 ≍ T N D^{−3}.

176 O. M. FOMENKO PodstavlØem poluqennoe v (7) i (8). UqityvaØ sootnoxeniØ U = RDN^{−2}, T < U, N^2R^{−1} ≪ D < N, imeem (posle nekotoryh vyqisleniæ)

V^4_N (R) ≪ N^{5+ε} + N^ε · min { R^{3/2}N^3 + R^{1/2}N^4, R^{7/6}N^{7/2} + R^{5/6}N^4 } . SoedinØØ fftu ocenku s (3), poluqaem dokazatel~stvo lemmy 1.

§3. Dokazatel~stvo teoremy Imeem ζ(s; Q) = ∞∑ n=1 r_3(n) n^s ( σ > 3 2 ) . IshodØ iz rezul~tatov raboty [9], poluqaem priblißennoe funkcional~noe uravnenie dlØ ζ(s; Q).

Lemma 6. DlØ^1_4 6 σ 6 H, gde H – l¸baØ konstanta, |t| > C > 0 i

x, y vzØty s usloviØmi x ≍ y ≍ |t|, xy = |t|^2, imeem ζ(s; Q) = ∑ n6x/π r_3(n) n^s + π^{2s−3/2} Γ (_3 2 − s ) Γ(s) ·

· ∑ n6y/π r_3(n) n^{3/2−s} + O ( x^{1−σ} log x ) . Iz fftoæ lemmy sleduet sootnoxenie

ζ(1 + it; Q) = ∑ n6^{jtj}_π

r_3(n) n^{1+it} + π^{1/2+2it} Γ (_1 2 − it ) Γ(1 + it) ∑ n6^{jtj}_π

r_3(n) n^{1/2−it} +

+O(log |t|) = S_1 + π^{1/2+2it} · Γ (_1 2 − it ) Γ(1 + it)

· S_2 + O(log |t|).

Rassmotrim summu S_1 s t < 0; summa S_1 s t > 0 i summa S_2 (s

t ? 0) izuqa¸tsØ analogiqno.

O DZETA–FUNKCII �PXTE`NA 177 Razob~em summu S_1 na dve:

S_1 = ∑ 16n6^√|t| r_3(n) n^{1+it} + ∑ √_{|t|<n}6_{jtjπ} r_3(n) n^{1+it} = S^{(I)}_1 + S^{(II)}_1 .

S^{(I)}_1 ocenivaem trivial~no: S^{(I)}_1 ≪ |t|^{1/4+ε} (|t| > C > 0). S^{(II)}_1 ocenivaem s pomox~¸ lemmy 1; polagaØ −t = R, imeem

S^{(II)}_1 ≪ R^ε sup √ R≪N≪R ( N^{−1}|V_N (R)| ) . V promeßutke √ R ≪ N ≪ R spravedlivo neravenstvo

N^{−1}V_N (R) ≪

≪ N^{1/4+ε} + N^ε min ( R^{3/8}N^{−1/4} + R^{1/8}, R^{7/24}N^{−1/8} + R^{5/24} ) , otkuda sup √ R≪N≪R ( N^{−1}|V_N (R)| ) ≪ R^{1/4+ε} + R^{1/4−1/48+ε}.

Itak, pri |t| > C > 0 imeem ζ(1 + it; Q) ≪ |t|^{1/4+ε}. Literatura

1. O. M. Fomenko, PorØdok dzeta-funkcii �pxteæna v kritiqeskoæ polose, Zap. nauqn. semin. POMI 263 (2000), 205–225.

2. E. Bombieri and H. Iwaniec, On the order of ζ( 12 + it), Ann. Scuola Norm. Sup.

Pisa Cl. Sci (4) 13 (1986), 449–472.

3. E. C. Titchmarsh, On Epstein’s zeta-function, Proc. London Math. Soc. (2) 36 (1934), 485–500.

4. E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function. Second edition, Oxford, (1986).

5. I. M. Vinogradov, K voprosu o qisle celyh toqek v xare, Izv. AN SSSR. Ser. mat. 27 (1963), 957–968.

6. Chen Jing-Run, Improvement on the asymptotic formulas for the number of lattice points in a region of the three dimensions. II, Sci. Sinica 12, No. 6 (1963), 751–764.

7. F. Chamizo and H. Iwaniec, On the sphere problem, Revista Mathem. Iberoamericana 11, No. 2 (1995), 417–429.

178 O. M. FOMENKO

8. S. W. Graham and G. Kolesnik, Van der Corput’s method for exponential sums, London Math. Soc. Lecture Notes 126, Cambridge, 1991.

9. K. Chandrasekharan and R. Narasimhan, The approximate functional equation for a class of zeta-functions, Math. Ann. 152, No. 1 (1963), 30–64.

Postupilo 6 maØ 2002 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru