Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

O. M. Fomenko SIMMETRIQESKIE KVADRATY L-FUNKCI` GEKKE I KO�FFICIENTY FUR^E PARABOLIQESKIH FORM §1 1.1. V nastoØwem paragrafe issleduetsØ povedenie simmetri-

qeskih kvadratov L-funkciæ Gekke v central~noæ toqke kritiqeskoæ polosy v aspekte po urovn¸. V fftom punkte soderßatsØ vvodnye zameqaniØ i formulirovka rezul~tatov.

Pust~ S_k(Γ_0(N ), χ) – prostranstvo golomorfnyh Γ_0(N )-paraboliqeskih form celogo vesa k i haraktera χ (mod N ); pri qetnom k i trivial~nom haraktere χ_0 (mod N ) budem oboznaqat~ S_k(Γ_0(N ), χ_0) = S_k(Γ_0(N )).

Pust~ f(z) ∈ S_k(Γ_0(N ), χ), f(z) = ∞∑ n=1 a_f (n)e^{2πiz}, z ∈ H = {z = x + iy : y > 0}; a_f (n)n^{− k} �1_2

= b_f (n);

L_f (s) = ∞∑ n=1 a_f (n)n^{−s};

L_f ( s + k − 1 2 ) = ∞∑ n=1 b_f (n)n^{−s} = H_f (s).

Svoæstva L_f (s), kak funkcii ot s, horoxo izvestny i my ne budem ih pereqislØt~.

V nastoØweæ rabote k ¿ 2 – postoØnnoe qœtnoe qislo, N = p – dostatoqno bol~xoe prostoe qislo, χ = χ_0. Pust~ F – bazis Gekke–Atkina–Lenera prostranstva S_k(Γ_0(N )), sostoØwiæ iz sobstvennyh form Gekke; esli a_f (1) ≠ 0, to a_f (1) = 1. Pust~ F_0 – mnoßestvo vseh novyh form prostranstva S_k(Γ_0(N )). Kak pokazal Delin~, |b_f (n)| 6 d(n), f ∈ F_0; zdes~ d(n) – koliqestvo natural~nyh deliteleæ n. Otmetim, qto, v silu sdelannyh predpoloßeniæ, b_f (n) – vewestvennoe qislo. Na prostranstve S_k(Γ_0(N )) 200

SIMMETRIQESKIE KVADRATY L–FUNKCI` GEKKE 201

vvoditsØ metrika Petersona ⟨f, g⟩; pust~

ω_f =

Γ(k − 1)a_f (1) (4π)^{k−1}⟨f, f⟩ . Oboznaqim qerez ζ^{(N )}(s) dzeta-funkci¸ Rimana bez lokal~nyh faktorov dlØ prostyh p|N .

Pust~ f(z) ∈ F_0 i H_2(s, f) – simmetriqeskiæ kvadrat Lfunkcii Gekke H_f (s) (sm. [1]). �to oznaqaet, qto po ffælerovskomu proizvedeni¸

H_f (s) = ∏ p ( 1 − α_f (p)p^{−s} )_{−1}( 1 − β_f (p)p^{−s} )_{−1}

my stroim novoe ffælerovskoe proizvedenie

H_2(s, f) = ∏ p ( 1 − α^2_f (p)p^{−s} )_{−1}( 1 − α_f (p)β_f (p)p^{−s} )_{−1}( 1 − β^2_f (p)p^{−s} )_{−1} . Legko pokazat~, qto

H_2(s, f) = ζ^{(N )} (2s) ∑ n¿1^{bf (n} 2)n^{−s}. FunkciØ N^sπ^{−3s/2}Γ ( s + 1 2 ) Γ ( s + k − 1 2 ) Γ ( s + k 2 ) H_2(s, f) ØvlØetsØ celoæ i udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ rimanova tipa ≪ s → 1 − s ≫. Simmetriqeskiæ kvadrat tesno svØzan so svertkoæ Rankina–Sel~berga:

ζ^{(N )} (s)H_2(s, f) = ζ^{(N )} (2s) ∞∑ n=1 b_f (n)^2n^{−s}.

Cel~ nastoØwego paragrafa – dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1. Pust~ F0 – mnoßestvo novyh form prostranstva

S_k(Γ_0(N )), gde k ¿ 2 – postoØnnoe qœtnoe qislo, N = p – prostoe qislo. Togda spravedlivo sledu¸wee sootnoxenie: ∑ f∈F0 ω_f H_2 (1 2 , f ) = log N + O(log log N ). (1)

202 O. M. FOMENKO

Imeet mesto neravenstvo ω_f ≪ log N N (f ∈ F_0), (2)

gde ≪-konstanta zavisit lix~ ot k Neravenstvo (2) sleduet iz otsutstviØ zigelevskogo nulØ u simmetriqeskogo kvadrata H_2(s, f) (sm. [2]), poskol~ku

ω_f =

2π^2 (k − 1)N H_2(1, f) . V rabote Ivanca i MixelØ [3] dokazano, qto ∑ f∈F0 | |H2 (1 2 , f )| |^2 ≪ N^{1+ε}, (3)

gde ≪-konstanta zavisit tol~ko ot ε i k.

SoedinØØ (1), (2) i (3) s pomow~¸ neravenstva Koxi, poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. V predpoloßeniØh teoremy 1 imeem ∑ f∈F0,H2(1/2,f )≠0 1 ≫ N^{1−ε},

gde ≪-konstanta zavisit tol~ko ot ε i k.

1.2. V fftom punkte my dokazyvaet teoremu 1. Dokazatel~stvo,

radi prostoty, budem vesti dlØ k = 2. Izvestno, qto v sluqae prostranstva S_2(Γ_0(p)) imeem F = F_0. DlØ prostoty pixem ∑ f∈F = ∑ f . Rassmotrim funkcional~noe uravnenie L-funkcii H_2(s, f):

Δ_f (1 2 + t ) = Δ_f (1 2 − t ) , gde Δ_f (1 2 + t ) = ( N π^{3/2} )_t Γ (3 4 + t 2 )_2 Γ (5 4 + t 2 ) H_2 (1 2 + t, f ) .

SIMMETRIQESKIE KVADRATY L–FUNKCI` GEKKE 203

Vyrazim H_2

(_1 2 , f ) v vide bystro shodØwegosØ rØda. Imeem (podrobnosti sm. v [4]) Γ (3 4 )_2 Γ (5 4 ) H_2 (1 2 , f ) = ( 1 − 1 N ) · 2 ∑ 16l,n<∞ b_f (l^2) l^{1/2}n G_0 (π3/2ln2 N ) , (4) gde G_0(Y ) = 1 2πi ∫ Re t=3/4 Γ (3 4 + t 2 )_2 Γ (5 4 + t 2 ) Y^{−t} dt t . Ocenim snaqala G_0(Y ) pri Y > 1 (sr. [5]). Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

G_0(Y ) ≪ Y^{5/2} ∞∫ −∞ | |Γ ( Y^{1/3} + iτ )| |^3 | |Y^{−2Y 1/3−2iτ} | | dτ |Y^{1/3} + iτ | . Po formule Stirlinga, | |Γ ( Y^{1/3} + iτ )| |^3 ≪ ( Y^{1/3} + |τ | )_{3/2} · · exp ( 3Y^{1/3} log ( Y^{1/3} + |τ | ) − 3|τ |arctg |τ | Y^{1/3}

− 3Y^{1/3} ) . Teper~ imeem

G_0(Y ) ≪ Y^{5/2}Y^{−Y 1/3} e^{−3Y 1/3} ∞∫ −∞ ( Y^{1/6} + |τ |^{1/2} ) ·

· exp ( 3Y^{1/3} log ( 1 + |τ | Y^{1/3} ) − 3|τ |arctg |τ | Y^{1/3} ) dτ. Razob~em integral na dva v sootvetstvii s |τ | < bY^{1/3} i |τ | > bY^{1/3}, gde b vybiraetsØ meßdu tg 1 ∼ 1.557 i e − 1 ∼ 1.718. Pervyæ integral maßoriruetsØ veliqinoæ

Y^{3/6}e^{3Y 1/3 log(1+b)} ≪ e^{3Y 1/3−cY 1/3}

dlØ nekotorogo c > 0, ibo

log(1 + b) < 1.

204 O. M. FOMENKO

Ispol~zuØ neravenstvo log(1 + x) < x, poluqaem, qto vtoroæ integral maßoriruetsØ veliqinoæ ∫ |τ|>bY 1^/3 |τ |^{1/2}e^{3|τ|(1−arctg b)}dτ. Tak kak arctg b > 1, fftot integral ograniqen. SobiraØ poluqennye ocenki, poluqaem pri Y > 1

G_0(Y ) ≪ e^{−Y 1/3} . (5) Legko pokazat~, qto pri 0 < Y < c

G_0(Y ) = Γ (3 4 )_2 Γ (5 4 ) + φ_1(Y ), (6) gde φ_1(Y ) ≪ Y^{3/2} ( | log Y | + 1 ) . Perehodim k nahoßdeni¸ asimptotiki summy ∑ f ω_f H_2 (1 2 , f ) . Vvedem oboznaqenie ∑ f ω_f b_f (l^2) = Ω(l^2). Po (4), imeem Γ (3 4 )_2 Γ (5 4 ) ∑ f ω_f H_2 (1 2 , f ) =

= ( 1 − 1 N ) · 2 ∑ 16l,n<∞ Ω(l^2) l^{1/2}n G_0 ( π3/2ln2 N ) = ( 1 − 1 N ) · 2 ∑ 0. Iz horoxo izvestnoæ formuly Petersona, vyraßa¸weæ bilineænu¸ formu ot kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form qerez summu summ Klostermana, sleduet, qto | | Ω(l^2) l^{1/2} − δ_l2_1 | | ≪ N^{−3/2}l^{1/2}. (7)

Razob~em summu ∑ 0 na podsummy: ∑ 0 = ∑ ln26N Ω(l^2) l^{1/2}n G_0 (π3/2ln2 N ) + ∑ ln2>N Ω(l^2) l^{1/2}n G_0 ( π3/2ln2 N ) = = ∑ 1 + ∑ 2 .

SIMMETRIQESKIE KVADRATY L–FUNKCI` GEKKE 205

Rassmotrim snaqala summu ∑ 2. Razob~em summu ∑ 2 sledu¸wim obrazom: ∑ 2 = ∑ l=1 n2>N · · · + ∑ l¿2_{ln2>N}^{· · · =} ∑ 21 + ∑ 22 .

Ispol~zuØ (5) i (7), imeem ∑ 21 = ∑ n2>N Ω(1) n G_0 ( π3/2n2 N ) ≪ ∑ n> √ N 1 n e^{−(π3/2n2/N )1/3} ≪ 1. Perehodim k summe ∑ 22. Vvedem funkci¸ (α – natural~noe)

r^∗(α) = ∑ α=ln2 1 n^2 . Oqevidno, r^∗(α) ≪ 1. Po (5) i (7), imeem ∑ 22 ≪ ∑ ln2>N l¿2 N^{−3/2}l^{1/2} · n

n^2 e^{−(π3/2 ln2/N )1/3} ≪

≪ ∑ α>N N^{−3/2}r^∗(α) √ αe^{−(π3/2α/N )1/3} ≪

≪ ∑ α>N N^{−1} √ α N e^{−(π3/2α/N )1/3} ≪ 1. Rassmotrim teper~ summu ∑ 1. PrimenØØ (6), imeem ∑ 1 = Γ (3 4 )_2 Γ (5 4 ) ∑ ln26N Ω(l^2) l^{1/2}n + ∑ ln26N Ω(l^2) l^{1/2}n φ_1 ( π3/2ln2 N ) =

= Γ (3 4 )_2 Γ (5 4 )∑ 11 + ∑ 12 . Rassmotrim summu ∑ 11. Imeem ∑ 11 = ∑ l=1 n26N Ω(1) n + ∑ ln26N_l¿_2

Ω(l^2) l^{1/2}n = ∑ 111 + ∑ 112 .

206 O. M. FOMENKO

Legko videt~, qto ∑ 111 = 1 2 log N + O(1).

Summu ∑ 112 razob~em na dve: ∑ 112 = ∑ l¿2 26ln^26N/(log^{10} N ) · · · + ∑ l¿2 N/(log10 N )<ln26N · · · = ∑ 1121 + ∑ 1122 .

Rassmotrim summu ∑ 1121, k kotoroæ primenim (7): ∑ 1121 ≪ ∑ l¿2 26ln^26N/(log^{10} N )

N^{−3/2}l^{1/2}n^{−1} ≪

≪ N^{−3/2} ( l^{3/2} | |^{N/(log} 10 N ) 2 ) ∑ n6^√N 1 n ≪ 1 log^{14} N . S pomow~¸ ocenki (7) rassmatrivaetsØ i summa ∑ 1122: ∑ 1122 ≪ ∑ l¿2 N/(log10 N )<ln26N N^{−3/2}l^{1/2}n^{−1} ≪

≪ N^{−3/2} ∑ l6N^l 1/2 ∑ √_{(N/l)/(log10 N )<n}6√_{N/l} 1 n ≪ log log N.

Perehodim k summe ∑ 12: ∑ 12 = ∑ ln26N Ω(l^2) l^{1/2}n φ_1 ( π3/2ln2 N ) =

= ∑ l=1 n26N · · · + ∑ l¿2 26ln^26N · · · = ∑ 121 + ∑ 122 .

Kak i vyxe, ∑ 121 = ∑ 16n^26N/(log^{10} N )

Ω(1) n φ_1 ( π3/2n2 N ) +

SIMMETRIQESKIE KVADRATY L–FUNKCI` GEKKE 207 + ∑ N/(log10 N )<n26N Ω(1) n φ_1 ( π3/2n2 N ) = ∑ 1211 + ∑ 1212 . ObratimsØ k summe ∑ 1211. Po (6), na rassmatrivaemom interva-

le φ_1 (π3/2n2 N ) ≪ ( 1 log^{10} N )_{3/2} log log N ; sledovatel~no, ∑ 1211 ≪

log log N log^{14} N . V summe ∑ 1212 primenØem ocenku

φ_1 ( π3/2n2 N ) ≪ 1;

imeem ∑

1212 ≪ log log N. Nakonec, summa ∑ 122 ocenivaetsØ tak ße, kak summa ∑ 112. Imeem ∑ 122 ≪ log log N.

Teorema 1 dokazana. §2 2.1. My sohranØem oboznaqeniØ i predpoloßeniØ §1. Napomnim,

qto ε, ε^′ oznaqa¸t skol~ ugodno malye postoØnnye poloßitel~- nye qisla, ne vsegda odni i te ße.

V nastoØwem paragrafe rassmatriva¸tsØ svoæstva kofffficientov Fur~e paraboliqeskih form s malymi nomerami, t.e. s nomerami n ≪ N^{1+ε}.

V fftom punkte privodØtsØ ravnomernye analogi izvestnyh rezul~tatov o kofffficientah Fur~e novyh form f ∈ S_k(Γ_0(N )).

Teorema 3. Pust~ f – novaØ forma prostranstva Sk(Γ0(N )), gde k ¿ 2 – postoØnnoe qœtnoe qislo, N = p – prostoe qislo. Togda ∑ n6X^{bf (n) ≪ X} 1/3+εN 1/3; (8) ∑ n6X^{bf (n)} 2 = cX + O ( X^{3/5}N^{2/5+ε} ) , (9)

208 O. M. FOMENKO gde c ≍ ⟨f, f⟩ N . Pri postoØnnom urovne N ffti rezul~taty horoxo izvestny.

Oni prinadleßat, sootvetstvenno, A. Z. Val~fixu [6] i Rankinu [7] – Sel~bergu [8]. Ravnomernyæ rezul~tat (8) v qastnom sluqae byl dokazan v [9]. Obwiæ sluqaæ dokazyvaetsØ tak ße. Dokazatel~stvo sootnoxeniØ (9) osnovano na kombinacii metoda Rankina–Sel~berga i metoda Landau–Val~fixa i zdes~ ne privoditsØ. Otmetim, qto 1 log N

≪ c ≪ log^3 N.

Ocenka snizu uße formulirovalas~ v (2), ocenka sverhu dokazyvaetsØ s pomow~¸ soobraßeniæ vypuklosti. Iz (9) sleduet granica deæstviØ asimptotiki: pri X ≫ N^{1+ε}0 ∑ n6X^{bf (n)} 2 ∼ cX. Otmetim, qto v [3] privoditsØ fflementarno poluqaemaØ ocenka sverhu ∑ n6X^{bf (n)} 2 ≪ ⟨f, f⟩ N X + ⟨f, f⟩, (10) gde ≪-konstanta zavisit tol~ko ot k. SootnoxeniØ (9) i (10) da¸t lix~ trivial~nye rezul~taty pri X < N . V fftoæ oblasti luqxe rabotaet ocenka (≪-konstanta – absol¸tnaØ) ∑ n6X^{bf (n)} 2 ≪ X log^3 X,

poluqaemaØ na osnovanii ocenki DelinØ |b_f (n)| 6 d(n). Privedennye vyxe rezul~taty pozvolØ¸t pri X ≫ N^{1+ε}0 poluqit~ ocenku snizu X (log N )^2(log X)^7 ≪ ∑ n6X | b_f (n) | . Sledovatel~no, pri X ≫ N^{1+ε} 0 imeet mesto ravnomernoe raspredelenie poloßitel~nyh i otricatel~nyh kofffficientov Fur~e

SIMMETRIQESKIE KVADRATY L–FUNKCI` GEKKE 209

sobstvennyh form Gekke: ∑ n6X + b_f (n) = 1 2 ∑ n6X | b_f (n) | + O ( X^{1/3+ε}N^{1/3} ) , ∑ n6X − b_f (n) = − 1 2 ∑ n6X | b_f (n) | + O ( X^{1/3+ε}N^{1/3} ) , (11)

gde ∑_+ (sootvetstvenno, ∑_− ) oznaqaet summirovanie po n s b_f (n) > 0 (sootvetstvenno, s b_f (n) < 0).

2.2. Cel~ dannogo punkta – poluqit~ netrivial~nu¸ ocenku sni-

zu dlØ summy kvadratov kofffficientov Fur~e sobstvennoæ formy Gekke na bolee korotkom intervale, qem sleduet iz (9).

Teorema 4. Pust~ γ >^2_π√_3 . Togda v predpoloßeniØh teoremy 3

imeem 1. N log N ≪ ∑ n6γN log log N^{bf (n)} 2; 2. N (log N )^{17}(log log N ) ≪ ∑ n6γN log log N

b_f (n)≠0 1.

Vtoroe utverßdenie legko sleduet iz pervogo, kotoroe i budem dokazyvat~. DlØ prostoty rassmotrim sluqaæ k = 2. Dostatoqno dokazat~ spravedlivost~ sledu¸wih neravenstv: N log N ≪ ⟨f, f⟩ ≪ ∑ n6γN log log N^{bf (n)}

2 +O

( N (log N )3 log log N

(log N )^{2π√3 γ} ) . (12)

Pervoe neravenstvo uße privodilos~ vyxe. Dokaßem vtoroe neravenstvo. V rabote [10] bylo pokazano, qto ⟨f, f⟩ ≪ ∞∑ n=1 N^{−1}a_f (n)^2 ∞∫ √ 3/2 e^{−4πn yN} dy.

Oboznaqim beskoneqnu¸ summu qerez ∑ . Imeem ∑ = ∑ n6γN log log N^{· · · +} ∑ n>γN log log N · · · = ∑ 1 + ∑ 2 .

210 O. M. FOMENKO

Legko videt~, qto ∑ 1 ≪ ∑ n6γN log log N^{bf (n)} 2. Dalee imeem ∑ 2 ≍ ∑ n>γN log log N b_f (n)^2 ∞∫ 2π √ 3 n/N e^{−z}dz. PrimenØØ ocenku DelinØ i abelevo summirovanie, posle nekotoryh vyqisleniæ imeem ∑ 2 ≪ N (log N )^3e^{−2π} √ 3 γ log log N · log log N.

Tem samym, sootnoxeniØ (12) dokazany. V silu naxego predpoloßeniØ, vypolnØetsØ neravenstvo 2π √ 3 γ > 4, otkuda vytekaet spravedlivost~ pervogo utverßdeniØ teoremy 4.

2.3. Poluqit~ netrivial~nu¸ ocenku snizu dlØ summy kvadra-

tov kofffficientov Fur~e sobstvennyh form Gekke ∑ n6X^{bf (n)} 2 pri X 6 N ne predstavlØetsØ vozmoßnym, odnako ffto delaetsØ v srednem. Sohranim predpoloßeniØ teoremy 3. DlØ prostoty voz~mem ves k = 2, N = p. Pust~ {f} – bazis prostranstva S_2(Γ_0(N )), sostoØwiæ iz novyh form. S pomow~¸ horoxo izvestnoæ formuly Petersona, upomØnutoæ v p. 1.2, dokazyvaem, qto ∑ f ω_f b_f (n)^2 = δ_{nn} + O ( N^{−3/2}n^{3/2} ) . Ots¸da sleduet, qto ∑ n6X ∑ f ω_f b_f (n)^2 = [X] + O ( N^{−3/2}X^{5/2} ) . (13)

Pust~ ψ(x) – poloßitel~naØ skol~ ugodno medlenno monotonno vozrasta¸waØ funkciØ s usloviem ψ(x) → ∞ (x → ∞). Pri X < N/ψ(N ) iz (13) sleduet, qto ∑ n6X ∑ f ω_f b_f (n)^2 ∼ X. (14)

SIMMETRIQESKIE KVADRATY L–FUNKCI` GEKKE 211

Vyxe uße privodilis~ neravenstva 1 N log^3 N ≪ ω_f ≪ log N N . (15)

Takim obrazom, iz (14) i (15) sleduet

Teorema 5. Rassmotrim prostranstvo S2(Γ0(N )), gde N = p –

prostoe qislo, i bazis {f} fftogo prostranstva, sostoØwiæ iz novyh form. Togda pri X < N/ψ(N ) imeem N log N X ≪ ∑ f ∑ n6X^{bf (n)} 2 ≪ N (log N )^3X.

Poskol~ku dim S_2(Γ_0(N )) ∼ N/12, moßno skazat~, qto pri X < N/ψ(N ) v srednem po bazisu X log N ≪ ∑ n6X^{bf (n)} 2 ≪ X log^3 N.

Zameqanie. Teorema 5 legko obobwaetsØ na sluqaæ qetnogo ve-

sa k ¿ 2. Pokaßem, qto suwestvu¸t novye formy vesa 2, dlØ kotoryh spravedliva interesu¸waØ nas netrivial~naØ ocenka snizu. OgraniqimsØ prostym primerom.

Rassmotrim fflliptiqesku¸ krivu¸ y^2 = x^3 + D, D ∈ Z, D ≠ 0, s kompleksnym umnoßeniem, kotoru¸ oboznaqim qerez E. Sootvetstvu¸wu¸ paraboliqesku¸ formu oboznaqim qerez E(z). Kofffficienty Fur~e b_E (n) vyraßa¸tsØ v terminah harakterov Gekke. V rezul~tate poluqaem, qto

X(log X)^{−1} ≪ ∑ n6X^{bE (n)} 2. Podrobnosti sm. v [11].

2.4. Rassmotrim primer interesnoæ Γ0(N )-paraboliqeskoæ for-

my vesa 2, gde N = p – prostoe qislo, dlØ kotoroæ moßno poluqit~ informaci¸ o kofffficientah Fur~e s malymi nomerami. Pust~ Tr (T_n) = Tr (T_n | S_2(Γ_0(N )) = ∑ f b_f (n) (sled operatora Gek-

ke T_n v prostranstve S_2(Γ_0(N ))). Formula dlØ Tr (T_n) byla dokazana Aæhlerom [12] i Sel~bergom [13]. V sluqae vesa 2 formula sleda imeet sravnitel~no prostoæ vid. Nam potrebuetsØ sledu- ¸waØ lemma (sm. [5]), poluqennaØ s pomow~¸ formula sleda.

212 O. M. FOMENKO

Lemma. Rassmotrim prostranstvo S2(Γ0(N )), gde N – prostoe

qislo. Pust~ {a_n} – l¸baØ posledovatel~nost~ qisel. DlØ l¸bogo C > 1 i l¸bogo B < N^2/C imeem CB∑ n=B a_nTr (T_n) = N 12 CB∑ n=B a_n √ n δ_n + a_{max}O ( B^{7/4}N^{−1/2} + B^{39/32+ε}N^{1/4} ) , gde a_{max} oznaqaet naibol~xee znaqenie |a_n| v rassmatrivaemom promeßutke i O-konstanta zavisit lix~ ot C i ε; δ_n oznaqaet 1, esli n ØvlØetsØ kvadratom, i 0 v protivnom sluqae.

Pust~ ν_N = dim S_2(Γ_0(N )). Vvedem sledu¸wu¸ paraboliqesku¸ formu (ne ØvlØ¸wu¸sØ sobstvennoæ formoæ Gekke)

T (z) = 1 ν_N ∞∑ n=1 √ nTr (T_n)e^{2πinz}; dlØ nee b_T (n) = 1 ν_N Tr (T_n).

Pereqislim nekotorye svoæstva fftoæ formy:

b_T (1) = 1, |b_T (n)| 6 d(n), ∑ n6X^{bT (n) ≪ X} 1/3+εN 1/3. (8′) Spravedliv analog rezul~tata (9): ∑ n6X^{bT (n)} 2 = cX + O ( X^{3/5}N^{2/5+ε} ) , gde c ≍ ⟨T, T ⟩ N , no teper~ 1 N ≪ c ≪ log^3 N.

Imeem ∑ n6X^{bT (n)} 2 ∼ cX ( X ≫ N^{7/2+ε} 0) . (16)

Ispol~zuØ (8^′) i (16), legko dokazat~ pri X ≫ N^{7/2+ε} 0 ravnomernoe raspredelenie tipa (11) poloßitel~nyh i otricatel~nyh kofffficientov Fur~e b_T (n).

SIMMETRIQESKIE KVADRATY L–FUNKCI` GEKKE 213

Podrobnee rassmotrim summu ∑ n6X^{bT (n) =} ∑ n6X Tr (T_n) ν_n . Razob~em ee na ≪ log X summ s intervalami summirovaniØ [B, CB] i primenim k kaßdoæ iz nih lemmu, v kotoroæ berem vse a_n = 1. Posle nekotoryh vyqisleniæ imeem sledu¸wee utoqnenie ocenki (8^′): ∑ n6X^{bT (n) =} ∑ n6^√X 1 n + O ( X^{39/32+ε}N^{−3/4} ) , esli 1 6 X 6 N^{8/13−ε} 0 ;

∑ n6X^{bT (n) ≪ X} 39/32+εN −3/4, esli N 8/13−ε0 6 X 6 N 104/85;

∑ n6X^{bT (n) ≪ X} 1/3+εN 1/3, esli X > N 104/85.

Esli rassmotret~ summu ∑ n6X^{|bT (n)|} i vzØt~ pri primenenii lem-

my a_n = −1 dlØ b_T (n) < 0 i a_n = 1 v ostal~nyh sluqaØh, to pri

1 6 X 6 N^{8/13−ε0} budem imet~ ∑ n6X^{bT (n) =} ∑ n6^√X 1 n + 2 ∑ n6^√X b_T (n2)<0 −1 n + O ( X^{39/32+ε}N^{−3/4} ) .

Sredniæ qlen vyraßeniØ v pravoæ qasti ravenstva, vzØtyæ po modul¸, ne moßet imet~ bolee vysokiæ porØdok, qem ostatok. Tem samym, na intervale 1 6 X 6 N^{8/13−ε} 0 net ravnomernogo raspredeleniØ poloßitel~nyh i otricatel~nyh kofffficientov Fur~e formy T (z), poskol~ku na fftom intervale ∑ n6X + b_T (n) = ∑ n6^√X 1 n + O ( X^{39/32+ε}N^{−3/4}, ∑ n6X − b_T (n) ≪ X^{39/32+ε}N^{−3/4} ) .

214 O. M. FOMENKO

Iz poslednih sootnoxeniæ vytekaet, qto pri 1 6 X 6 N^{8/13−ε} 0 imeem ∑ n6X^{bT (n)} 2 ≪ log^2 X.

�to neravenstvo rezko kontrastiruet s asimptotikoæ (16).

Literatura

1. G. Shimura, On the holomorphy of certain Dirichlet series, Proc. London Math.

Soc. 31, No. 1 (1975), 79–98.

2. J. Hoffstein and P. Lockhart, Coefficients of Maass forms and the Siegel zero (with an appendix by D. Goldfeld, J. Hoffstein, and D. Lieman, An effective zero free region), Ann. of Math. 140 (1994), 161–181.

3. H. Iwaniec and P. Michel, The second moment of the symmetric square L-functions,. Ann. Acad. Scient. Fenn. Math. 26 (2001), 465–482.

4. O. M. Fomenko, O povedenii avtomorfnyh L-funkciæ v centre kritiqeskoæ polosy, Zap. nauqn. semin. POMI 276 (2001), 300–311.

5. J. M. Vanderkam, The rank of quotients of J0(N ), Duke Math. J. 97, No. 3 (1999), 545–577.

6. A. Walficz, Über die Koeffizientensummen einiger Modulformen, Math. Ann 108, No. 1 (1933), 75–90.

7. R. A. Rankin, Contributions to the theory of Ramanujan’s function τ (n) and similar arithmetical functions. II. The order of the Fourier coefficients of the integral modular forms, Proc. Cambridge Phil. Soc. 35, No. 3 (1939), 357–372.

8. A. Selberg, Bemerkungen über eine Dirichletsche Reihe, die mit der Theorie der Modulformen nahe verbunden ist, Arch. Math. Naturvid. 43 (1940), 47–50.

9. E. P. Golubeva, O. M. Fomenko, ZnaqeniØ rØdov Dirihle, associirovannyh s modulØrnymi formami, v toqkah s = 1/2, 1, Zap. nauqn. semin. LOMI 134 (1984), 117–137.

10. O. M. Fomenko, Ocenki skalØrnyh kvadratov paraboliqeskih form i arifmetiqeskie priloßeniØ, Zap. nauqn. semin. LOMI 168 (1988), 158–179. IspravleniØ v Zap. nauqn. semin. LOMI 204 (1993), 143–166.

11. W. Duke, J. B. Friedlander, and H. Iwaniec, Bounds for automorphic L-functions.

II, Invent math. 115 (1994), 219–239. Erratum, Invent. math. 140 (2000), 227–242.

12. M. Eichler, Quadratische Formen und Modulfunktionen, Acta Arithm. 4, No. 3 (1958), 217–239.

13. A. Selberg, Harmonic analysis and discontinuous group in weakly symmetric Riemannian spaces with applications to Dirichlet series, J. Indian Math. Soc. 20, No. 1–3 (1956), 47–87.

Postupilo 6 maØ 2002 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail:fomenko@pdmi.ras.ru