Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 286, 2002 g.

A. V. Xutov

ROST 1-PERIODIQESKIH GRAFOV

§0. Vvedenie

PosloænaØ okantovoqnaØ model~ rosta kristallov v dvumernom variante soderßit razbieniØ T il prostranstva R^n. VybiraetsØ zatravoqnyæ mnogougol~nik M , kotoryæ okrußaetsØ sosednimi s nim mnogougol~nikami, s obweæ graniceæ dliny, bol~- xeæ nekotorogo fiksirovannogo ϵ > 0. Pervyæ sloæ okrußaetsØ sosednimi s nim mnogougol~nikami vtorogo sloØ i tak dalee. Voznikaet posloænyæ rost koordinacionnyh okrußnosteæ. Pri fftom povedenie n-oæ okrußnosti opredelØet formu kristalla.

Matematiqeskoe issledovanie zadaqi o roste razbieniæ bylo naqato V. G. ȷuravlevym v rabote [1]. Bylo pokazano, qto zadaqa o roste razbieniæ ØvlØetsØ qastnym sluqaem zadaqi o roste grafov. DlØ ploskih periodiqeskih grafov byla dokazana teorema o samopodobnom roste. Pri fftom vyØsnilos~, qto formy rosta periodiqeskih grafov – vypuklye central~nosimmetriqnye mnogougol~niki. Byl naæden algoritm ih postroeniØ. Krome togo, byla poluqena asimptotiqeskaØ formula dlØ qisla verxin v n-oæ koordinacionnoæ okrußnosti. V rabote [1] byli postavleny voprosy:

1) Kakie neperiodiqeskie grafy ime¸t samopodobnyæ rost? 2) Kakie neperiodiqeskie grafy ime¸t mnogugol~nyæ rost? Pri issledovanii rosta neperiodiqeskih grafov bylo obnarußeno, qto vo mnogih sluqaØh dostatoqno ograniqit~sØ odnim klassom grafov – kvadratnoæ rexetkoæ Z^2, v nekotoryh kletkah kotoroæ provedeny diagonali. Prosteæximi primerami takih grafov ØvlØ¸tsØ sluqaænye grafy, v kaßdoæ kletke kotoryh diagonal~ prisutstvuet s nekotoroæ fiksirovannoæ vero- Øtnost~¸ p. Komp~¸ternyæ ffksperiment pokazal, qto sluqaænye grafy ime¸t samopodobnyæ rost, pri fftom forma rosta sostoit iz otrezkov prØmyh i dug ffllipsov. Takim obrazom, byl poluqen qastiqnyæ otvet na pervyæ vopros V. G. ȷuravleva.

NastoØwaØ rabota predstavlØet soboæ otvet na vtoroæ vo- 215

216 A. V. XUTOV pros. DlØ fftogo vvoditsØ novyæ klass grafov: 1-periodiqeskie grafy. Pust~ −→l – nekotoryæ vektor, L = {k−→l : k ∈ Z} – 1-mernaØ rexetka, poroßdennaØ vektorom −→l . Graf G, vloßennyæ v ploskost~ R^2, nazovem 1-periodiqeskim, esli sdvigi na vektory rexetki induciru¸t ego avtomorfizmy. Oqevidno, qto vse periodiqeskie grafy ØvlØ¸tsØ 1-periodiqeskimi i qto obratnoe utverßdenie neverno.

V rabote issleduetsØ rost 1-periodiqeskih grafov s mnoßestvom verxin na celoqislennoæ rexetke Z^2. Pri fftom sosednie po vertikali ili gorizontali verxiny soedineny rebrom. Krome togo, v nekotoryh kletkah poluqennogo grafa provedeny diagonali. DlØ kletok fundamental~noæ oblasti veroØtnost~ po- ØvleniØ diagonali fiksirovana i ravna h. Naliqie ili otsutstvie diagonaleæ v ostal~nyh kletkah opredelØetsØ po periodiqnosti.

DlØ vyxeopisannogo klassa grafov vvodØtsØ ponØtiØ n-oæ koordinacionnoæ okrußnosti i formy rosta. DlØ vektorov periodiqnosti −→ l = {1, 1}, −→ l = {0, 1} i −→ l = {1, −1} formy rosta

naædeny Øvno. �to vypuklye central~no-simmetriqnye mnogougol~niki. DlØ ostal~nyh grafov naæden ffffektivnyæ sposob poluqeniØ nißnih granic dlØ n-oæ koordinacionnoæ okrußnosti. Krome togo, na osnovanii komp~¸ternyh ffksperimentov sdelano predpoloßenie o mnogougol~nom roste poqti vseh grafov vvedennogo klassa. Takße sformulirovany nekotorye gipotezy o mnogougol~nikah rosta, v qastnosti, poluqena ffmpiriqeskaØ formula dlØ qisla storon.

Avtor hotel by vyrazit~ blagodarnost~ V. G. ȷuravlevu za mnogokratnye poleznye obsußdeniØ zadaqi o roste grafov i A. V. Maaleevu za napisanie programm dlØ provedeniØ komp~¸ternyh ffksperimentov.

§1. 1-periodiqeskie grafy

Rassmatriva¸tsØ grafy G, verxiny kotoryh sovpada¸t s toqkami celoqislennoæ rexetki Z^2. L¸bye dve sosednie po vertikali ili gorizontali verxiny grafa G soedineny rebrom. Verxiny (i, j) i (i + 1, j + 1) mogut byt~ soedineny ili ne soedineny rebrom – ffto zavisit ot grafa G. Graf G nazovem 1- periodiqeskim, esli suwestvuet 1-mernaØ rexetka L, poroßden-

ROST 1–PERIODIQESKIH GRAFOV 217 naØ vektorom periodiqnosti −→l (to est~ L = {k−→l : k ∈ Z}), sdvigi na vektory kotoroæ induciru¸t avtomorfizmy grafa G. Rexetka L opredelØet fundamental~nu¸ oblast~ grafa G : F = R^2/L. Pust~ ξ = (ξ_{ij}) – sqetnomernaØ sluqaænaØ veliqina. Ee komponenty ξ_{ij} numeru¸tsØ celymi toqkami fundamental~noæ oblasti F otnositel~no rexetki periodov L i ØvlØ¸tsØ nezavisimymi bernullevskimi sluqaænymi veliqinami s raspredeleniem

P (ξ_{ij} = 1) = p, P (ξ_{ij} = 0) = q, p + q = 1. (1)

Pust~ Ω – prostranstvo sobytiæ sluqaænoæ veliqiny ξ. Na Ω vvedem bernullievsku¸ meru P – proizvedenie veroØtnostnyh mer (1) Na cilindrah veroØtnost~ P prinimaet znaqeniØ P (ξ : ξ_{i1j1} = ω_{i1j1} , . . . , ξ_{injn} = ω_{injn} ) = = p^{ωi1j1 +...+ωin jn} q^{n−ωi1j1 −...−ωinjn} , (2) gde vse ω_{ij} ravny 0 ili 1.

Rassmotrim mnoßestvo G_L 1-periodiqeskih grafov s rexetkoæ periodov L. Grafy iz G_L numeru¸tsØ toqkami ω = ω_{ij} prostranstva Ω s pomow~¸ otobraßeniØ Ω ∋ ω^G−→ G(ω) ∈ G_L. (3) V grafe G verxiny (i, j) i (i + 1, j + 1) iz fundamental~noæ oblasti F soedineny diagonal~¸ togda i tol~ko togda, kogda

ω_{ij} = 1. Zadanie qasti grafa G, raspoloßennoæ v fundamental~-

noæ oblasti, oqevidnym obrazom zadaet ves~ graf.

Rassmotrennoe otobraßenie pozvolØet perenesti meru P na mnoßestvo 1-periodiqeskih grafov G_L = G_L(ξ) i zadaet izomorfizm veroØtnostnyh prostranstv

(G_L, P ) ≃ (Ω, P ). (4)

§2. Postanovka zadaqi o forme rosta

Pust~ G – sluqaænyæ graf iz G_L(ξ). Geodeziqeskoæ grafa G nazovem cep~ x^′ −→ . . . −→ x s naimen~xim qislom reber, soedinØ¸wu¸ verxiny x^′ i x. Qislo reber v geodeziqeskoæ zadaet metriku d_G(x^′, x) na mnoßestve verxin grafa G. Opredelim nu¸ koordinacionnu¸ okrußnost~ s centrom v toqke O = (0, 0):

eq_G(n) = {x ∈ Z^2 : d_G(O, x) = n}. (5)

218 A. V. XUTOV Estestvenno, qto eq_G(n) zavisit ot grafa G.

Pust~ rexetka periodov L fiksirovana. KrivaØ γ = γ_L nazyvaetsØ formoæ rosta dlØ mnoßestva grafov G_L, esli dlØ poqti vseh grafov G ∈ G_L eq_G(n) n −→ γ pri n −→ ∞, (6) to est~ ρ( 1 n eq_G(n), γ) −→ 0 pri n −→ ∞ s veroØtnost~¸ 1. (7)

Zdes~ ρ – rasstoØnie meßdu mnoßestvami po Hausdorfu:

ρ(A, B) = max { sup_{x∈A} inf_{y∈B} |−→x − −→y |, sup_{x∈B} inf_{y∈A} |−→x − −→y | } . (8)

Privedem osnovnye sledstviØ suwestvovaniØ formy rosta. 1) Pust~ eq_G(a, n) = {x ∈ Z^2 : d_G(a, x) = n}. Togda 1 n (eq_G(a, n) − a) −→ γ s veroØtnost~¸ 1. (9)

2) Pust~ eq_G(a_1, . . . , a_k, n) = {x ∈ Z^2 :^1_k ∑_n i=1 d_G(a_i, x) = n}, a =^1_k ∑_n i=1 a_i. Togda 1 n (eq_G(a_1, . . . , a_k, n) − a) −→ γ s veroØtnost~¸ 1. (10)

3) Poqti vse grafy G ∈ G_L rastut samopodobnym obrazom, to est~ eq_G(n) ⊂ (n · γ)_{cn} , gde c_n n −→ 0 pri n −→ ∞. (11) 4) Pust~ |eq_G(n)| – qislo verxin v eq_G(n), ⟨eq_G(n)⟩ = 1 2Δn ∑ n−Δn<m6n+Δn |eq_Gn|. (12) Togda pri podhodØwem vybore Δn 1 n ⟨eq_G(n)⟩ −→ 2S(γ), (13) gde S(γ) – plowad~ oblasti, ograniqennoæ krivoæ γ.

Grafy G ∈ G_L otliqa¸tsØ izolirovannost~¸ rosta po koordinatnym qetvertØm. Vo vtoroæ i qetvertoæ koordinatnyh

ROST 1–PERIODIQESKIH GRAFOV 219 qetvertØh ni odna geodeziqeskaØ grafa, vyhodØwaØ iz naqala koordinat, ne prohodit qerez diagonali. Pofftomu vo vtoroæ i qetvertoæ qetvertØh graf G rastet tak ße, kak i periodiqeskaØ kvadratnaØ rexetka Z^2, to est~ samopodobnym obrazom. Sootvetstvu¸wie uqastki krivoæ γ – otrezki (−1, 0) − (0, 1) i

(0, −1) − (1, 0). Esli graf G rastet samopodobnym obrazom v per-

voæ qetverti, to v tret~eæ qetverti on takße rastet samopodobnym obrazom, priqem sootvetstvu¸wie qasti krivoæ γ budut simmetriqny otnositel~no naqala koordinat. Pofftomu moßno pereæti ot grafov s mnoßestvom verxin Z^2 k grafam s mnoßestvom verxin Z^2_+ iz pervoæ qetverti. Sootvetstvu¸wu¸ qast~ γ budem oboznaqat~ γ_+.

Pust~ p = 0. Togda l¸boæ graf G ∈ G_{L,p} – periodiqeskiæ. On ØvlØetsØ kvadratnoæ rexetkoæ Z^2_+ bez diagonaleæ. V fftom sluqae krivaØ γ_+ suwestvuet. �to otrezok (1, 0) − (0, 1).

Pust~ p = 1. Togda vse grafy G ∈ G_{L.p} vnov~ odinakovy. �to kvadratnye rexetki Z^2_+ s diagonalØmi. V fftom sluqae γ_+ suwestvuet i sostoit iz otrezkov (1, 0) − (1, 1) i (1, 1) − (0, 1).

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: −→e_1 = {1, 0}, −→e_2 = {0, 1}, −→e_3 =

{1, 1}. Krome togo, budem pisat~ a ⊆ γ_+, esli toqka a nahoditsØ

vnutri oblasti, ograniqennoæ krivoæ γ_+ i osØmi koordinat.

Pust~ 0 < p_1 < p_2 < 1. Pust~ γ_{L,p1} i γ_{L,p2} suwestvu¸t. Togda γ_{L,p1} ⊆ γ_{L,p2} . Rassmotrim vopros o suwestvovanii γ_{L,p} dlØ nekotoryh rewetok L. Pri fftom ograniqimsØ rassmotreniem pervoæ qetverti. Rexetku L budem zadavat~ ee poroßda¸wim vektorom −→l =

{l_1, l_2}.

§3. Sluqaæ −→l = {1, 1}

Pust~ −→l = {1, 1} i 0 < p < 1. Togda krivaØ γ_+ suwestvuet i sostoit iz dvuh otrezkov α : (1, 0) − (1, 1) i β : (1, 1) − (0, 1). Dokaßem ffto.

Tak kak p > 0, to suwestvuet verxina (i, j), iz kotoroæ vyhodit diagonal~. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto (i, j) =

(0, 0). Dokazatel~stvo suwestvovaniØ γ_+ razbivaetsØ na 2 qasti.

NißnØØ granica. DlØ dokazatel~stva nißnih granic dosta-

toqno postroit~ approksimacionnye cepi, veduwie v verxiny, raspoloßennye v nekotoroæ okrestnosti n · γ_+ , dlina kotoryh

220 A. V. XUTOV malo otliqaetsØ ot n. Pust~ a ∈ n · α i a imeet koordinaty

(n, y). Togda approksimacionnaØ cep~ v verxinu a imeet vid: O^{−→e3}−→ · · ·^{−→e3}−→ a^{′ −→e1}−→ · · ·^{−→e1}−→ a. (14) Pri fftom vektor −→e_3 vstreqaetsØ v cepi y raz, a vektor −→e_2 –

n − y raz. Dlina fftoæ cepi ravna n. Cepi, veduwie v verxiny

iz n · β, stroØtsØ analogiqno. Iz naliqiØ approksimacionnyh cepeæ sleduet neravenstvo: d_G(O, a) 6 n∀a ∈ n · γ_+. (15) VerhnØØ granica. Rassmotrim graf G1 = GL,1. On predsta-

vlØet soboæ kvadratnu¸ rexetku s diagonalØmi. KaßdaØ geodeziqeskaØ grafa G ∈ G_{L,p} ØvlØetsØ cep~¸ grafa G_1. Pofftomu

d_G(x, y) ¿ d_{G1} (x, y). Pust~ a ∈ n · γ_+. Togda d_{G1} (O, a) = n. Pofftomu d_G(O, a) ¿ n∀a ∈ n · γ_+. (16) Iz (15) i (16) sleduet, qto d_G(O, a) = n∀a ∈ n · γ_+. (17) Ots¸da sleduet, qto 1 n eq(n) −→ γ. (18) §4. Sluqaæ −→l = {0, 1}

V fftom sluqae γ_+ suwestvuet i sostoit iz dvuh otrezkov α :

(1, 0) − (1, p) i β : (1, p) − (0, 1). Dokazatel~stvo vnov~ razbivaetsØ

na dva fftapa.

NißnØØ granica. DlØ postroeniØ approksimacionnoæ cepi v

verxinu (n, np), budem pol~zovat~sØ sledu¸weæ strategieæ. Naqinaem dvißenie v toqke O i dvigaemsØ po sledu¸wemu pravilu:esli iz tekuweæ verxiny vyhodit diagonal~, to sdvigaemsØ na vektor −→e_3 , v protivnom sluqae sdvigaemsØ na vektor

−→e_1 . Togda qislo diagonaleæ, qerez kotorye prohodit approksi-

macionnaØ cep~ dliny n, s veroØtnost~¸ 1 budet bol~xe, qem np − √ 2pqn log log n i, sledovatel~no, toqka (1, p) ⊆ γ_+.

DlØ postroeniØ approksimacionnoæ cepi v verxinu (n, y),

y < p, budem rukovodstvovat~sØ vyxeopisannoæ strategieæ do

ROST 1–PERIODIQESKIH GRAFOV 221 teh por, poka qislo vektorov −→e_3 ne stanet ravnym y. Dalee budem dvigat~sØ vdol~ vektora −→e_1 . Suwestvovanie takoæ cepi obespeqivaet nißn¸¸ granicu dlØ otrezka α.

Postroim approksimacionnu¸ cep~ v verxinu a s abscissoæ

n − dx. Ona budet imet~ vid O^{−→e2}−→ . . .^{−→e2}−→ (0, dx) −→^c. . . −→ a, (19) gde c – cep~, ne soderßawaØ vektorov −→e_2 , postroennaØ v sootvetstvii s vyxeopisannoæ strategieæ. Verxina a budet imet~ koordinaty (n − dx, dx + p(n − dx)) i pofftomu budet leßat~ na otrezke n · β. ˚sno, qto v l¸bu¸ verxinu iz nekotoroæ okrestnosti fftogo otrezka moßno postroit~ approksimacionnu¸ cep~ ukazannogo vida, kotoraØ daet nißn¸¸ granicu.

VerhnØØ granica. VerhnØØ granica dlØ sektora, zadannogo ot-

rezkom α, poluqaetsØ toqno tak ße, kak i v predyduwem punkte. OstanovimsØ na dokazatel~stve verhneæ granicy dlØ sektora, zadannogo otrezkom β.

Pust~ Γ – geodeziqeskaØ iz verxiny O v verxinu (n − dx, y). Zametim, qto esli a_1^{−→e1}−→ a_2^{−→e2}−→ a_3 – uqastok geodeziqeskoæ, to ego moßno zamenit~ na a_1^{−→e2}−→ a^′_2^{−→e1}−→ a_3 bez poteri geodeziqnosti. Analogiqno, uqastok a_1^{−→e3}−→ a_2^{−→e2}−→ a_3 moßno zamenit~ na

a_1^{−→e2}−→ a^′_2^{−→e3}−→ a_3. V rezul~tate koneqnogo qisla takih zamen v

geodeziqeskoæ Γ, my poluqim novu¸ geodeziqesku¸ Γ^′ vida O^{−→e2}−→ . . .^{−→e2}−→ (0, dx) −→^{Γ1}. . . −→ (n − dx, y). (20) Pri fftom cep~ Γ_1 ne soderßit vektorov^{−→e2}−→. Ocenim qislo vektorov^{−→e3}−→ v geodeziqeskoæ Γ_1. DlØ fftogo vvedem operator proektirovaniØ geodeziqeskoæ na fundamental~nu¸ oblast~ π :

(x, y) −→ (x, 0). Oqevidno, esli v verxine a imeetsØ diagonal~,

to v verxine π(a) ona takße imeetsØ. Pofftomu qislo diagonaleæ v Γ_1 ne prevoshodit qisla verxin v π(Γ_1), iz kotoryh vyhodØt diagonali. Pofftomu s veroØtnost~¸ 1 y 6 p|π(Γ_1)| + √ 2pq|π(Γ_1)| log log |π(Γ_1)|. Takim obrazom, spravedlivo neraven-

stvo y 6 dx + p(n − dx) +^√2pq(n − dx) log log (n − dx), (21)

222 A. V. XUTOV kotoroe i dokazyvaet verhn¸¸ granicu.

Analogiqno moßno razobrat~ sluqaæ −→l = {1, 0}. Pri fftom γ_+ budet sostoØt~ iz otrezkov (0, 1) − (p, 1) i (p, 1) − (1, 0). §5. Sluqaæ −→l = {1, −1} V fftom sluqae γ_+ suwestvuet i sostoit iz treh otrezkov:

(1, 0) − (1, p), (1, p) − (p, 1) i (p, 1) − (0, 1). Dokazatel~stvo razob~em

na dva fftapa.

Snaqala dokaßem, qto vse verxiny iz eq(n) leßat na prØmyh

y = n, x = n, x + y = k_n + n, x + y = k_n + n − 1. Dokazatel~stvo

provedem indukcieæ po qislu sloev n. DlØ n = 1 utverßdenie proverØetsØ neposredstvenno. Pust~ utverßdenie verno dlØ n =

n_0. Dokaßem ego dlØ n = n_0 + 1. Vozmoßny 6 sluqaev:

1) V verxinah na prØmoæ x+y = k_{n0} +n_0−1 ime¸tsØ diagonali, v verxinah na prØmoæ x+y = k_{n0} +n_0 ih net. Togda vse verxiny iz

eq(n_0 +1) leßat na prØmyh x = n_0 +1, y = n_0 +1, x+y = k_{n0} +n_0 +1.

2) V verxinah na prØmoæ x+y = k_{n0} +n_0−1 ime¸tsØ diagonali, v verxinah na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 takße ime¸tsØ diagonali. Togda vse verxiny iz eq(n_0 + 1) leßat na prØmyh x = n_0 + 1,

y = n_0 + 1, x + y = k_{n0} + n_0 + 1, x + y = k_{n0} + n_0 + 2.

3) V verxinah na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 − 1 net diagonaleæ, v verxinah na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 takße net diagonaleæ. Togda vse verxiny iz eq(n_0 + 1) leßat na prØmyh x = n_0 + 1, y = n_0 + 1,

x + y = k_{n0} + n_0 + 1.

4) V verxinah na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 − 1 net diagonaleæ, v verxinah na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 ime¸tsØ diagonali. Togda vse verxiny iz eq(n_0 + 1) leßat na prØmyh x = n_0 + 1, y = n_0 + 1,

x + y = k_{n0} + n_0 + 2.

5) V verxinah na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 ime¸tsØ diagonali, na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 − 1 net verxin. Togda vse verxiny iz

eq(n_0 +1) leßat na prØmyh x = n_0 +1, y = n_0 +1, x+y = k_{n0} +n_0 +1, x + y = k_{n0} + n_0 + 2.

6) V verxinah na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 net diagonaleæ, na prØmoæ x + y = k_{n0} + n_0 − 1 net verxin. Togda vse verxiny iz

eq(n_0 +1) leßat na prØmyh x = n_0 +1, y = n_0 +1, x+y = k_{n0} +n_0 +1.

Utverßdenie dokazano.

Poskol~ku graf simmetriqen otnositel~no prØmoæ y = x,

eq(n) takße simmetriqna otnositel~no fftoæ prØmoæ. Pofftomu

ROST 1–PERIODIQESKIH GRAFOV 223 dlØ dokazatel~stva utverßdeniØ o forme rosta ostaetsØ naæti k_n.

Pust~ (n, k_n) ∈ eq(n) i (n.k_n + 1) /∈ eq(n). Togda geodeziqeskaØ v verxinu (n, k_n) ne soderßit vektorov −→e_3 i pofftomu poluqaetsØ v sootvetstvii so strategieæ paragrafa 4. Pofftomu s veroØtnost~¸ 1

k_n = pn + O( √ n log log n) (22)

i^1_n (n, k_n) −→ (1, p).

§6. Zadaqa rosta v polose

Zadaqa rosta grafa s vektorom periodiqnosti {1, −1} tesno svØzana s zadaqeæ rosta sluqaænogo grafa v polose Π, ograniqennoæ prØmymi y = x i y = x + 1. Sformuliruem fftu zadaqu. Pust~ G_{Π,p} – graf s verxinami iz Z^2, nahodØwimisØ na prØmyh

y = x i y = x + 1. Verxiny, sosednie po vertikali i gorizonta-

li, vsegda soedineny rebrom. Verxiny, sosednie po diagonali, soedineny rebrom s veroØtnost~¸ p. Pust~ (a_n, a_n) ∈ eq(n). Qemu raven lim_{n−→∞}^{an}_n ?

Pust~ G^′ ∈ G_{L,p} – graf s vektorom periodiqnosti {1, −1}. Polosa Π ØvlØetsØ fundamental~noæ oblast~¸ grafa G^′. Pofftomu kaßdyæ graf G ∈ G_{Π,p} edinstvennym obrazom prodolßaetsØ do grafa G^′ ∈ G_{L,p}. Pri fftom kaßdaØ geodeziqeskaØ grafa G ØvlØetsØ cep~¸ grafa G^′. Pust~ (a_n, a_n) ∈ eq_G0 (n). Dokaßem, qto suwestvuet geodeziqeskaØ grafa G^′ v verxinu (a_n, a_n), leßawaØ v polose Π. Ona, oqevidno, budet geodeziqeskoæ grafa G.

Pust~ k(Γ) – qislo zven~ev geodeziqeskoæ Γ, veduweæ v verxinu (a_n, a_n), leßawih vne polosy Π. Pust~ Γ_0 – geodeziqeskaØ s minimal~nym k(Γ).

Predpoloßim, qto k(Γ_0) > 0. Kaßdyæ uqastok Γ_0, leßawiæ niße prØmoæ y = x, otobrazim simmetriqno otnositel~no fftoæ prØmoæ. Analogiqno postupim so vsemi uqastkami Γ_0, leßawimi vyxe prØmoæ y = x+1. Tak kak graf G^′ simmetriqen otnositel~- no prØmyh y = x i y = x+1, to v rezul~tate fftih preobrazovaniæ cep~ Γ_0 pereædet v cep~ Γ_1 toæ ße dliny, to est~ v geodeziqesku¸. Pri fftom k(Γ_1) < k(Γ_0). Poluqennoe protivoreqie govorit o tom, qto k(Γ_0) = 0.

Takim obrazom, zadaqa rosta G_{Π,p} ØvlØetsØ qastnym sluqaem zadaqi rosta G_{L,p}. Pri fftom^1_n (a_n, a_n) −→ A, gde A – toqka

224 A. V. XUTOV pereseqeniØ γ_{L,p} s prØmoæ y = x. Pofftomu s veroØtnost~¸ 1 lim n−→∞ 1 n a_n =

1 + p 2 . (23)

§7. Nekotorye obwie rezul~taty i predpoloßeniØ

1) Takim obrazom, dokazana sledu¸waØ

Teorema. Pust~ GL, p – mnoßestvo 1-periodiqeskih grafov, za-

dannyh vektorom periodiqnosti −→ l i veroØtnost~¸ p.

(a) Esli −→l = {1, 1}, to forma rosta – mnogougol~nik s verxinami (1, 0), (1, 1), (0, 1), (−1, 0), (−1, −1), (0, −1).

(b) Esli −→l = {1, 0}, to forma rosta – mnogougol~nik s verxinami (1, 0), (1, p), (0, 1), (−1, 0), (−1, −p), (0, −1).

(v) Esli −→l = {1, −1}, to forma rosta – mnogougol~nik s verxinami (1, 0), (1, p), (p, 1), (0, 1), (−1, 0), (−1, −p), (−p, −1), (0, −1).

2) Kak bylo pokazano, dlØ poluqeniØ nißnih granic v zadaqe o forme rosta nußno umet~ stroit~ approksimacionnye cepi. Pri postroenii cepeæ neobhodimo priderßivat~sØ nekotorogo algoritma ili strategii. Prosteæxim vidom strategiæ ØvlØ- ¸tsØ odnoxagovye strategii. OdnoxagovaØ strategiØ zadaetsØ uporØdoqennym naborom iz n + 1 vektorov: {x_1, y_1}, . . . , {x_n, y_n}, {x_{n+1}, y_{n+1}}. Dvißenie proishodit po sledu¸wemu algoritmu. Pust~ a – naqal~naØ verxina. Esli v verxine a + {x_1, y_1} imeetsØ diagonal~, to stroim cep~ vida x_1−→e_1 + y_1−→e_2 + −→e_3 . V protivnom sluqae proverØem verxinu a + {x_2, y_2}. Esli v neæ imeetsØ diagonal~, to stroim cep~ vida x_2−→e_1 + y_2−→e_2 + −→e_3 . V protivnom sluqae proverØem verxinu a + {x_3, y_3} i tak dalee. Esli v verxine a + {x_n, y_n} imeetsØ diagonal~, to stroim cep~ vida x_n−→e_1 + y_n−→e_2 + −→e_3 , v protivnom sluqae stroim cep~ vida x_{n+1}−→e_1 +y_{n+1}−→e_2 . DlØ postroeniØ sledu¸wego uqastka cepi opisannyæ xag algoritma povtorØet- sØ. Pust~ sluqaænaØ veliqina X_k prinimaet znaqenie i, esli pri k-om vypolnenii algoritma diagonal~ byla obnarußena v verxine a + {x_i, y_i}. Togda ili veroØtnosti sobytiæ X_k = i ne zavisØt ot k, ili ße sluqaænye veliqiny X_k zada¸t markovskiæ sluqaænyæ process s diskretnym vremenem. V l¸bom sluqae pust~

ROST 1–PERIODIQESKIH GRAFOV 225 suwestvu¸t predel~nye veroØtnosti p_i = lim_{k−→∞} p(X_k = i). Pust~

v_1 = n∑ i=1 (x_i + 1)pq^{i−1} + x_{n+1}q^n, (24)

v_2 = n∑ i=1 (y_i + 1)pq^{i−1} + y_{n+1}q^n, (25)

s = n∑ i=1 (x_i + y_i + 1)pq^{i−1} + (x_{n+1} + y_{n+1})q^n. (26)

Togda ( v_1 s , v_2 s ) ⊆ γ. (27) Pust~, naprimer, −→l = {0, l_2}. Rassmotrim strategi¸ {0, 0}, . . .,

{0, l_2 − 1}, {1, 0}. Togda verxina A_{l2} ( p 1 − q^{l2} (1 + l_2p − p) , 1 − q^{l2} (1 + l_2p) 1 − q^{l2} (1 + l_2p − p) ) ⊆ γ. (28) Qislennyæ ffksperiment pokazyvaet, qto A_{l2} ØvlØetsØ verxinoæ mnogougol~nika γ. Pri fftom

A_{l2} −→ (p, 1) pri l_2 −→ ∞. (29)

3) Vo vseh rassmotrennyh primerah grafy obladali svoæstvom samopodobnogo rosta. Odnako, moßno pokazat~, qto usloviØ 1-periodiqnosti nedostatoqno dlØ suwestvovaniØ formy rosta. Voz~mem posledovatel~nost~ {n_k} taku¸, qto ne suwestvuet predela lim_{n−→∞}^{nk}_n . Postroim 1-periodiqeskiæ graf G_0 s

periodom −→ l = {0, 1} takoæ, qto v verxine (0, n) imeetsØ diago-

nal~ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda n ∈ {n_k}. Togda dlØ grafa

G_0 ne suwestvuet formy rosta.

4) Tem ne menee, komp~¸ternye ffksperimenty pozvolili vyskazat~ sledu¸wie predpoloßeniØ.

a) DlØ poqti vseh grafov G ∈ G_{L,p}(ξ) suwestvuet ne zavisØwaØ ot ξ forma rosta γ = γ_{L,p} (to est~ dlØ samopodobnogo rosta dostatoqno 1-periodiqnosti i suwestvovaniØ matematiqeskogo oßidaniØ qisla diagonaleæ v grafe).

226 A. V. XUTOV

b) Pri 0 < p 6 1 forma rosta γ_{L,p} nepreryvno zavisit ot p (nepreryvnost~ ponimaetsØ v smysle metriki Hausdorfa). Pri

p = 0 vozmoßen fazovyæ perehod.

c) Pust~ −→l = {l_1, l_2} – vektor periodiqnosti. Togda γ – vypuklyæ mnogougol~nik s n storonami, gde

n = 2|l_1 − l_2| + 6, esli l_1l_2 > 0,

n = 2|l_1 − l_2| + 4, esli l_1l_2 6 0.

(30)

Strogie dokazatel~stva vyskazannyh predpoloßeniæ v nasto- Øwee vremØ neizvestny.

Literatura

1. V. G. ȷuravlev, Samopodobnyæ rost periodiqeskih razbieniæ, Algebra i analiz 13, vyp. 2, (2001), 1–26.

Postupilo 25 marta 2002 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet