Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 288, 2002 g.

D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE V VESOVYH PROSTRANSTVAH

Dorogoæ Ol~ge Aleksandrovne k ¸bile¸ ot ”nauqnyh vnukov”

V dannoæ rabote issleduetsØ razreximost~ zadaqi Dirihle dlØ kvazilineænyh fflliptiqeskih nedivergentnyh uravneniæ vtorogo porØdka, ime¸wih neograniqennye osobennosti po nezavisimym peremennym. TeoriØ razreximosti takoæ zadaqi v sluqae, kogda maßoranty pravoæ qasti uravneniØ prinadleßat klassiqeskomu prostranstvu Lebega, byla v osnovnom razrabotana O. A. Ladyßenskoæ i N. N. Ural~cevoæ (sm. obzor rezul~- tatov, a takße obxirnu¸ bibliografi¸ v [1]).

Osnovnoe otliqie dannoæ stat~i ot rabot, upomØnutyh v [1], sostoit v tom, qto maßoranty pravoæ qasti uravneniØ predpolaga¸tsØ prinadleßawimi vesovomu prostranstvu L_p s vesom, ravnym nekotoroæ stepeni rasstoØniØ ot toqki do granicy oblasti.

Rabota razdelena na tri paragrafa. V §1 daetsØ postanovka zadaqi i formuliruetsØ osnovnoæ rezul~tat. Vyvod apriornyh ocenok privoditsØ v §2. Nakonec, v §3 dokazyva¸tsØ teoremy suwestvovaniØ dlØ rexeniæ lineænoæ i kvazilineænoæ zadaq.

Vvedem oboznaqeniØ, kotorye budut ispol~zovat~sØ na protØßenii vseæ stat~i:

x = (x_1, x^′) = (x_1, x_2, . . . , x_n) – vektor v R^n;

|x|, |x^′| – evklidovy normy v sootvetstvu¸wih prostranstvah;

R^n_+ = {x ∈ R^n : x1 > 0};

Ω ⊂ {x ∈ R^n : 0 < x_1 < R} – oblast~ v R^n s graniceæ ∂Ω;

|Ω| – mera Lebega oblasti Ω;

d(x) – rasstoØnie ot toqki x ∈ Ω do ∂Ω;

B^n_ρ (x^0) – otkrytyæ xar v R^n s centrom v toqke x^0 i radiusom ρ; Π_ρ = {x ∈ R^n : 0 < x_1 < ρ, |x^′| < ρ}; 14

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 15

Γ_ρ – qast~ ∂Π_ρ, raspoloßennaØ v giperploskosti x_1 = 0.

Primem soglaxenie o tom, qto indeksy i i j izmenØ¸tsØ ot 1 do n. PrimenØetsØ pravilo summirovaniØ po povtorØ¸wimsØ indeksam.

Oboznaqim qerez D_i operator differencirovaniØ po peremennoæ x_i. V qastnosti, Du = (D_iu) est~ gradient funkcii u.

D^2u = D(Du) – matrica Gesse funkcii u.

Vvedem sledu¸wie prostranstva:

C(Ω) – prostranstvo nepreryvnyh funkciæ s normoæ ‖ · ‖_Ω; C^2(Ω) – prostranstvo funkciæ nepreryvnyh v Ω vmeste so vsemi

svoimi proizvodnymi do vtorogo porØdka vkl¸qitel~no;

W^2_p (Ω) (1 6 p 6 ∞)– prostranstvo Soboleva s normoæ

‖u‖_W 2_{p (Ω)} = ‖D^2u‖_{p,Ω} + ‖u‖_{p,Ω},

gde ‖ · ‖_{p,Ω} oboznaqaet standartnu¸ normu v L_p(Ω);

L_{p,(α)}(Ω) – vesovoe prostranstvo s normoæ ‖ · ‖_{p,(α),Ω}, gde

‖u‖_{p,(α),Ω} = ‖ (x_1)^α u‖_{p,Ω};

L_{p,(α)}(Ω) – vesovoe prostranstvo s normoæ ||| · |||_{p,(α),Ω}, gde |||u|||_{p,(α),Ω} = ‖(d(x))^α u‖_{p,Ω} ; ~V 2_{p,(α)}(Ω) i ~V2_{p,(α)}(Ω) – mnoßestva funkciæ s koneqnymi polunor-

mami ‖D^2u‖_{p,(α),Ω} i |||D^2u|||_{p,(α),Ω} sootvetstvenno.

Zametim, qto polunormy ‖D^2u‖_{p,(α),Ω} i |||D^2u|||_{p,(α),Ω} prevrawa- ¸tsØ v normy, esli u|_{∂Ω} = 0.

Poloßim

f_+ = max {f, 0} , f_− = max {−f, 0} , osc_Ω f = sup_Ω f − inf_Ω f.

Pokazatel~ q moßet prinimat~ znaqeniØ q > n. Vvedem oboznaqenie ^α(q) = 1 −^n_q .

DlØ oboznaqeniØ konstant ispol~zuem bukvy M , N , C s indeksami ili bez nih. DlØ ukazaniØ veliqin, ot kotoryh oni zavisØt, my ispol~zuem zapis~ N (. . . ).

§1. Postanovka zadaqi

V oblasti Ω rassmotrim uravnenie −a^{ij}(x, u, Du)D_iD_j u + a(x, u, Du) = 0 (1)

16 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV s graniqnym usloviem Dirihle

u = 0 na ∂Ω. (2)

Budem sqitat~, qto ( a^{ij} ) – simmetriqnaØ matrica, i funkcii

a^{ij} ime¸t pervye obobwennye proizvodnye po vsem argumentam.

Predpoloßim takße, qto funkcii a^{ij} i a iz uravneniØ (1) udovletvorØ¸t sledu¸wim strukturnym ograniqeniØm: dlØ l¸byh

x ∈ Ω, z ∈ R^1, p ∈ R^n ν|ξ|^2 6 a^{ij}(x, z, p) 6 ν^{−1}|ξ|^2 ∀ξ ∈ R^n, (A0) |a(x, z, p)| 6 μ|p|^2 + b(x)|p| + Φ(x), (A1) |p| | | | | ∂a^{ij}(x, z, p) ∂p_k | | | | 6 μ pri |p| > 1, (A2) | | | ∂a^{ij}(x, z, p) ∂z p_k + ∂a^{ij} (x, z, p) ∂x_k | | | 6 μ|p| + Φ(x), (A3) b, Φ ∈ L_{q,(α)}(Ω), (A4)

gde ν i μ – nekotorye poloßitel~nye konstanty. Teorema 1. Pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ: (i) n < q < ∞, −1/q < α < ^α(q), ∂Ω ∈ ~V^2_{q,(α)}; (ii) dlØ vseh vozmoßnyh rexeniæ u^{[τ]} ∈ ~V^2_{q,(α)}(Ω), τ ∈ [0, 1] semeæstva zadaq τ ( −a^{ij} (x, u, Du)D_iD_j u + a(x, u, Du) ) − (1 − τ )Δu = 0 v Ω, u|_{∂Ω} = 0, (3) spravedliva ocenka ‖u^{[τ]}‖_Ω 6 M_0;

(iii) pri |z| 6 M_0, vypolneny usloviØ (A0), (A1), (A2), (A3), (A4); (iv) funkciØ a(·, z, p) nepreryvna po (z, p) kak fflement prostranstva L_{q,(α)}(Ω).

Togda zadaqa (3) imeet pri l¸bom τ ∈ [0, 1] hotØ by odno rexenie ^u^{[τ]} ∈ ~V^2_{q,(α)}(Ω). V qastnosti, ^u^{[1]} – rexenie zadaqi (1)–(2).

§2. Apriornye ocenki Pust~ L – lineænyæ ravnomerno fflliptiqeskiæ operator v Ω: Lu ≡ −a^{ij}(x)D_iD_j u + b^i(x)D_iu,

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 17 s konstantoæ fflliptiqnosti ν. Vvedem oboznaqenie b(x) = ( b^i(x) ) . Xag 1. OCENKI MAKSIMUMA

Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda b_i – ograniqennye funkcii.

Lemma 2. Pust~ neotricatel~naØ funkciØ B ∈ C^2(Ω) takova, qto LB > |b^1|^(1 + ln^R_{x1}^) p.v. v Ω.

Togda dlØ l¸boæ funkcii u ∈ ~V^2_{∞,(1)}(Ω), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ u | |_{∂Ω} 6 0, spravedliva ocenka u 6^{‖B‖Ω + e−1R}_ν ‖(Lu)+‖∞,(1),Ωu, (4) gde Ω^u = {x ∈ Ω : u(x) > 0}.

Dokazatel~stvo. Vvedem funkci¸ v = ‖(Lu)_+‖_{∞,(1),Ω}u ν ( x_1 ln R x_1 + B ) . �lementarnoe vyqislenie daet Lv >^{‖(Lu)+‖∞,(1),Ωu} x_1 > Lu v Ω^u. Dalee, primenØØ k raznosti u − v v Ω^u princip maksimuma Aleksandrova [2], poluqim u 6 v, qto garantiruet (4). � Lemma 3. Pust~ neotricatel~naØ funkciØ B ∈ C^2(Ω) takova, qto LB > |b| p.v. v Ω.

Togda dlØ l¸boæ funkcii u ∈ W^2_n (Ω), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ u | |_{∂Ω} 6 0, spravedliva ocenka u 6 N1(n)^{‖B‖Ω + N2(n, ν)R} ν ‖(Lu)_+‖_{n,Ω}u . Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy dokazyvaetsØ doslovnym povtoreniem dokazatel~stva lemmy 1.1 [3]. �

18 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Teorema 4. Pust~ n < q 6 ∞. Pust~ neotricatel~naØ funkciØ

B ∈ C^2(Ω) takova, qto

LB > |b|^(1 + ln^R_{x1}^) p.v. v Ω. (5)

Togda dlØ l¸boæ funkcii u ∈ ~V^2_{q,(}b_{α(q))}(Ω), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ u | |_{∂Ω} 6 0, spravedliva ocenka u 6 N3(n)^{‖B‖Ωu + N4(n, ν)R} ν ‖(Lu)_+‖_{q,(}b_{α(q)),Ω}u . (6)

Dokazatel~stvo. Utverßdenie dokazyvaetsØ analogiqno teoreme 2.1 [3]. Otliqie sostoit lix~ v tom, qto vmesto lemm 1.3 i 1.1 iz [3] ispol~zu¸tsØ lemmy 2 i 3. � Rassmotrim teper~ neograniqennye funkcii b^i.

Teorema 5. Pust~ n < q0, q1 6 ∞, δ = ^α(q1) − α1 > 0 i R 6 1.

Suwestvuet konstanta σ = σ(n, ν, δ), takaØ, qto dlØ l¸boæ funkcii u ∈ ~V^2_{q0 ,(}b_{α(q0 ))}(Ω) pri vypolnenii usloviæ u | |_{∂Ω} 6 0, ‖b‖_{q1 ,(α1),Ω} 6 σ

spravedlivo neravenstvo u 6 C0(n, ν)R‖(Lu)+‖q_0,(bα(q_0)),Ωu . (7) Dokazatel~stvo. Zametim, qto dostatoqno poluqit~ ocenku (7) tol~ko dlØ gladkoæ oblasti Ω ⊂⊂ {0 < x_1 < R}. Obwiæ sluqaæ poluqaetsØ iz fftogo tak ße, kak v p. 3 v dokazatel~stve teoremy 2.1 [3].

1. Pust~ q_1 = ∞. Togda uslovie teoremy 5 oznaqaet, qto |b(x)|(x1)^{1−δ} 6 σ p.v. v Ω.

Pofftomu dlØ funkcii B = x_1 ln^R_{x1} imeem

LB >^ν_{x1} − |b|^(1 + ln^R_{x1}^) >^ν_{x1}^(1 −^σ_ν x^δ_1^(1 + ln^R_{x1}^{))} p.v. v Ω.

Zametim, qto neravenstva

x^δ_1 ( 1 + ln R x_1 )

6 C(δ)R^δ 6 C(δ)

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 19 spravedlivy na otrezke [0, R]. Sledovatel~no pri σ =^ν_{2C(δ)} poluqaem

LB > |b|^(1 + ln^R_{x1}^) p.v. v Ω,

i ocenka (7) sleduet iz (6).

2. Pust~ q_0, q_1 < ∞. V fftom sluqae dostatoqno poluqit~ ocenku (7) dlØ operatorov s gladkimi kofffficientami i gladkih funkciæ u, a zatem provesti predel~nyæ perehod.

Opredelim B kak rexenie kraevoæ zadaqi LB = |b| ( 1 + ln R x_1 ) ≡ ~b v Ω, B | |_{∂Ω} = 0.

Togda rexenie B udovletvorØet neravenstvu (5) iz usloviØ teoremy 4. Pofftomu ocenka (6), primenennaØ pri q = q_1 i u = B, daet

B 6 N3^{‖B‖Ω + N4R}_ν ‖^~b‖q_1 ,(bα(q_1)),Ω

6 N3^{‖B‖Ω + N4R}_ν C(δ)R^δ‖b‖q_1,(α_1),Ω

6^{N3σC(δ)}_ν (‖B‖Ω + N4R). (8)

Pri σ =^ν_{2N3C(δ)} iz (8) poluqaem

‖B‖_Ω 6 N_4R,

i snova (7) sleduet iz (6). 3. Pust~, nakonec, q_0 = ∞, q_1 < ∞.

Togda dlØ dostatoqno bol~xogo koneqnogo q iz p. 2 vytekaet, qto u 6 C0R‖(Lu)+‖q,(bα(q)),Ωu 6 C0R‖(Lu)+‖∞,(1),Ωu (inf_Ω |x^′|)^{− nq} |Ω|^{1q} . PerehodØ k predelu pri q → ∞, poluqaem ocenku (7) dlØ q_0 = ∞,

q_1 < ∞. �

Xag 2. GEL^DEROVSKIE OCENKI REXENI`

Dalee na protØßenii vseæ stat~i my sqitaem, qto n < q < ∞, δ = ^α(q) − α_+ > 0.

20 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Lemma 6. Pust~ ρ 6 1. Togda dlØ l¸bogo β1 ∈]0, 1[ suwestvu¸t

poloßitel~nye konstanty σ_1 = σ_1(n, ν, β_1, δ) i ε = ε(n, ν, β_1), takie, qto dlØ l¸boæ funkcii u ∈ ~V^2_{q,(}b_{α(q))}(Π_ρ)∩C(Π_ρ) pri vypolnenii usloviæ

u > 0 v Πρ, u > k > 0 na Γρ, ‖b‖_{q,(α),Πρ} 6 σ1 spravedlivo neravenstvo u > (1 − β1)k − N5(n, ν)ρ‖(Lu)−‖q,(bα(q)),Π_ρ v Περ. (9) Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti, poloßim k = 1. S pomow~¸ masxtabirovaniØ prevratim Π_ρ v Π_1. V novyh koordinatah ~L~u ≡ −~a^{ij} D_iD_j ~u + ρ~b^iD_i~u = ρ^2(Lu) v Π_1, (10) gde ~u(x) = u(ρx), ~a^{ij}(x) = a^{ij}(ρx), i t.d.

Vvedem bar~ernu¸ funkci¸

ψ(x) = 1 − |x^′|^2 + ( n − 1 ν )_2

x^2_1 −

4(n − 1) ν x_1,

i poloßim Π = Π_1 ∩ {x_1 <^ν_{n−1} }.

Oqevidno, qto usloviØ lemmy 6 privodØt k neravenstvam ψ − ~u 6 0 na ∂Π, ~Lψ 6 N_6(n, ν)ρ|~b| v Π, i ‖ρ~b‖_{q,(α),Π} 6 ‖ρ^~b‖_{q,(α),Π1} = ρ^δ ‖b‖_{q,(α),Πρ} 6 σ1. (11) Bez poteri obwnosti sqitaem, qto σ_1 6 σ, gde σ = σ(n, ν, δ) – konstanta iz teoremy 5 (pri q_0 = q_1 = q). Dalee, primenØØ teoremu 5 k funkcii ψ − ~u v Π, ispol~zuØ (11) i uqityvaØ vyteka¸wee iz (10) oqevidnoe sootnoxenie ‖( ~L~u)_−‖_{q,(}b_{α(q)),Π1} = ρ‖(Lu)_−‖_{q,(}b_{α(q)),Πρ} , vyvodim

~u(x) > ψ(x) − N_7(n, ν)ρ‖(Lu)_−‖_{q,(}b_{α(q)),Πρ} − N_8(n, ν)σ_1 v Π. (12)

Poskol~ku ψ(0) = 1, moßno vybrat~ ε = ε(n, ν, β_1) tak, qtoby

Π_ε ⊂ Π i ψ > 1 − β_1/2 v Π_ε. Posle fftogo, vybrav σ_1 dostatoq-

no malym i vernuvxis~ k ishodnym peremennym, iz neravenstva (12) poluqim trebuemu¸ ocenku (9). �

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 21

Teorema 7. Pust~ ρ0 6 1, i funkciØ u ∈^~V^2_{q,(bα(q))}(Πρ_0 ) ∩ C(Πρ_0 ),

takaØ, qto

|u| 6 M0 v Πρ_0 , u = 0 na Γρ_0

udovletvorØet neravenstvu |a^{ij}(x, u, Du)D_iD_j u| 6 μ|Du|^2 + b(x)|Du| + Φ(x) v Π_{ρ0} , gde b ∈ L_{q,(α)}(Π_{ρ0} ), Φ ∈ L_{q,(}b_{α(q))}(Π_{ρ0} ),

a funkcii a^{ij}(x, z, p) pri x ∈ Π_{ρ0} , z ∈ R^1, p ∈ R^n udovletvorØ¸t neravenstvam (A0).

Esli, krome togo, ‖b‖_{q,(α),Πρ0} 6 σ_1, gde σ_1 = σ_1(n, ν, 1/2, δ) – konstanta iz lemmy 6, to

osc_{Πρ} u 6 C_1 ( ρ ρ_0 )_{γ1} ∀ρ 6 ρ0, gde γ_1 = γ_1(n, ν) ∈]0, 1[, a C_1 > 0 zavisit ot n, ν, μ, M_0, ‖Φ‖_{q,(}b_{α(q)),Πρ0} .

Dokazatel~stvo. �to utverßdenie vyvoditsØ iz lemmy 6 tak ße, kak lemma 2.2 [4] – iz lemmy 2.1 [4]. � Xag 3. OCENKI GRADIENTA REXENI˚ NA GRANICE

Preßde qem pristupit~ k poluqeni¸ ocenok gradienta na granice, sformuliruem neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Pervoe utverßdenie kasaetsØ vnutrennih ocenok gradienta rexeniØ fflliptiqeskogo uravneniØ. Vo vtorom utverßdenii privedeny ocenki dlØ funkciæ, udovletvorØ¸wih lineænomu fflliptiqeskomu neravenstvu s singulØrnostØmi special~nogo vida. Nakonec, v tret~em utverßdenii postroeno special~noe razloßenie dlØ funkciæ, prinadleßawih vesovomu prostranstvu L_{q,(α)}. Lemma 8. Pust~ ρ0 6 1, i funkciØ u ∈^~V^2_{q,(α)}(Πρ_0 ) ∩ C(Πρ_0 ), takaØ, qto |u| 6 M0 v Πρ_0 ,

22 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV udovletvorØet v Π_{ρ0} uravneni¸ (1).

Predpoloßim takße, qto dlØ l¸byh x ∈ Π_{ρ0} , z ∈ R^1, p ∈ R^n funkcii a^{ij} (x, z, p) ime¸t pervye obobwennye proizvodnye po vsem argumentam i vypolneny usloviØ (A0), (A1), (A2), (A3) s b, Φ ∈ L_{q,(α)}(Π_{ρ0} ).

Togda suwestvuet λ = λ(n, ν, q, δ, μ) > 0, takoe, qto esli xar B^n_x�_{1 /2}(x^∗) ne peresekaet ∂Π_{ρ0} i osc B^n_x�_{1 /2} (x�) u 6 ω0, to |Du(x^∗)| 6 N_9 (x^∗)^{−1} [ osc B^n_x�_{1 /2}(x�) u ]_λ , (13)

gde poloßitel~nye konstanty N_9 i ω_0 opredelØ¸tsØ znaqeniØmi n, ν, q, δ, μ, ‖b‖_{q,(α),Πρ0} , ‖Φ‖_{q,(α),Πρ0} . Dokazatel~stvo. Rassmotrim ε1 6^{nqδ}_{(n+qα)} i poloßim δ1 = nqδ−(n+qα)ε_1 (n+ε_1)q . Zametim, qto v silu opredeleniØ ε1 vypolneno ne-

ravenstvo n + ε_1 < q. Po neravenstvu Gel~dera dlØ proizvol~noæ funkcii f ∈ L_{q,(α)}(Π_{ρ0} ) i ρ^∗ 6^x

�_1 2 imeem

‖f‖_{n+ε1 ,B}n_ρ�_{(x}�_) 6 ‖f‖_{q,(α),B}n_ρ�_{(x}�_) ∫ B^n_ρ� (x�) x �αq(n+ε_1 ) q�n�ε_1 1 dx q�n�ε_1 q(n+ε1)

6 ‖f‖q,(α),Π_{ρ0} (ρ^∗)^{−α |}B^n_ρ� (x^∗)^{| q�n�ε1q(n+ε1)}
6 (ρ^∗)^{δ1} N10(n)‖f‖q,(α),Π_{ρ0} . (14)

�to oznaqaet, qto v B^n_ρ� (x^∗) moßno primenit~ teoremu 2.1 [5] i, sledovatel~no, neravenstvo (13) faktiqeski dokazano (pri b = 0; sluqaæ b ∈ L_{n+ε1} rassmatrivaetsØ analogiqno); dostatoqno vypisat~ zavisimost~ ot parametra ρ^∗ konstanty C v ukazannoæ teoreme. � Lemma 9. Pust~ r > n, u ∈ W^2_r (Π1) ∩ C(Π1), u|Γ_1 = 0.

Pust~ v cilindre Π_1 zadan operator

L ≡ −a^{ij} (x)DiDj +^[b^i_1(x) + b^i_2(x)^] Di,

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 23 s izmerimymi kofffficientami a^{ij} = a^{ji}, b^i_1, b^i_2, takoæ, qto,

ν|η|^2 6 a^{ij} (x)η_iη_j 6 ν^{−1}|η|^2 ∀x ∈ Π_1, η ∈ R^n,

b1 ∈ Lr (Π1), |b2(x)| 6 (x1)^{β−1} F v Π1, F > 0, β ∈]0, 1[.

Predpoloßim takße, qto

|(Lu)(x)| 6 Φ(x) + (x1)^{β−1} H v Π1, Φ ∈ Lr (Π1), H > 0.

Togda suwestvuet poloßitel~noe qislo R = R(ν, β, F ), takoe, qto spravedlivy sledu¸wie ocenki u(x) x_1 6

N_{12} v Π_{R/2}, (15)

osc_{Πρ} u(x) x_1 6

N_{13}ρ^{γ2} ∀ρ 6 R/4. (16)

Zdes~ γ_2 = γ_2(n, ν, β, ^α(r)) ∈]0, 1[, a poloßitel~nye konstanty N_{12} i N_{13} zavisØt ot teh ße parametrov, qto i γ_2, a takße ot F , H, R, sup_{Π1} u, ‖b_1‖_{r,Π1} , ‖Φ‖_{r,Π1} .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim R 6 min { 1, (_{β(β+1)ν} 14F )_{1/β}} . DlØ dokazatel~stva (15) i (16) dostatoqno primenit~ posledovatel~- no k funkcii u fflliptiqeskiæ variant lemmy 3.4 [6] i fflliptiqeskiæ variant lemmy 4.5 [6]. Primenenie pervogo dast ocenku (15), a primenenie vtorogo – ocenku (16). � Lemma 10. Pust~ ρ0 6 1 i pust~ δ2 =^{δq−ε1}_{q−n−ε1} ∈]0, 1[, gde ε1 – kon-

stanta iz dokazatel~stva lemmy 8.

Togda dlØ l¸boæ funkcii g ∈ L_{q,(α)}(Π_{ρ0} ) suwestvu¸t g_1 ∈ L_{n+ε1} (Π_{ρ0} ) i g_2 ∈ L_{∞,(1−δ2)}(Π_{ρ0} ), takie, qto

g(x) = g_1(x) + g_2(x), i ‖g_1‖_{n+ε1,Πρ0} + ‖g_2‖_{∞,(1−δ2),Πρ0} 6 2‖g‖_{q,(α),Πρ0} . (17) Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto g > 0 v Π_{ρ0} . Dalee, poloßim

g_1(x) = ( g(x) − x^{δ2−1}_1 – ) + , g_2(x) = g(x) − g_1(x),

24 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV gde poloßitel~nyæ parametr – budet fiksirovan pozdnee.

Oqevidno, qto

‖g_2‖_{∞,(1−δ2),Πρ0} 6 –. (18)

Zametim takße, qto neravenstvo Gel~dera garantiruet ocenku

‖g_1‖_{n+ε1,Πρ0} = ∫ G ( g(x) − x^{δ2−1}_1 – )_{n+ε1} dx 1 n+ε1

6

∫ G x^{αq}_1 ( g(x) − x^{δ2−1}_1 – )_q dx 1 q ∫ G x^{−(n+ε1)(1−δ2)} 1 dx α (n+ε1 )(1�δ2 )

6 ‖g‖q,(α),Π_{ρ0}

∫ G x^{−(n+ε1)(1−δ2)} 1 dx α (n+ε1 )(1�δ2 )

, (19)

gde G = { x : g(x) > x^{δ2−1}_1 – } . S drugoæ storony, ‖g‖_{q,(α),Πρ0} > ∫ G x^{αq}_1 (g(x))^q dx 1/q

>–

∫ G x^{q(α+δ2 −1)} 1 dx 1/q

= – ∫ G x^{−(n+ε1)(1−δ2)} 1 dx 1/q . (20)

Ob¨edinØØ (19) i (20), poluqaem

‖g_1‖_{n+ε1,Πρ0} 6 – �αq (n+ε1 )(1�δ2 ) ( ‖g‖^{1+} αq (n+ε1 )(1�δ2 ) q,(α),Π_{ρ0} ) . (21)

Teper~, vybrav – = ‖g‖_{q,(α),Πρ0} i sloßiv (21) i (18), my nemedlenno prihodim k trebuemoæ ocenke (17). � Teorema 11. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 8. Predpoloßim

takße, qto u|_{Γρ0} = 0 i

‖b‖_{q,(α),Πρ0} 6 σ_1, (22)

gde σ_1 = σ_1(n, ν, 1/2, δ) – konstanta iz lemmy 6.

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 25

Togda spravedlivy sledu¸wie ocenki:

sup_{Γρ} 0/4 |Du| 6 C_2, (23)

osc_{Γρ} Du 6 C_3 ( ρ ρ_0 )_{γ3} ∀ρ 6 ρ0/8. (24) gde γ_3 = γ_3(n, ν, q, δ, μ) ∈]0, 1[, a poloßitel~nye konstanty C_2, C_3 zavisØt ot teh ße parametrov, qto i γ_3, a takße ot ρ_0, M_0, ‖b‖_{q,(α),Πρ0} , ‖Φ‖_{q,(α),Πρ0} . Dokazatel~stvo. Zametim, qto dostatoqno poluqit~ (23) i (24) tol~ko dlØ gladkih funkciæ u, a zatem provesti predel~nyæ perehod.

V silu lemmy 10 funkcii b i Φ predstavimy v vide summ

b_1 + b_2 i Φ_1 + Φ_2, priqem dlØ kaßdoæ iz fftih summ vypolnØetsØ

sootvetstvu¸wee neravenstvo (17).

Dalee, soglasno teoreme 7 i lemme 8, imeem

|Du(x)| 6 N_{14} (x_1)^{λ1−1} v Π_{ρ0/2},

gde λ_1 = λγ_1, a konstanta N_{14} opredelØetsØ izvestnymi veliqinami, pereqislennymi v uslovii teoremy. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~ λ_1 6 δ_2, gde δ_2 – konstanta iz lemmy 10. Sledovatel~no, v cilindre Π_{ρ0/2} neravenstvo (A1) moßno perepisat~ sledu¸wim obrazom: |a(x, u, Du)| 6 ( b_1(x) + b_2(x) + ^b(x) ) |Du| + Φ_1(x) + Φ_2(x), (25)

gde ^b(x) = μN_{14} (x_1)^{λ1−1}.

Teper~, rassußdaØ kak v teoreme 3.1 [7], iz neravenstva (25) poluqaem

| ~Lu| 6 Φ_1(x) + Φ_2(x) v Π_{ρ0/2}, (26) gde ~L ≡ −~a^{ij}_{(u)}(x)D_iD_j + [ ~b^i_1(x) + ~b^i_2(x) ] D_iu, ~a^{ij}_{(u)}(x) = a^{ij}(x, u, Du), |~b_1(x)| 6 b_1(x), |~b_2(x)| 6 b_2(x) + ^b(x). Oqevidno, qto

b^i_1, Φ_1 ∈ L_{n+ε1} (Π_{ρ0} ), (27)

26 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV a iz neravenstva (17) sledu¸t ocenki

|~b2(x)| 6 (x1)^{λ1−1 [}‖b2‖_{∞,(1−δ2),Πρ0} + μN14^] , (28)

|Φ_2(x)| 6 (x_1)^{λ1−1} ‖Φ_2‖_{∞,(1−δ2),Πρ0} . (29)

SootnoxeniØ (26)–(29) i uslovie u|_{Γρ0} = 0 pokazyva¸t, qto k funkcii u primenima lemma 9 pri F = [ ‖b_2‖_{∞,(1−δ2),Πρ0} + μN_{14} ] , H = ‖Φ_2‖_{∞,(1−δ2),Πρ0} . �ta lemma daet (23) i (24) dlØ vseh ρ 6 ρ_1 = min {ρ_0/8, R_0/4}, gde R_0 := R(ν, λ_1, F ) – konstanta iz lemmy 9. V sluqae ρ_1 <

ρ 6 ρ0/8 ocenka oscillØcii Du na Γρ poluqaetsØ sledu¸wim

obrazom:

osc_{Γρ} Du 6 2C_2 6 2C_2 ( ρ ρ_1 )_{γ3}

6 C3^{( ρ}_{ρ0}^{)γ3} ,

gde C_3 = 2C_2 (_{ρ0} 8ρ_1 )_{γ3} . � Xag 4. OCENKI GRADIENTA REXENI˚ VBLIZI GRANICY Teorema 12. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 8 i uslovie (22).

Pust~ R_1 = min {ρ_0, R_0}, gde R_0 – konstanta iz dokazatel~stva teoremy 11.

Esli, krome togo, u|_{Γρ0} = 0, to dlØ x^∗ ∈ Π_{R1/3}, takih, qto B^n_x�_{1 /2}(x^∗) ne peresekaet ∂Π_{R1 /3}, spravedliva ocenka

|Du(x^∗)| 6 C_4. (30)

Zdes~ C_4 – poloßitel~naØ konstanta, zavisØwaØ ot n, ν, q, δ, μ, M_0, ‖b‖_{q,(α),Πρ0} , ‖Φ‖_{q,(α),Πρ0} . Dokazatel~stvo. Rassmotrim ρ =^x

�_1 2 i opredelim v B^n_1 funkci¸ v(x) =^{u(ρx+x}

�_) ρ . Neravenstvo (30) budet dokazano, esli dlØ funkcii v budet poluqena ocenka gradienta, ne zavisØwaØ ot ρ.

RassußdaØ tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 11, poluqim, qto funkciØ u udovletvorØet usloviØm lemmy 9. Zametim ewe, qto B^n_ρ (x^∗) ⊂ Π_{R0/2}. Pofftomu spravedlivo neravenstvo (15) i, sledovatel~no,

|v| 6 N15 v B^n_1 ,

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 27 gde N_{15} = N_{15}(n, ν, μ, δ, M_0, ‖Φ‖_{q,(α),Πρ0} ).

Zametim takße, qto funkciØ v udovletvorØet uravneni¸ −~a^{ij} (x, v, Dv)D_iD_j v + ~a(x, v, Dv) = 0 v B^n_1 , gde ~a^{ij}(x, v, Dv) = a^{ij}(ρx + x^∗, ρv, Dv), ~a(x, v, Dv) = ρa(ρx + x^∗, ρv, Dv). Bolee togo, pri x ∈ B_1, z ∈ R^1, p ∈ R^n usloviØ (A0), (A1), (A2), (A3) perehodØt sootvetstvenno v ν|ζ|^2 6 ~a^{ij}(x, z, p)ζ_iζ_j 6 ν^{−1}|ζ|^2 ∀ζ ∈ R^n, (A0’) |~a(x, z, p)| 6 ~μ|p|^2 + ~b(x)|p| + ~Φ(x), (A1’) |p| | | | | ∂~a^{ij}(x, z, p) ∂p_k | | | | 6 μ, (A2’) | | | | ∂~a^{ij}(x, z, p) ∂z p_k + ∂~a^{ij} (x, z, p) ∂x_k | | | | 6 ~μ|p| +^~Φ(x), (A3’)

gde ~μ = μρ 6 μ, ~b(x) = ρb(ρx + x^∗), ~Φ(x) = ρΦ(ρx + x^∗).

�lementarnye vyqisleniØ s uqetom sootnoxeniØ (14) pokazyva¸t, qto ‖~Φ‖_{n+ε1,B}n_1 = ρ^{ε1n+ε}1 ‖Φ‖_{n+ε1,B}n_{ρ (x}�_)

6 ρ^{δ1 + ε1n+ε}1 N10‖Φ‖q,(α),Π_{ρ0} 6 N10‖Φ‖q,(α),Π_{ρ0} ,

gde ε_1 i δ_1 – konstanty iz dokazatel~stva lemmy 8.

Analogiqno ‖~b‖_{n+ε1,B}n_1 6 N_{10}‖b‖_{q,(α),Πρ0} . Takim obrazom, my proverili, qto funkciØ v v xare B^n_1 udovletvorØet vsem usloviØm teoremy 2.1 [5]. Primenenie ukazannoæ teoremy daet ocenku ‖Dv‖_Bn_{1/2} 6 C_4, iz kotoroæ nemedlenno sleduet (30). �

28 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV

Teorema 13. Pust~ ρ0 6 R0, gde R0 – konstanta iz dokazatel~-

stva teoremy 11. Pust~ vypolneny usloviØ lemmy 8 i uslovie

(22). Esli, krome togo, u|_{Γρ0} = 0, i

|Du| 6 M_1 v Π_{ρ0} ,

to pri x, y ∈ Π_{ρ0 /8} spravedliva ocenka |Du(x) − Du(y)| 6 C_5|x − y|^{γ4} , (31) gde γ_4 ∈]0, 1[ i C_5 > 0 zavisØt ot n, ν, q, δ, ρ_0, M_0, M_1, ‖b‖_{q,(α),Πρ0} , ‖Φ‖_{q,(α),Πρ0} . Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto pri x ∈ Πρ_0 , |z| 6 M0, |p| 6 M1 usloviØ (A1), (A2), (A3) perehodØt sootvetstvenno v

|a(x, z, p)| 6 μM^2_1 + b(x)M_1 + Φ(x) ≡ ^Φ_{{1}}(x), (A1”) | | | | ∂a^{ij} (x, z, p) ∂p_k | | | | 6 μ, (A2”) | | | | ∂a^{ij}(x, z, p) ∂z | | | | , | | | | ∂a^{ij} (x, z, p) ∂x_k | | | | 6 μM1 + Φ(x) ≡^^Φ{2}(x). (A3”)

Rassmotrim funkci¸ w(x) = u(x) − x_1D_1u(0). Oqevidno, qto w udovletvorØet uravneni¸ −^a^{ij}(x, w, Dw)D_iD_j w + ^a(x, w, Dw) = 0 v Π_{ρ0} , gde ^a^{ij}(x, w, Dw) = ^a^{ij}(x, w, D_1w, D^′w) = a^{ij}(x, w + x_1D_1u(0), D_1w + D_1u(0), D^′w), ^a(x, w, Dw) = ^a(x, w, D_1w, D^′w) = a(x, w + x_1D_1u(0), D_1w + D_1u(0), D^′w).

Razloßiv ^Φ_{{1}} i ^Φ_{{2}} tak ße, kak v dokazatel~stve lemmy 10, my vidim, qto w udovletvorØet usloviØm lemmy 9 (pri b^i_1(x) =

b^i_2(x) = 0). Sledovatel~no, neravenstvo (16) ostaetsØ vernym pri

zamene u na w. Pofftomu s uqetom ravenstv

lim_{x→0} w(x) x_1

= D_1w(0) = 0,

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 29 imeem ocenku

|w(x)| 6 (x_1)^{1+γ2} N_{16} v Π_{ρ0/4}, (32)

gde konstanta N_{16} > 0 opredelØetsØ izvestnymi veliqinami, pereqislennymi v uslovii teoremy. Bez ograniqeniØ obwnosti sqitaem, qto γ_2 6^{ε1}_{n+ε1} , gde ε_1 – konstanta iz dokazatel~stva lemmy 8.

Dalee, rassmotrim toqku x^∗ ∈ Π_{ρ0/8} i dlØ ρ =^x

�_1 2 opredelim v xare B^n_1 funkci¸ v(x) =^{w(ρx+x}

�_)

ρ^{1+γ2} . Preßde vsego my poluqim dlØ

v ocenki gradienta, ne zavisØwie ot ρ.

Iz (32) vyvodim, qto |v| 6 N_{16} v B^n_1 . Zametim takße, qto funkciØ v udovletvorØet uravneni¸ −a^{ij}(x, v, Dv)D_iD_jv + a(x, v, Dv) = 0 v B^n_1 , gde a^{ij}(x, v, Dv) = ^a^{ij}(ρx + x^∗, ρ^{1+γ2} v, ρ^{γ2} Dv), a(x, v, Dv) = ρ^{1−γ2} ^a(ρx + x^∗, ρ^{1+γ2} v, ρ^{γ2} Dv). (33)

Bolee togo, uslovie (A0) perehodit v (A0’) s kofffficientami

a^{ij} opredelennymi v (33). UsloviØ (A1”), (A2”), (A3”) pereho-

dØt sootvetstvenno v |a(x, z, p)| 6 Φ_{{1}}(x), | | | | ∂a^{ij}(x, z, p) ∂p_k | | | | 6 μ, | | | ∂a^{ij}(x, z, p) ∂z | | | , | | | ∂a^{ij} (x, z, p) ∂x_k | | | 6 Φ{2}(x), gde Φ_{{1}}(x) = ρ^{1−γ2} ^Φ_{{1}}(ρx + x^∗) i Φ_{{2}}(x) = ρ^1 ^Φ_{{2}}(ρx + x^∗) .

�lementarnye vyqisleniØ s uqetom sootnoxeniØ (14) pokazyva¸t, qto

‖Φ_{{1}}‖_{n+ε1,B}n_1 = ρ^{ε1n+ε}1^{−γ2} ‖^Φ_{{1}}‖_{n+ε1,B}n_{ρ (x}�_)

6 N10ρ^{ε1n+ε}1^{−γ2 +δ1} ‖^^Φ{1}‖q,(α),Π_{ρ0} 6 N10‖^^Φ{1}‖q,(α),Π_{ρ0} ,

‖Φ_{{2}}‖_{n+ε1,B}n_1 = ρ^{ε1n+ε}1 ‖^Φ_{{2}}‖_{n+ε1,B}n_{ρ (x}�_)

6 N10ρ^{ε1n+ε}1^{+δ1} ‖^^Φ{2}‖q,(α),Π_{ρ0} 6 N10‖^^Φ{2}‖q,(α),Π_{ρ0} .

30 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV Takim obrazom, k funkcii v primenimy teorema 4.1 [1] i teorema 4.3 [1], kotorye pokazyva¸t, qto |Dv(x)| 6 N_{17}, |Dv(x) − Dv(y)| 6 N_{18}|x − y|e^γ , x, y ∈ B^n_{1/2}, (34) gde poloßitel~nye konstanty ~γ, N_{17} i N_{18} opredelØ¸tsØ izvestnymi veliqinami iz usloviæ teoremy.

Zametim dalee, qto esli x, y ∈ Π_{ρ0/8} i vypolneno uslovie |x − y| < 1 2 max {x_1, y_1} ,

to vtoraØ ocenka iz (34) privodit k (31) pri γ_4 = min{~γ, γ_2}.

V protivnom sluqae |x − y| > 1 2 max {x_1, y_1} ,

i s uqetom uße dokazannoæ pervoæ ocenki iz (34) imeem pri x ∈ Π_{ρ0 /8} |Dw(x)| 6 N_{17} (x_1)^{γ2} .

Sledovatel~no, |Du(x) − Du(y)| 6 |Dw(x) − Dw(y)|

6 2N17 (max {x1, y1})^{γ2} 6 2^{1+γ2} N17|x − y|^{γ2} .

Takim obrazom, my poluqaem, qto ocenka (31) pri γ_4 = min{~γ, γ_2} spravedliva dlØ vseh x, y ∈ Π_{ρ0/8}. �

§3. Razreximost~ lineænoæ i kvazilineænoæ zadaq Dirihle Teorema 14. Pust~ 1 < p < ∞, α ∈^]−^1_p , 2 −^1_p^[. Predpoloßim

takße, qto kofffficienty operatora L udovletvorØ¸t sledu¸- wim usloviØm: a^{ij} ∈ C(Ω), |b| ∈ L_{p,(α)}(Ω), gde p = { max{n, p}, esli p ≠ n n + ε, esli p = n, α = max{^α(p) − ε, 0}, a ε – skol~ ugodno maloe poloßitel~noe qislo.

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 31

Esli, krome togo, ∂Ω ∈ ~V^2_{p,(α)}(Ω), to dlØ l¸boæ funkcii f ∈

L_{p,(α)}(Ω) kraevaØ zadaqa Lu = f v Ω, u|_{∂Ω} = 0

imeet edinstvennoe rexenie u ∈ ~V^2_{p,(α)}(Ω).

Dokazatel~stvo. Iz neravenstva Gel~dera i teorem vloßeniØ (sm. teoremy 10.1 i 10.4 [8]) sleduet, qto uslovie |b| ∈ L_{p,(α)}(Ω) obespeqivaet vloßenie b^iD_iu ∈ L_{p,(α)}(Ω) dlØ l¸boæ u ∈ ~V^2_{p,(α)}(Ω).

Krome togo, predpoloßenie ∂Ω ∈ ~V^2_{p,(α)}(Ω) garantiruet invariantnost~ usloviØ na |b| otnositel~no rasprØmleniæ granicy ∂Ω. S pomow~¸ vyteka¸wih iz teoremy 7.6 [9] koffrcitivnyh ocenok dlØ model~noæ zadaqi v poluprostranstve standartnym metodom (razbienie edinicy, rasprØmlenie granicy ∂Ω, zamoraßivanie kofffficientov i privedenie k kanoniqeskomu vidu) poluqim sledu¸wee neravenstvo: |||D^2u|||_{p,(α),Ω} 6 N_{19} ( |||Lu|||_{p,(α),Ω} + |||u|||_{p,(α),Ω} ) , (35)

gde konstanta N_{19} > 0 opredelØetsØ n, p, α, ν, ‖b‖_{p̄,(ᾱ),Ω}, modulØmi nepreryvnosti kofffficientov a^{ij} i svoæstvami ∂Ω. Vospol~- zovavxis~ podhodØwim razbieniem edinicy, moßno postroit~ divergentnyæ operator L_1 s kofffficientami, udovletvorØ¸wimi usloviØm teoremy 14, kotoryæ posle rasprØmleniØ granicy ∂Ω v okrestnosti l¸boæ toqki x ∈ ∂Ω primet vid −Δ v ”novyh” lokal~nyh koordinatah.

Rassmotrim zadaqu

L_1u = f v Ω,

u|_{∂Ω} = 0. (36)

DlØ l¸boæ C^∞_0 -funkcii f zadaqa (36) imeet obobwennoe rexenie. Bolee togo, esli my rasprØmim granicu ∂Ω v okrestnosti proizvol~noæ toqki, to ukazannoe rexenie budet gladkoæ funkcieæ ”novyh” lokal~nyh peremennyh. Pofftomu netrudno ubedit~sØ, qto ffto rexenie prinadleßit ~V^2_{p,(α)}(Ω).

My dokazali, qto obratnyæ operator L^{−1}_1 opredelen na vs¸- du plotnom mnoßestve v vesovom prostranstve L_{p,(α)}(Ω). Zametim

32 D. E. APUXKINSKA˚, A. I. NAZAROV takße, qto operator L^{−1}_1 moßno nepreryvno prodolßit~ na vse prostranstvo L_{p,(α)}(Ω) poskol~ku ocenka (35) sohranØetsØ pri zamene L na L_1.

Dalee, prodolßenie po parametru ot L_1 k L pokazyvaet, qto obratnyæ operator L^{−1} opredelen i ograniqen na L_{p,(α)}(Ω), esli

Ker{L} = {0}. V silu usloviØ b^i ∈ L_{n,loc}(Ω) imeem Ker{L} ⊂ W^2_{n,loc}(Ω). Pofftomu trivial~nost~ Ker{L} sleduet iz principa

maksimuma Aleksandrova [2]. �to zaverxaet dokazatel~stvo. �

Dokazatel~stvo teoremy 1. Poluqennye apriornye ocenki (teoremy 5, 7, 11, 12, 13) pozvolØ¸t dokazat~ utverßdenie teoremy standartnym rassußdeniem, osnovannym na principe Lere- Xaudera (teorema 10.1, gl. IV [10]) i rezul~tatah o razreximosti lineænoæ zadaqi Dirihle (teorema 14). �

Zameqanie. Pri α = 0 teorema 1 daet tot ße rezul~tat, qto i teorema 7.1 [1].

Rabota podderßana grantom RFFI 02-01-00276.

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Obzor rezul~tatov po razreximosti kraevyh zadaq dlØ ravnomerno fflliptiqeskih i paraboliqeskih kvazilineænyh uravneniæ vtorogo porØdka, ime¸wih neograniqennye osobennosti. — Uspehi mat. nauk 41, ˝ 5 (1986), 59–83.

2. A. D. Aleksandrov, UsloviØ edinstvennosti i ocenki rexeniØ zadaqi Dirihle. — Vestnik Leningr. univ., Ser.1 18, ˝ 13 (1963), 5–29.

3. A. I. Nazarov, Ocenki maksimuma rexeniæ fflliptiqeskih i paraboliqeskih uravneniæ qerez vesovye normy pravoæ qasti. — Algebra i analiz 13, ˝ 2 (2001), 151–164.

4. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Zadaqa Dirihle dlØ kvazilineænyh fflliptiqeskih uravneniæ v oblastØh s gladkimi zamknutymi rebrami. — Problemy mat. analiza 21 (2000), 3-29.

5. O. A. LadyßenskaØ, N.N. Ural~ceva, Ob ocenkah max jux j dlØ rexeniæ kvazilineænyh fflliptiqeskih i paraboliqeskih uravneniæ obwego vida i teoremah suwestvovaniØ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 138 (1984), 90–107.

6. D. E. ApuxkinskaØ, A.I. Nazarov, Ocenki na granice oblasti gradienta rexeniØ nedivergentnogo paraboliqeskogo uravneniØ s “sostavnoæ” pravoæ qast~¸ i kofffficientami pri mladxih proizvodnyh. — Problemy mat. analiza 14 (1995), 3–27.

7. D. E. ApuxkinskaØ, A. I. Nazarov, Naqal~no-kraevaØ zadaqa s graniqnym usloviem VentcelØ dlØ nedivergentnyh paraboliqeskih uravneniæ. — Algebra i analiz 6, ˝ 6 (1994), 1–29.

�LLIPTIQESKA˚ ZADAQA DIRIHLE 33

8. O. V. Besov, V. P. Il~in, S. M. Nikol~skiæ, Integral~nye predstavleniØ funkciæ i teoremy vloßeniØ. Moskva, Nauka, 1996.

9. A. I. Nazarov, Lp-ocenki rexeniØ zadaq Dirihle i Neæmana dlØ uravneniØ teploprovodnosti v kline s rebrom proizvol~noæ korazmernosti. — Problemy mat. analiza 22 (2001), 126–159.

10. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Moskva, Nauka, 1973.

Apushkinskaya D. E. and Nazarov A. I. The elliptic Dirichlet problem in weight spaces.

The solvability of the Dirichlet problem for quasilinear elliptic secondorder equations of nondivergence form is studied in the weight spaces.

Postupilo 10 aprelØ 2002 g.

Universitet Saarlanda Saarbr¸kken, GermaniØ

e-mail: darya@math.uni-sb.de

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail: an@AN4751.spb.edu