Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

N. A. Vavilov

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY, SODERȷAWIH RASWEPIMY` MAKSIMAL^NY` TOR. II

Hors-d’oeuvre

V nastoØweæ rabote, ØvlØ¸weæsØ prodolßeniem [11], my zaverxaem dokazatel~stvo sledu¸wego rezul~tata, anonsirovannogo bez dokazatel~stva v [9], teorema 4. NumeraciØ paragrafov i vspomogatel~nyh utverßdeniæ prodolßaet numeraci¸ raboty [11].

1. Formulirovka osnovnogo rezul~tata. V nastoØweæ rabote

my zaverxim dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy.

Teorema. Pust~ K – pole harakteristiki otliqnoæ ot 2, so-

derßawee ne menee 9 fflementov. Togda v spinornoæ gruppe G = Spin(2l, K), l ¿ 3, imeet mesto standartnoe opisanie podgrupp, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor T = T (2l, K).

Napomnim, qto standartnoe opisanie sostoit v sledu¸wem. Zametim, preßde vsego, qto G = Spin(2l, K) predstavlØet soboæ odnosvØznu¸ gruppu Xevalle tipa Φ = D_l. DlØ kornØ α ∈ Φ oboznaqim qerez X_α sootvetstvu¸wu¸ kornevu¸ podgruppu, fflementarnu¸ otnositel~no T . Podgruppy X_α = {x_α(ξ), ξ ∈ K} sostoØt iz fflementarnyh kornevyh unipotentov x_α(ξ), ξ ∈ K. Tak kak l ¿ 3, a K ≁= F_2, F_3, to podgruppy X_α, α ∈ Φ, – ffto v toqnosti minimal~nye unipotentnye podgruppy v G, normalizuemye T . Pust~ S ⊆ Φ – kakoe-to zamknutoe podmnoßestvo korneæ v Φ. Poloßim G(S) = T ⟨X_α, α ∈ Φ⟩, po teoreme BorelØ–Titsa G(S) ne soderßit nikakih kornevyh podgrupp, krome teh, kotorye vhodØt tuda po opredeleni¸, t.e., esli X_β 6 G(S), to β ∈ S (sm. [3]). Nazovem podgruppy H, G(S) 6 H 6 N (S) = N_G(G(S)),

Avtor blagodarit proekty RFFI 01–01–00924 (SPbGU), 00–01–00441 (POMI RAN) i INTAS 00–566 za podderßku na zakl¸qitel~nom fftape raboty nad stat~eæ. 37

38 N. A. VAVILOV leßawie meßdu gruppoæ G(S) dlØ nekotorogo zamknutogo mnoßestva S i ee normalizatorom v G, standartnymi. Togda standartnoe opisanie utverßdaet, qto vse promeßutoqnye podgruppy H, T 6 H 6 G, standartny. �to uslovie moßno vyrazit~ ewe sledu¸wim obrazom. Pust~ H, T 6 H 6 G, promeßutoqnaØ podgruppa i S – zamknutoe mnoßestvo korneæ v Φ, sostoØwee iz teh korneæ α, dlØ kotoryh X_α 6 H. Togda standartnoe opisanie ffkvivalentno tomu, qto l¸baØ promeßutoqnaØ podgruppa H normalizuet sootvetstvu¸wu¸ gruppu G(S). V [11] standartnoe opisanie formulirovalos~ v terminah vvedennyh Boreviqem seteæ idealov. Seti deæstvitel~no neobhodimy pri perehode k kol~cam, no dlØ polØ ortogonal~nye D-seti v toqnosti sootvetstvu¸t zamknutym podmnoßestvam korneæ v D_l ili B_l.

2. OsnovnaØ redukciØ. Glavnym rezul~tatom pervoæ qasti na-

stoØweæ raboty bylo dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ ([11], Predloßenie 1). Zametim, qto v [11] rassmatrivalis~ takße neqetnomernye spinornye gruppy. Vse skazannoe vyxe o standartnom opisanii otnositsØ, koneqno, i k sluqa¸ podgrupp v Spin(2l + 1, K), l ¿ 3, kotorye ØvlØ¸tsØ odnosvØznymi gruppami Xevalle tipa B_l . DlØ neqetnomernyh spinornyh grupp analog teoremy toße veren, no plan ego dokazatel~stva soverxenno drugoæ. Kak i dlØ rassmotrennogo v [8] sluqaØ ortogonal~noæ gruppy, naibolee udobnyæ podhod sostoit v redukcii neqetnomernogo sluqaØ k qetnomernomu. V prodolßa¸weæ nastoØwu¸ rabotu stat~e E. A. Filippovoæ [30] ffta redukciØ provedena dlØ sluqaØ n = 4m + 1 i dlØ sluqaØ n = 4m + 3, −1 ∈ K^{∗2}. Bez predpoloßeniØ o tom, qto −1 ØvlØetsØ kvadratom v K, podobnaØ redukciØ v sluqae n = 4m + 3 trebuet gorazdo bolee trudnyh vyqisleniæ.

Predloßenie 1. Pust~ K – pole harakteristiki otliqnoæ ot

2, soderßawee ne menee 7 fflementov. Togda l¸baØ podgruppa v spinornoæ gruppe G = Spin(n, K), n ¿ 6, soderßawaØ raswepimyæ maksimal~nyæ tor T = T (n, K) i hotØ by odin netrivial~nyæ fflementarnyæ kornevoæ unipotent x_α(ε), α ∈ Φ, ε ∈ K^∗, standartna.

�tot rezul~tat svodit dokazatel~stvo teoremy k analizu kontr-primera, t.e. podgruppy v G, soderßaweæ T , ne soderßaweæsØ v ego normalizatore N = N_G(T ), i ne soderßaweæ netrivial~nyh fflementarnyh kornevyh unipotentov. V fftoæ qasti

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 39 my dokaßem, qto v usloviØh teoremy nikakogo kontr-primera ne suwestvuet, tak qto l¸baØ podgruppa v G, soderßawaØ T , libo soderßitsØ v N i, takim obrazom, standartna, libo soderßit kakoæ-to netrivial~nyæ kornevoæ unipotent i, znaqit, snova standartna po predloßeni¸ 1. �to znaqit, qto dlØ dokazatel~stva teoremy nam dostatoqno dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2. Pust~ K – pole harakteristiki otliqnoæ ot

2, soderßawee ne menee 13 fflementov. Togda v spinornoæ gruppe G = Spin(2l, K), l ¿ 3, ne suwestvuet soderßawih T = T (2l, K) podgrupp, ne soderßawihsØ v N = N_G(T ) i ne soderßawih netrivial~nyh kornevyh unipotentov.

Preßde, qem perehodit~ k dokazatel~stvu predloßeniØ 2, kotoroe, sobstvenno, i sostavlØet osnovnoe soderßanie nastoØweæ raboty, sdelaem neskol~ko istoriqeskih zameqaniæ (po povodu obwego konteksta, v kotorom nahoditsØ nastoØwaØ rabota, i dal~neæxih ssylok, sm. [23, 24, 29] i osobenno [9, 10, 48, 33]).

3. Istoriqeskie zameqaniØ. V sluqae algebraiqeski zamknuto-

go polØ teorema nastoØweæ raboty ØvlØetsØ qastnym sluqaem klassiqeskogo rezul~tata BorelØ i Titsa [3]. V sluqae koneqnogo osnovnogo polØ ona vytekaet iz rezul~tata Zeætca [37] (sm. takße [38–40], gde poluqeny znaqitel~no bolee obwie rezul~taty, otnosØwiesØ k sluqa¸ ne obØzatel~no raswepimogo maksimal~nogo tora).

Opisanie nadgrupp raswepimyh maksimal~nyh torov v rasxirennyh klassiqeskih gruppah Xevalle izvestno, pritom ne tol~ko nad polØmi, soderßawimi ne menee 7 fflementov, no i nad polulokal~nymi kol~cami:

• gruppa GL_n – [1, 2, 4];

• gruppa GSp_{2l} – [14];

• gruppa SO_n – [46, 8].

Analogiqnye rezul~taty dlØ obyqnyh grupp Xevalle okazalis~ znaqitel~no bolee trudnymi i do nedavnego vremeni byli izvestny lix~ dlØ poleæ, soderßawih ne menee 7 ili 13 fflementov:

• gruppa SL_n – [5, 34];

• gruppa Sp_{2l} – [14, 34, 9, 20].

40 N. A. VAVILOV

Edinyæ podhod dlØ rasxirennyh/obyqnyh grupp Xevalle, v tom qisle i iskl¸qitel~nyh tipov, osnovannyæ na vyqisleniØh s razloßeniem Br¸a, byl predloßen v [10, 12], sm. takße dal~- neæxie ssylki v [48, 49, 33]. Vaßnym dopolneniem k teoreme klassifikacii ØvlØetsØ teorema soprØßennosti, v prosteæxem variante utverßda¸waØ, qto T pronormal~na v G, sm. [47, 7, 10, 21]. Koæbaev issledoval, qto proishodit dlØ sovsem malen~kih poleæ, skaßem, dlØ F_3 , F_4 i F_5, sm., v qastnosti, [25–27]. Otmetim takße principial~no vaßnu¸ rabotu Platonova [36], polnost~¸ ili v znaqitel~noæ stepeni rexa¸wu¸ neskol~ko zadaq, sformulirovannyh v [10].

Rezul~tat dlØ gruppy Spin_n, dokazatel~stvo kotorogo my zaverxaem v nastoØweæ rabote, soderßalsØ v dissertacii avtora [6] (glava IV, §4 i §6) i byl anonsirovan v [9–11]. V to vremØ Ø ne opublikoval ni ffto dokazatel~stvo, ni drugoe dokazatel~stvo, kotorym Ø togda raspolagal, ispol~zu¸wee razloßenie Br¸a, tak kak nadeØlsØ, vo-pervyh, oslabit~ i dlØ neqetnogo n uslovie na pole do |K| ¿ 7, snØv pri fftom ograniqenie na harakteristiku, i, vo-vtoryh, poluqit~ analogiqnyæ rezul~tat dlØ grupp nad polulokal~nymi kol~cami. V dal~neæxem, v svØzi s otsutstviem progressa v rexenii fftih zadaq, Ø nadolgo utratil interes k fftoæ problematike.

4. Opory i nerv¸ry. Odnako v poslednie gody proizoxlo ne-

skol~ko vaßnyh prodvißeniæ v blizkih napravleniØh, i voznikli novye, znaqitel~no bolee obwie toqki zreniØ na vs¸ fftu problematiku, kotorye pozvolili radikal~no pereosmyslit~ strategi¸ dokazatel~stva podobnyh rezul~tatov i vselØ¸t uverennost~ v vozmoßnost~ polnogo rexeniØ fftih zadaq.

• V rabote [50] bylo obnarußeno, qto, s ispol~zovaniem rezul~tatov Timmesfel~da o poroßdenii kornevymi/kvadratiqnymi unipotentnymi podgruppami [42–45], a takße [35, 41], rezul~taty o nadgruppah maksimal~nyh torov v deæstvitel~nosti vyteka¸t iz gorazdo bolee obweæ (i gorazdo bolee prostoæ!) teoremy, utverßda¸weæ, qto v podgruppe, poroßdennoæ l¸bymi dvumØ nekommutiru¸wimi dlinnymi kornevymi torami, soderßitsØ unipotentnyæ fflement nebol~xogo vyqeta (‘geometriØ torov’). Takim obrazom, vyqisleniØ vo vseh gruppah Xevalle v deæstvitel~nosti svodØtsØ k sluqaØm Spin(8, K) ili Spin(10, K) (po povodu fftoæ redukcii sm. [16], dal~neæxie ssylki v [10] i

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 41 nedavnie raboty avtora i Nesterova).

• V vaßnom cikle rabot Dybkovoæ (sm., v qastnosti, [17– 20]) bol~xinstvo rezul~tatov o rasxirennyh gruppah dokazany v kontekste Bakovskih unitarnyh grupp GU (2l, R, Λ) nad formennym kol~com (R, Λ) (sm. ssylki v [32, 31]). Pri fftom harakteristika 2 voobwe ne igraet nikakoæ osoboæ roli. Posle fftih rabot stalo oqevidno, qto cenoæ dopolnitel~nyh tehniqeskih usiliæ moßno snØt~ osta¸wiesØ usloviØ na obratimost~ 2 i v rezul~tatah dlØ obyqnyh grupp Xevalle.

• V rabote [51] bylo poluqeno opisanie soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor podgrupp v SL_n nad polulokal~nym kol~- com s dostatoqno bol~ximi polØmi vyqetov. Kak okazalos~, ffto opisanie ne trebuet principial~no novyh ideæ, a moßet byt~ poluqeno za sqet qut~ bolee twatel~nogo analiza vyqisleniæ, otnosØwihsØ k sluqa¸ polØ. Net somneniØ, qto i rezul~taty nastoØweæ raboty mogut byt~ tem ße metodom obobweny na (poqti) proizvol~nye kommutativnye polulokal~nye kol~ca.

• Kak vyØsnilos~ v samoe poslednee vremØ, estestvennoæ kombinatornoæ strukturoæ, otveqa¸weæ za nadgruppy maksimal~- nogo tora T , v tom ße smysle, v kotorom razloßenie Br¸a otveqaet za nadgruppy B, ØvlØetsØ razloßenie na melkie kletki Br¸a, t.e. neprivodimye komponenty pereseqeniæ kletok Br¸a B_1wB_2 otveqa¸wih vsevozmoßnym vyboram borelevskih podgrupp B_1, B_2 ¿ T (sm., naprimer, [15]). Pri fftom vse detali dokazatel~stv v rabotah [1, 2, 5, 8, 10, 14, 46] i nastoØweæ rabote, v qastnosti, rol~ matric s nulØmi, poØvlenie minorov vtorogo porØdka, vozniknovenie iskl¸qeniæ, etc., poluqili estestvennoe ob¨Øsnenie, sm., v qastnosti, [52].

RazumeetsØ, poka vse ffti raboty ne dovedeny do okonqatel~- nyh formulirovok v estestvennoæ obwnosti, no za nimi uße prosmatriva¸tsØ kontury gorazdo bolee veliqestvennogo soorußeniØ, qem ffto predstavlØlos~ 15 let nazad. Pofftomu Ø rexil opublikovat~ nastoØwu¸ rabotu, soderßawu¸ neskol~ko vaßnyh vyqislitel~nyh tr¸kov, kak osnovu dlØ vozmoßnyh obobweniæ.

Soderßanie §5 nastoØweæ raboty vosproizvodit dokazatel~- stva Lemm 19 i 26 Glavy IV dissertacii [6], a soderßanie §6 ØvlØetsØ neznaqitel~noæ pererabotkoæ osnovnoæ qasti §6 toæ ße

42 N. A. VAVILOV glavy. Vmeste s rabotami [8, II] i [13] nastoØwaØ rabota praktiqeski zaverxaet publikaci¸ dokazatel~stv vseh osnovnyh rezul~tatov dissertacii [6], i, vmeste s tem, vseh rezul~tatov, anonsirovannyh v [9]. Edinstvennyæ krupnyæ fragment dokazatel~stv, kotoryæ vse ewe ostaetsØ neopublikovannym, ffto qast~ Glavy V, otnosØwaØsØ k nadgruppam subsystem subgroups v simplektiqeskoæ gruppe. V to vremØ kak [8, II] i [13] predstavlØ¸t soboæ publikaci¸ tekstov, izgotovlennyh bolee 10 let nazad, bez kakih-libo izmeneniæ, as is, tekst nastoØweæ raboty polnost~¸ napisan v 2001–2002 godah. V svØzi s fftim qut~ modernizirovan Øzyk i poØsneny nekotorye detali, kotorye v 1986–1987 godah predstavlØlis~ mne oqevidnymi. V to ße vremØ, koneqno, Ø ne rassmatrival vozmoßnost~ kardinal~noæ pererabotki samogo dokazatel~stva v svete pereqislennyh vyxe bolee obwih podhodov.

5. Naibolee vaßnye oboznaqeniØ. V dal~neæxem vse vyqisle-

niØ budut proizvodit~sØ ne na Øzyke grupp Xevalle, a v matricah, priqem daße ne v spinornom, a v vektornom predstavlenii. �to znaqit, qto vs¸du vmesto samoæ spinornoæ gruppy G = Spin(n, K) my budem rassmatrivat~ ee faktor-gruppu Γ = Ω(n, K) po {±1}, a vmesto tora T – ego obraz Δ = Δ(n, K) 6 Γ. Poloßim n = 2l, esli n qetno i n = 2l + 1, esli n neqetno, i zanumeruem stroki i stolbcy matric iz Γ sledu¸wim obra- zom: 1, . . . , l, −l, . . . , −1 v pervom sluqae i 1, . . . , l, 0, −l, . . . , −1 vo vtorom. Po opredeleni¸ gruppa Ω(n, K), kotoru¸ K-teoretiki obyqno nazyva¸t EO(n, K), poroßdena vsemi fflementarnymi ortogonal~nymi transvekciØmi T_{ij} (ξ) = T_{−j,−i}(−ξ) = t_{ij}(ξ)t_{−j,−i}(−ξ) = e + ξe_{ij} − ξe_{−j,−i}, gde i, j ≠ 0, i ≠ ±j, ξ ∈ K, (fflementarnye dlinnye kornevye unipotenty) i, v sluqae neqetnogo n, T_{i0}(ξ) = T_{0,−i}(−ξ) = e + ξe_{i0} − 2ξe_{0,−i} − ξ^2e_{i,−i}, gde i ≠ 0, ξ ∈ K, (fflementarnye dlinnye kornevye unipotenty).

Ee diagonal~naØ podgruppa Δ soderßit, v qastnosti, sledu- ¸wie matricy:

• Mikrovesovye fflementy tipa ω̄_1, ime¸wie vid D_i(ε) = e + (ε − 1)e_{ii} + (ε^{−1} − 1)e_{−i,−i},

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 43 dlØ i ≠ 0 i ε ∈ K^{∗2}. DlØ neqetnogo n matrica D_i(ε^2) predstavlØet soboæ korotkiæ kornevoæ poluprostoæ fflement h_{ei} (ε).

• Dlinnye kornevye poluprostye fflementy D_{ij} (ε) = D_i(ε)D_j (ε), i, j ≠ 0, i ≠ ±j, ε ∈ K^∗, kotorye vsegda prinadleßat Δ.

• Vesovye fflementy tipa ω̄_l, ime¸wie vid D(ε) = diag(ε, . . . , ε, ε^{−1} . . . , ε^{−1}) v sluqae qetnogo n (v fftom sluqae ffto mikrovesovye fflementy) i vid D(ε) = diag(ε, . . . , ε, 1, ε^{−1} . . . , ε^{−1}) v sluqae neqetnogo n. I v tom i v drugom sluqae koliqestvo ε i koliqestvo ε^{−1} ravno l, tak qto prinadleßnost~ fftih fflementov gruppe Δ opredelØetsØ qetnost~¸ l. A imenno, pri qetnom l matricy D(ε) vsegda prinadleßat Δ, a pri neqetnom l oni prinadleßat Δ, tol~ko esli ε ∈ K^{∗2}. Imenno ffto obstoØtel~stvo delaet analiz sluqaØ n = 4m + 3 znaqitel~no bolee trudnym po sravneni¸ so sluqaem n = 4m + 1.

• V sluqae neqetnogo l – matricy D^i(ε) = D(ε)D_i(ε^{−1}), gde ε ∈ K^∗. Izobrazim dlØ primera matricu D^1(ε), kotoraØ tol~ko i budet ispol~zovat~sØ v nastoØweæ rabote: D^1(ε) = diag(1, ε, . . . , ε, ε^{−1} . . . , ε^{−1}, 1). §5. Matricy s dvumØ nulØmi

V nastoØwem paragrafe my prodolßaem sqitat~, qto n = 2l ¿ 6, |K| ¿ 7, 2 ∈ K^∗, a X – kontr-primer, t.e. podgruppa v Γ, soderßawaØ Δ, ne soderßawaØsØ v N_Γ(Δ) i ne soderßawaØ netrivial~nyh fflementarnyh ortogonal~nyh transvekciæ. Zametim, qto tak kak Spin(6, K) ∼= SL(4, K), a dlØ gruppy SL(4, K) bolee sil~- nyæ rezul~tat o nadgruppah maksimal~nogo tora uße dokazan v [5, IV], v deæstvitel~nosti my moßem vs¸du sqitat~, qto l ¿ 4. Inogda my budem ispol~zovat~ ffto uprowa¸wee predpoloßenie, qtoby neskol~ko sokratit~ dokazatel~stva.

V fftom paragrafe my pokaßem, qto l¸baØ nemonomial~naØ matrica iz kontr-primera soderßit oqen~ malo nulevyh fflementov. Toqnee, naxeæ cel~¸ zdes~ ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu- ¸wego rezul~tata.

44 N. A. VAVILOV

Predloßenie 3. Esli matrica a ∈ X soderßit hotØ by dva

nulevyh fflementa v kakoæ-to stroke ili kakom-to stolbce, to ona monomial~na.

DlØ dokazatel~stva fftogo rezul~tata my snaqala rassmotrim ego qastnyæ sluqaæ, kogda nuli v matrice a raspoloßeny na simmetriqnyh mestah.

1. Monomial~nye kornevye poluprostye fflementy. DlØ vseh

grupp Xevalle kornevye poluprostye fflementy, soderßawiesØ v normalizatore maksimal~nogo tora, byli izuqeny v rabote Zalesskogo [22]. Nam budem dostatoqno sledu¸wih prostyh utverßdeniæ, kotorye srazu vyteka¸t iz vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ monomial~noæ matricy po ciklennomu tipu sootvetstvu¸weæ perestanovki. Zdes~ qerez d_i(ε) = e + (ε − 1)e_{ii}, ε ∈ K^∗, oboznaqaetsØ psevdootraßenie, qerez t_{ij}(ξ) = e + ξe_{ij} , i ≠ j, – obyqnaØ lineænaØ transvekciØ, a qerez w_{ij}(ε) = t_{ij}(ε)t_{ji}(−ε^{−1})t_{ij} (ε) i ~w_{ij}(ε) = d_j(−1)w_{ij}(ε) – pod¨emy transpoziciæ v SL_n i GL_n, sootvetstvenno. Dalee, oboznaqim qerez d_{ij}(ε) = d_i(ε)d_j (ε^{−1}), i ≠ j, ε ∈ K^∗, poluprostoæ kornevoæ fflement v SL_n. Napomnim, qto D_r (ε^2) = d_{r,−r}(ε^2) ØvlØetsØ korotkim poluprostym kornevym fflementom v SO(2l+1, K). Sledu¸wee prostoe utverßdenie – ffto Lemma 5 raboty [5, III].

Lemma 15. Esli dlØ nekotoryh x ∈ GL(n, K), i ≠ j, ε ≠ 0 matrica

y = xd_{ij}(ε)x^{−1} monomial~na, no ne diagonal~na, to imeet mesto odna iz sledu¸wih vozmoßnosteæ:

A) ε^4 = 1 i y = w_{kl}(η);

B) ε^3 = 1 i y = w_{kl}(η)w_{lm} (θ);

C) ε = −1 i y = ~w_{kl}(η)d_m(−1) ili y = ~w_{kl}(η) ~w_{mp}(θ).

Ots¸da srazu vytekaet

Lemma 16. Esli dlØ nekotoryh x ∈ Ω(2l, K) i ε ≠ 0, ε^4 ≠ 1, ma-

trica xD_r (ε^2)x^{−1} monomial~na, to ona diagonal~na.

Dokazatel~stvo. Transpozicii (ij) i 3-cikly (ijk) ne leßat v

gruppe VeælØ W_Γ = Oct_l, qto iskl¸qaet sluqai A) i B) predyduweæ lemmy, a sluqaæ C) iskl¸qaetsØ tem, qto po uslovi¸ (ε^2)^2 ≠ 1.

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 45 Sledu¸wiæ ortogonal~nyæ analog lemmy 15 takße momental~no vytekaet iz vyqisleniØ sobstvennyh znaqeniæ monomial~noæ matricy (dlØ sluqaØ, kogda ε^4, ε^3 ≠ 1, on dokazan v [22]).

Lemma 17. Esli dlØ nekotoryh x ∈ SO(n, K), i ≠ ±j, i, j ≠ 0,

ε ≠ 0 dlinnyæ kornevoæ poluprostoæ fflement y = xD_{ij}(ε)x^{−1} monomialen, to pri ε^4, ε^3 ≠ 1 on diagonalen. Esli y monomialen i vypolnØetsØ odno iz sledu¸wih treh usloviæ A) ε^4 = 1, ε ≠ −1 i

n ¿ 5; B) ε^3 = 1 i n ¿ 7; C) ε = −1 i n ¿ 9, to v y est~ stroka,

sovpada¸waØ s sootvetstvu¸weæ strokoæ ediniqnoæ matricy.

Tak kak my hotim v dal~neæxem bez razdumiæ zamenØt~ matricu a iz kontr-primera na l¸boæ kornevoæ fflement b = aD_{rs}(ε)a^{−1}, ε ≠ 0, ±1, to nam udobno budet predpolagat~, qto

n ¿ 8. V fftom sluqae iz lemmy sleduet, qto esli b monomia-

len, to v nem vsegda est~ stroka sovpada¸waØ s sootvetstvu¸weæ strokoæ ediniqnoæ matricy. Kak uße zameqeno vyxe, my moßem ffto sdelat~, tak kak dlØ n = 6 naxa teorema uße dokazana v [5]. Koneqno, cenoæ neznaqitel~nyh dopolnitel~nyh usiliæ my mogli by ohvatit~ i sluqaæ n = 6, no, po suwestvu, ffto svelos~ by prosto k perepisyvani¸ rassußdeniæ raboty [5] s zamenoæ vektornogo predstavleniØ na bivektornoe.

2. Matricy s dvumØ nulØmi na simmetriqnyh mestah. Naq-

nem s samogo prostogo sluqaØ. Pust~, kak vsegda, a = (a_{ij}) ∈ X, a a^{−1} = (a^′_{ij} ).

Lemma 18. Pust~ v matrice a ∈ X imeem apr = ap,−r = 0 dlØ

nekotorogo r ≠ 0. Togda a_{ir} a^′_{rj} = a_{i,−r}a^′_{−r,j} = 0 dlØ vseh i ≠ j.

Dokazatel~stvo. Tak kak |K| ¿ 7, to moßno vybrat~ ε ∈ K^∗

takoe, qto ε^4 ≠ 1. Uslovie na matricu a pokazyvaet, qto p-Ø stroka matricy b(ε) = aD_r (ε^2)a^{−1} ∈ X sovpadaet s p-æ strokoæ ediniqnoæ matricy. Tem samym, gruppa H = ⟨Δ, b(ε)⟩ privodima i, sledovatel~no, standartna po lemme 11. Esli by b(ε) ne byla monomial~noæ, ffto oznaqalo by, qto v gruppe H 6 X est~ netrivial~naØ fflementarnaØ ortogonal~naØ transvekciØ, qto protivoreqit opredeleni¸ kontr-primera. Takim obrazom, matrica b(ε) monomial~na i, znaqit, diagonal~na, po lemme 16. Takim obrazom,

b(ε)_{ij} = a_{ir}(ε^2 − 1)a^′_{rj} + a_{i,−r}(ε^{−2} − 1)a^′_{−r,j} = 0

46 N. A. VAVILOV dlØ vseh i ≠ j. Matrica b(ε^{−1}) = b(ε)^{−1} diagonal~na vmeste s b(ε), tak qto snova

b(ε^{−1})_{ij} = a_{ir}(ε^{−2} − 1)a^′_{rj} + a_{i,−r}(ε^2 − 1)a^′_{−r,j} = 0

dlØ vseh i ≠ j. Utverßdenie lemmy srazu vytekaet teper~ iz togo, qto opredelitel~ poluqivxeæsØ sistemy raven

ε^{−4}(ε^2 − 1)^2(ε^4 − 1) ≠ 0.

Lemma 19. Pust~ v kakoæ-to stroke ili kakom-to stolbce ma-

tricy a ∈ X vsego odin nenulevoæ fflement. Togda matrica a monomial~na.

Dokazatel~stvo. Pust~, skaßem, apj = 0 dlØ vseh j ≠ q. Togda

po predyduweæ lemme a_{ir}a^′_{rj} = 0 dlØ vseh i ≠ j i vseh r ≠ ±q. V stolbce matricy a s nomerom r est~ hotØ by odin nenulevoæ fflement, skaßem, a_{hr} ≠ 0. �to znaqit, qto a^′_{rj} = 0 dlØ vseh j ≠ h. �to znaqit, qto vo vseh strokah matricy a^{−1}, krome, byt~ moßet, strok s nomerami ±q, ne bol~xe odnogo nenulevogo fflementa. V silu ortogonal~nosti to ße verno dlØ stolbcov matricy a. Teper~ takoe ße rassußdenie s zamenoæ strok na stolbcy pokazyvaet, qto ffto verno i dlØ strok matricy a. Voz~mem dva l¸byh indeksa h, k takih, qto vse xest~ indeksov ±h, ±k, ±q poparno razliqny (napomnim, qto n ¿ 6). ˚sno, qto vse qetyre nenulevyh fflementa matricy a v strokah s nomerami ±h, ±k ne mogut koncentrirovat~sØ v q-m i (−q)-m stolbcah (inaqe matrica a byla by vyroßdennoæ), pofftomu dlØ kakogo-to indeksa i = ±h, ±k oba fflementa a_{iq} i a_{i,−q} nulevye, tak qto my moßem snova primenit~ predyduwu¸ lemmu i zakl¸qit~, qto a_{iq}a^′_{qj} = a_{i,−q}a^′_{−q,j} = 0. Takim obrazom, a_{ir}a^′_{rj} = 0 dlØ vseh r, no ffto i znaqit, qto a monomial~na.

Lemma 20. Pust~ v matrice a ∈ X imeem apr = ap,−r = 0 dlØ

nekotorogo r ≠ 0. Togda matrica a monomial~na.

Dokazatel~stvo. Po lemme 18 imeem aira^′_{rj} = 0 dlØ vseh i ≠ j.

V stolbce matricy a s nomerom r est~ hotØ by odin nenulevoæ fflement, skaßem, a_{hr} ≠ 0. Togda a^′_{rj} = 0 dlØ vseh j ≠ h, i my moßem primenit~ k a^{−1} ∈ X predyduwu¸ lemmu.

Rez¸miruØ soderßanie dvuh poslednih punktov, my poluqaem osnovnoæ instrument dokazatel~stva.

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 47

Lemma 21. Esli a ∈ X i dlØ nekotorogo ε ≠ 0, ±1 matrica b =

aD_{rs}(ε)a^{−1} monomial~na, to sama matrica a monomial~na.

Dokazatel~stvo. Po lemme 17 kakaØ-to stroka matricy b, ska-

ßem, stroka s nomerom h, sovpadaet s sootvetstvu¸weæ strokoæ ediniqnoæ matricy. VyraßaØ ravenstvo b_{hj} = δ_{hj} qerez kofffficienty matric a i a^{−1}, poluqim (a_{ir}a^′_{rj} + a_{is}a^′_{sj})(ε − 1) + (a_{i,−r}a^′_{−r,j} + a_{i,−s}a^′_{−s,j})(ε^{−1} − 1) = 0. Esli teper~ ne vse kofffficienty a_{hr} , a_{hs}, a_{h,−r}, a_{h,−s} nulevye, to stroki matricy a^{−1} s nomerami ±r, ±s lineæno zavisimy, qto nevozmoßno. Pofftomu na samom dele vse pereqislennye fflementy nulevye, i k matrice a moßno primenit~ lemmu 20 i zakl¸qit~, qto ona monomial~na.

Teper~ u nas vse gotovo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo predloßeniØ 3.

3. Dokazatel~stvo predloßeniØ 3. Vvidu lemmy 20 nam osta-

los~ lix~ rassmotret~ sluqaæ, kogda nuli v kakoæ-to stroke ili kakom-to stolbce matricy a raspoloßeny na nesimmetriqnyh mestah. Pust~, naprimer, a_{p,−r} = a_{p,−s} = 0 dlØ nekotoryh r ≠ ±s. Dokaßem, qto i v fftom sluqae matrica a monomial~- na. DlØ fftogo voz~mem ε ∈ K^∗ i rassmotrim dlinnyæ kornevoæ poluprostoæ fflement b = b(ε) = aD_{rs}(ε)a^{−1}. Tak kak v silu ortogonal~nosti a^′_{r,−p} = a^′_{s,−p} = 0, to dlØ l¸bogo ε avtomatiqeski b_{p,−p} = 0. Pri fftom b_{pp} = 1 + (ε − 1)(a_{pr} a^′_{rp} + a_{ps}a^′_{sp}) i pofftomu ravenstvo b_{pp} = 0 predstavlØet soboæ lineænoe uravnenie otnositel~no ε, rexenie kotorogo η vsegda otliqno ot 1. Esli, krome togo, λ = a_{pr}a^′_{rp} + a_{ps}a^′_{sp} otliqno ot 1 i 1/2, to η ≠ 0, ±1. V fftom sluqae k matrice b = b(η) moßno primenit~ lemmu 20 i zakl¸- qit~, qto ona monomial~na. No togde po lemme 21 vmeste s neæ monomial~na i matrica a. �to znaqit, qto nam ostalos~ lix~ rassmotret~ sluqai λ = 1, 1/2.

Esli λ = 1/2, to, tak kak b(−1)_{pp} = b(−1)_{p,−p} = 0, to matrica b(−1) monomial~na. Tak kak n ¿ 6, ffto oznaqaet, qto naædetsØ takoe q ≠ ±p, qto b(−1)_{pq} = b(−1)_{p,−q} = 0, t.e., inymi slovami, a_{pr}a^′_{rj} + a_{ps}a^′_{sj} = 0 dlØ j = ±q. No togda dlØ l¸bogo ε v matrice b(ε) imeem b(ε)_{pq} = b(ε)_{p,−a} = 0 i my moßem doslovno povtorit~ rassußdenie iz predyduwego abzaca dlØ matricy b = b(ε), gde ε ≠ 0, ±1.

48 N. A. VAVILOV

Pust~, nakonec, λ = 1. V fftom sluqae b(ε)_{pp} = ε. Voz~mem η ≠ 0, 1 (v dal~neæxem nam pridetsØ naloßit~ na η ewe odno ograniqenie) i fiksiruem l¸boe θ ∈ K^{∗2} takoe, qto θ ≠ 1. Pri θη − θ − η ≠ 0 uslovie, qto pervye stroki matric b(ε)D_p(θ) i b(η) proporcional~ny, predstavlØet soboæ lineænoe uravnenie otnositel~no ε, rexenie kotorogo ravno ε = −η(θη − θ − η)^{−1}. ˚sno, qto avtomatiqeski ε ≠ 0, 1. Takim obrazom, my zapretili ewe odno znaqenie dlØ η, a imenno, η = θ(θ − 1)^{−1}. Teper~ v matrice c = c(θ, η) = b(ε)D_p(θ)b(η^{−1}) ∈ X stroka s nomerom p proporcional~na sootvetstvu¸weæ stroke ediniqnoæ matricy. Takim obrazom, my popali v usloviØ lemmy 11 i moßem zakl¸qit~, qto matrica c monomial~na. V qastnosti, c_{ip} = 0 dlØ vseh i ≠ p. VyraßaØ c_{ip} qerez fflementy matric a i a^{−1}, poluqim c(θ, η)_{ip} =(1 − η)(θ − 1) ( η^2(η + θ)A_{ip} + (θ − η^2)(θη − θ − η)B_{ip}+ η^2b(η^{−1})_{−p,p}A_{i,−p} + η(θη − θ − η)b(η^{−1})_{−p,p}B_{i,−p} ) , gde my dlØ kratkosti poloßili A_{ij} = A^{rs}_{ij} = a_{ir}a^′_{rj} + a_{is}a^′_{sj} , B_{ij} = B^{−r,−s}_{ij} = a_{i,−r}a^′_{−r,j} + a_{i,−s}a^′_{−s,j}. Rassmotrim teper~ ravenstva c(θ, η)_{ip} = 0 pri vseh dopustimyh znaqeniØh θ i η kak sistemu lineænyh uravneniæ otnositel~no A_{ip}, B_{ip}, A_{i,−p}, B_{i,−p}. Tak kak imeetsØ po kraæneæ mere 2 dopustimyh znaqeniØ θ i po kraæneæ mere 4 dopustimyh znaqeniØ η (napomnim, qto |K| ¿ 7), to ffta sistema pereopredelena i nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto libo b(η^{−1})_{−p,p} toßdestvenno ravno 0, libo rang fftoæ sistemy raven 4. V l¸bom sluqae A_{ip} = B_{ip} = 0. Poskol~ku ffto verno dlØ l¸bogo i ≠ p, to v matrice b = b(ε) dlØ l¸bogo ε ≠ 0 imeem b_{ip} = b_{−i,p} = 0 i my snova moßem primenit~ lemmu 20 i zakl¸qit~, qto b monomial~na. Esli, krome togo, ε ≠ ±1, to po lemme 21 vmeste s neæ monomial~na i matrica a, qto i zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ 3.

§6. Dokazatel~stvo predloßeniØ 2

Teper~ u nas vse gotovo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo predloßeniØ 2 i, tem samym, osnovnoæ teoremy v predpoloßenii n = 2l ¿ 6, |K| ¿ 13, 2 ∈ K^∗. K soßaleni¸, avtoru ne udalos~ pridumat~ edinogo sposoba poluqeniØ dvuh nuleæ v matrice iz kontr-primera, pofftomu nam pridetsØ rassmotret~ otdel~no dva

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 49 sluqaØ, v zavisimosti ot qetnosti l. Vproqem, ne iskl¸qeno, qto ffto razliqie svØzano s suwestvom dela, tak kak absol¸tnyæ centr gruppy Spin(2l, K) ØvlØetsØ cikliqeskoæ gruppoæ porØdka 4 dlØ neqetnogo l i izomorfen Vierergruppe dlØ qetnogo l. My prodolßaem analiz kontr-primera X.

1. Matricy aD(ε)a^{−1}. V fftom punkte dostatoqno predpolagat~,

qto |K| ¿ 7. Pust~ a ∈ X – nemonomial~naØ matrica. Predpoloßim, qto vypolnØetsØ po kraæneæ mere odno iz sledu¸wih usloviæ: l = 2m ili ε ∈ K^{∗2}. Rassmotrim matricu a(ε) = aD(ε)a^{−1}, prinadleßawu¸ X vmeste s a (v samom dele, D(ε) ∈ Δ(2l, K) tak kak l qetno). Poloßim λ_{ij} = ∑ a_{ih}a^′_{hj} = δ_{ij} − ∑ a_{i,−h}a^′_{−h,j} , zdes~ i dalee vse summy berutsØ po h = 1, . . . , l. V qastnosti, v silu ortogonal~nosti, λ_{i,−i} = −λ_{i,−i}. Tem samym, dlØ fflementov matricy a(ε) imeem a(ε)_{ij} = ε^{−1} + (ε − ε^{−1})λ_{ii}, j = i, (ε − ε^{−1})λ_{ij}, j ≠ ±i, 0, j = −i. My vidim, qto dlØ l¸byh dvuh ε, η vse nediagonal~nye fflementy matric a(ε) i a(η) proporcional~ny s odnim i tem ße kofffficientom proporcional~nosti μ = (ε − ε^{−1})(η − η^{−1})^{−1}.

Lemma 22. Esli v matrice a(ε), ε ≠ 0, ±1, v kakoæ-to pozicii

(p, q), p ≠ −q, imeem a(ε)_{pq} = 0, to a monomial~na.

Dokazatel~stvo. V samom dele, tak kak, krome togo, a(ε)p,−p = 0,

to matrica a(ε) monomial~na po lemme 20. No togda legko videt~, qto a(ε) diagonal~na. Deæstvitel~no, tak kak n ¿ 6, naædutsØ takie i ≠ ±j, qto a(ε)_{ij} = a(ε)_{i,−j} = 0. V silu ε ≠ ±1 ffto oznaqaet, qto λ_{ij} = λ_{i,−j} = 0, tak qto a(η)_{ij} = a(η)_{i,−j} = 0 dlØ vseh η ≠ 0. �to znaqit, qto vse matricy a(η), η ≠ 0, monomial~ny. No ved~ dlØ fiksirovannogo i = 1, . . . , −1 ravenstvo a(η)_{ii} = 0 predstavlØet soboæ kvadratnoe uravnenie otnositel~no η, kotoroe imeet ne bolee dvuh korneæ. Tak kak pole K soderßit po kraæneæ mere 7 fflementov, to η, ne ØvlØ¸wiesØ kornØmi fftogo uravneniØ, poroßda¸t K^∗. �to znaqit, qto a(θ)_{ii} ≠ 0 dlØ vseh θ ≠ 0. Poskol~- ku ffto rassußdenie verno dlØ vseh i, vse matricy a(θ), θ ≠ 0,

50 N. A. VAVILOV diagonal~ny. Tak kak matrica a(ε) diagonal~na i soprØßena s D(ε), to ona soprØßena s D(ε) uße pri pomowi monomial~noæ matricy. Inymi slovami, naædetsØ takaØ matrica w ∈ N_Γ(T ), qto aD(ε)a^{−1} = w^{−1}D(ε)w. �to znaqit, qto waD(ε) = D(ε)wa, tak qto z = wa ØvlØetsØ bloqnoæ matriceæ tipa (l, l). Tak kak l ¿ 3, matrica a = w^{−1}z imeet v kaßdoæ stroqke po kraæneæ mere 3 nulØ i, sledovatel~no, monomial~na po predloßeni¸ 3. Lemma dokazana.

2. Sluqaæ l = 2m. V fftom punkte my predpolagaem, qto |K| ¿ 9.

Kak zameqeno v naqale punkta 1, nediagonal~nye fflementy matric a(η) i a(ε)^{−1} = a(ε^{−1}) proporcional~ny s odnim i tem ße kofffficientom proporcional~nosti, tak qto v matrice b = a(ε)D(θ)a(η) dlØ l¸bogo θ ≠ 0 i vseh i imeem b_{i,−i} = 0. V samom dele, to, qto diagonal~nye fflementy matric a(η) i a(ε)^{−1} ne ØvlØ¸tsØ proporcional~nymi s tem ße kofffficientom, ne igraet nikakoæ roli, tak kak pri umnoßenii i-æ stroki matricy a(ε)D(θ) na (−i)-æ stolbec matricy a(η) oni umnoßa¸tsØ na nulevye fflementy a(ε)_{i,−i} = a(η)_{i,−i} = 0. Nam ostalos~ ewe proverit~, qto vybiraØ θ ≠ ±1 moßno poluqit~ v matrice b ewe hotØ by odin nol~. Togda v matrice b budet dva nulevyh fflementa v odnoæ stroke i my smoßem primenit~ k neæ predloßenie 3 i zakl¸qit~, qto b monomial~na.

Fiksiruem teper~ nekotorye p ≠ ±q i rassmotrim kofffficient b_{pq}. Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet, qto

b_{pq} = (1 − θ^{−1}) ( θ ∑ a(ε)_{ph}a(η)_{hq} − ∑ a(ε)_{p,−h}a(η)_{−h,q} ) . Ostalos~ proverit~, qto moßno vybrat~ ε i η tak, qtoby θ, obrawa¸wee fftot kofffficient v 0, bylo otliqno ot ±1, t.e. ∑ a(ε)_{ph} a(η)_{hq} ≠ ± ∑ a(ε)_{p,−h}a(η)_{−h,q} . No ffto soverxenno Øsno. Delo v tom, qto pri fiksirovannom η ≠ 0, ±1 kaßdoe iz fftih ravenstv predstavlØet soboæ uravnenie vtoroæ stepeni otnositel~no ε (v samom dele, po Lemme 22 imeem a(η)_{ij} ≠ 0 dlØ vseh i ≠ −j, a starxiæ kofffficient i svobodnyæ qlen fftogo ravenstva otliqa¸tsØ na a(η)_{pq} ). �to znaqit, qto zaprewaØ dlØ ε znaqeniØ 0, ±1 i ewe ne bolee qetyreh znaqeniæ, my moßem sqitat~, qto θ ≠ ±1. Takim obrazom, snova v matrice z est~ po kraæneæ mere dva nulØ i, znaqit, po predloßeni¸ 3 ona

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 51 monomial~na. Nam ostalos~ pokazat~, qto ffto vleqet uravneniØ na kofffficienty ishodnoæ matricy a, iz kotoryh vytekaet, qto togda i sama a toße monomial~na (tak kak ε i η v predxestvu¸- wem rassußdenii poqti l¸bye).

V samom dele, qto, naprimer, oznaqaet ravenstvo z_{pr} = 0 pri r ≠ p, q? �to znaqit, qto ∑ a(ε)_{ph}a(η)_{hr} ∑ a(ε)_{pq} a(η)_{hq} = ∑ a(ε)_{p,−h}a(η)_{−h,r} ∑ a(ε)_{p,−h}a(η)_{−h,q} . PrivodØ k obwemu znamenatel¸ i sokrawaØ na ε − ε^{−1}, poluqim kvadratnoe uravnenie otnositel~no ε, starxiæ kofffficient i svobodnyæ qlen kotorogo otliqa¸tsØ na a(η)_{pr} ∑ λ_{p,−h}a(η)_{−h,q} − a(η)_{pq} ∑ λ_{p,−h}a(η)_{−h,r} . Teper~ vzØv r i q raznyh znakov i sokrawaØ na η − η^{−1}, poluqaem kvadratnoe uravnenie otnositel~no η, starxiæ kofffficient i svobodnyæ qlen kotorogo otliqa¸tsØ na ±λ_{pr} λ_{pq} . Takim obrazom, esli λ_{pr} λ_{pq} ≠ 0, to naædutsØ takie ε i η, qto z_{pr} ≠ 0, qto nevozmoßno. Pofftomu na samom dele λ_{pr} = 0 ili λ_{pq} = 0, qto po lemme 22 oznaqaet, qto a monomial~na.

3. Sluqaæ l = 2m+1. V fftom punkte my predpolagaem, qto |K| ¿

13. To, qto nax rezul~tat prodolßaet ostavat~sØ vernym takße dlØ poleæ F_9 i F_{11} trebuet neskol~ko bolee detal~nogo analiza uravneniæ na η, provedennogo v [30]. Kak i vyxe, rassmotrim matricu b(ε^2) = aD(ε^2)a^{−1}, prinadleßawu¸ X vmeste s a. Kak my uße znaem, b(ε^2)_{i,−i} = 0. Tak kak l neqetno, dlØ l¸bogo θ ∈ K^∗ matrica D^1(θ) = D(θ)D_1 (θ^{−1}), ravnaØ diag(1, θ, . . . , θ, θ^{−1} . . . , θ^{−1}, 1), prinadleßit Δ. Teper~ toqno po toæ ße priqine, qto i v predyduwem sluqae, v matrice z = b(ε^2)D^1(θ)b(η^2) dlØ l¸byh θ i i imeem z_{i,−i} = 0. Pokaßem teper~, qto moßno vybrat~ θ tak, qtoby v p-æ stroke matricy z byl hotØ by ewe odin nulevoæ fflement. V samom dele, pri q ≠ ±1, ravenstvo z_{pq} = 0 imeet (posle sokraweniØ na 1 − θ^{−1}) vid θ ∑ b(ε^2)_{ph}b(η^2)_{hq} − ∑ b(ε^2)_{p,−h}b(η^2)_{−h,q} = 0,

52 N. A. VAVILOV gde summy berutsØ ne po h = 1, . . . , l, kak vyxe, a po h = 2, . . . , l. �to ravenstvo ØvlØetsØ lineænym uravneniem otnositel~no θ. Zametim, preßde vsego, qto obe summy v fftom ravenstve ne obrawa¸tsØ v 0 odnovremenno. V samom dele, esli by ffto bylo tak, to v matrice c = b(e^2η^2) my imeli by c_{pp}c_{pq} = 0, otkuda sledovalo by, qto c monomial~naØ. No neobrawenie v 0 odnoæ iz summ (toæ, kotoraØ ne soderßit qlen b(η^2)_{qq} ) ne zavisit ot η, a vtoroæ – zavisit. Teper~ esli, skaßem, q > 0 (dlØ q < 0 rassußdenie soverxenno analogiqno) i ∑ b(ε^2)_{p,−h}b(η^2)_{−h,q} = 0, to ffto znaqit, qto ∑ λ_{p,−h}λ_{−h,q} = 0. RassmatrivaØ vmesto matricy D^1(θ) matricu, poluqa¸wu¸sØ iz nee perestanovkoæ na kakihto dvuh simmetriqnyh mestah (krome ±q!) kofffficientov θ i θ^{−1}, my moßem povtorit~ to ße rassußdenie. Libo dlØ kakoæ-to iz poluqivxihsØ matric sootvetstvu¸waØ summa otliqna ot 0, libo dlØ vseh h ≠ ±p, ±q imeem λ_{ph}λ_{hq} = λ_{p,−h}λ_{−h,q}. Odnako v poslednem sluqae rassmatrivaØ vmesto matricy a kaku¸-to matricu x = aD_{rs}(ζ)a^{−1}, gde ζ ≠ 0, ±1, vyborom ζ moßno dobit~sØ togo, qtoby dlØ x analogiqnye uravneniØ uße ne byli vypolneny (r ≠ ±s zdes~ mogut byt~ l¸bye, napomnim, qto po predloßeni¸ 3 v kaßdoæ stroke matricy a ne bolee odnogo 0). Pofftomu my s samogo naqala moßem sqitat~, qto uße v samoæ matrice a ffti uravneniØ ne vsegda vypolneny, t.e. kakaØ-to iz nußnyh nam summ otliqna ot 0. Takim obrazom, ne terØØ obwnosti moßno s samogo naqala sqitat~, qto, naprimer, ∑ λ_{p,−h}λ_{−h,q} ≠ 0. Teper~ vybor η pozvolØet sqitat~, qto ∑ b(ε^2)_{ph}b(η^2)_{hq} ≠ ± ∑ b(ε^2)_{p,−h}b(η^2)_{−h,q} . Napomnim, qto tak kak b(ε^2)_{pq} ≠ 0, to kaßdoe iz fftih ravenstv ØvlØetsØ netrivial~nym uravneniem qetvertoæ stepeni otnositel~no η, qto, vmeste s η ≠ 0, ±1, zaprewaet samoe bol~xee 11 znaqeniæ dlØ η – ffto imenno to mesto, gde ispol~zuetsØ, qto pole K soderßit po kraæneæ mere 13 fflementov! Takim obrazom, naædetsØ takoe θ ≠ 0, ±1 takoe, qto z_{pq} = 0 dlØ nekotoryh p ≠ ±q. Ostalos~ bukval~no povtorit~ rassußdeniØ, ispol~zovannye v punkte 2 dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva v sluqae n = 2l. Predloßenie 2, a vmeste s tem i osnovnaØ teorema nastoØweæ raboty, polnost~¸ dokazano.

4. Otkrytye voprosy. Smysl publikacii nastoØweæ raboty

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 53 sostoit v tom, qtoby stimulirovat~ rexenie sledu¸wih voprosov.

Zadaqa 1. Ob¨edinit~ rezul~taty nastoØweæ raboty s rezul~-

tatami rabot E. V. Dybkovoæ [17]–20] i poluqit~ opisanie podgrupp v Bakovskoæ unitarnoæ gruppe GU(2n, K, Λ) (sm. [32, 31]), soderßawih unitarnyæ analog gruppy Δ.

Zadaqa 2. Pol~zuØs~ tehnikoæ stat~i [51], perenesti rezul~ta-

ty nastoØweæ raboty na spinornye gruppy nad kommutativnym polulokal~nym kol~com R s dostatoqno bol~ximi polØmi vyqetov.

Zadaqa 3. SnØt~ v osnovnoæ teoreme nastoØweæ raboty uslovie

char(K) ≠ 2.

Zadaqa 4. Oslabit~ v osnovnoæ teoreme nastoØweæ raboty tre-

bovanie na K do |K| ¿ 7.

RazumeetsØ, rexenie vseh fftih zadaq moßno iskat~ kak s pomow~¸ fflementarnoæ matriqnoæ tehniki, napodobie toæ, kotoraØ ispol~zuetsØ v nastoØweæ rabote, tak i s bolee obwih toqek zreniØ geometrii torov [50] i melkih kletok Br¸a [52]. Po povodu bolee obwego konteksta, ssylok na raboty o nadgruppah neraswepimyh torov i drugih nerexennyh problem v fftoæ oblasti sm. [10, 36, 28, 48].

Literatura

1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

2. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. Mat. in-t im. Steklova AN SSSR 148 (1978), 43–57.

3. A. Borel~, ȷ. Tits, Reduktivnye gruppy. — Matematika. Period. sb.

perev. in. stateæ 11, ˝ 1 (1967), 43-111; ˝ 2, 3–31.

4. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Vestn. LGU. ˝ 1 (1981), 10–15.

5. N. A. Vavilov, O podgruppah special~noæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. I–V. — Vestn. LGU, ser. I. ˝ 4 (1985), 3–7; ˝ 2 (1986), 10–15; ˝ 2 (1987), 3–8; ˝ 3 (1988), 10–15; ˝ 2 (1993), 10–15.

6. N. A. Vavilov, Podgruppy raswepimyh klassiqeskih grupp. Dokt. Diss., Leningr. Gos. Un-t, 1987, s. 1–334.

54 N. A. VAVILOV

7. N. A. Vavilov, Teoremy soprØßennosti dlØ podgrupp rasxirennyh grupp Xevalle, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Dokl. AN SSSR 299, ˝ 2 (1988), 269–272.

8. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp. I, II. — Sib. mat. ßurn. 29, ˝ 3 (1988), 12–25; Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 42–63.

9. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh klassiqeskih grupp. — Tr. Mat.

in-t im. Steklova AN SSSR 183 (1990), 29–41.

10. N. A. Vavilov, Podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Tr. Leningr. Mat. Ob-va 1 (1990), 64–109.

11. N. A. Vavilov, O podgruppah spinornoæ gruppy, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. I. — Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 49–75.

12. N. A. Vavilov, Unipotentnye fflementy v podgruppah rasxirennyh grupp Xevalle, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Dokl. RAN 328, ˝ 5 (1993), 536–539.

13. N. A. Vavilov, Podgruppy raswepimyh ortogonal~nyh grupp nad kommutativnym kol~com. — Zap. nauqn. semin. POMI 281 (2001), 35–59.

14. N. A. Vavilov, E. V. Dybkova, Podgruppy polnoæ simplektiqeskoæ gruppy, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. I, II. — Zap. nauqn. semin. LOMI 103 (1980), 31–47 132 (1983), 44–56.

15. N. A. Vavilov, M. ı. Mitrofanov, PereseqeniØ dvuh kletok Br¸a. — Dokl. RAN 377, No. 1 (2001), 1–4.

16. N. A. Vavilov, A. A. Semenov, Dlinnye kornevye poluprostye fflementy v gruppah Xevalle. — Dokl. RAN 338, ˝ 6 (1994), 725–727.

17. E. V. Dybkova, O setevyh podgruppah giperboliqeskih unitarnyh grupp.

— Algebra i Analiz 9, ˝ 4 (1997), 87–96.

18. E. V. Dybkova, Naddiagonal~nye podgruppy giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy dlØ horoxego formennogo kol~ca nad polem. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 87–96.

19. E. V. Dybkova, O soprØßennosti setevyh podgrupp v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe nad polem. — Vestn. S.-Peterbug. Un-ta, Ser. 1. ˝ 1 (1997), 8–11.

20. E. V. Dybkova, Formennye seti i rexetka naddiagonal~nye podgrupp v simplektiqeskoæ gruppe nad polem harakteristiki 2. — Algebra i Analiz 10, ˝ 4 (1998), 113–129.

21. A. E. Egorov, A. A. Panin, Teorema soprØßennosti dlØ podgrupp SLn, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 272 (2000), 177–185.

22. A. E. Zalesskiæ, Poluprostye kornevye fflementy algebraiqeskih grupp.

— Preprint IM AN BSSR. ˝ 13(93) (1980), 1-24.

23. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — Uspehi mat. nauk 36, ˝ 6 (1981), 56–107.

24. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — V kn.: Itogi nauki. Algebra, TopologiØ, GeometriØ. M., 1985, s. 135–182.

25. V. A. Koæbaev, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polem iz treh fflementov. — V kn.: Strukturnye svoæstva algebraiqeskih sistem. Nal~qik, 1981, s. 56–68.

PODGRUPPY SPINORNO` GRUPPY 55 26. V. A. Koæbaev, Podgruppy special~noæ lineænoæ gruppy nad polØmi iz qetyreh i pØti fflementov. — V kn.: Arifmetika i geometriØ mnogoobraziæ. Kuæbyxev, 1989, s. 78–91.

27. V. A. Koæbaev, Podgruppy special~noæ lineænoæ gruppy porØdka 6 nad polem iz qetyreh fflementov, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — V kn.: Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy Teorii VeroØtnosteæ. Izd-vo SPbGU, 1993, s. 61–70.

28. V. A. Koæbaev, Podgruppy GL(2, K), soderßawie neraswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Zap. nauqn. semin. POMI 211 (1994), 136–145.

29. A. S. Kondrat~ev, Podgruppy koneqnyh grupp Xevalle. — Uspehi mat.

nauk 41, ˝ 1 (1986), 57–96.

30. E. A. Filippova, O podgruppah spinornoæ gruppy, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. III. — Zap. nauqn. semin. POMI 289 (2002), 287–299.

31. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I. Elementary subgroups. — Algebra Colloq. 7 no. 2 (2000), 159–196.

32. A. Hahn, O. T.O’Meara, The classical groups and K-theory. Berlin et al., Springer, 1989.

33. A. L. Harebov, N. A. Vavilov, On the lattice of subgroups of Chevalley groups containing a split maximal torus. — Commun. Algebra 24 no. 1 (1996), 109–133.

34. O. H. King, On subgroups of the special linear group containing the diagonal subgroup. — J. Algebra 132 no. 1 (1990), 198–204.

35. M. W. Liebeck, G. M. Seitz, Subgroups generated by root elements in groups of Lie type. — Ann. Math. 139 no. 2 (1994), 293–361.

36. V. P. Platonov, Subgroups of algebraic groups over a local or global field containing a maximal torus. — C. R. Acad. Sci. Paris, Sér Math., 318 no. 10 (1994), 899–903.

37. G. M. Seitz, Subgroups of finite groups of Lie type. — J. Algebra 61 no. 1 (1979), 16–27.

38. G. M. Seitz, Properties of the known simple groups. — Proc. Symp. Pure Math.

37 (1980), 231–237.

39. G. M. Seitz, On the subgroup structure of classical groups. — Commun. Algebra

10 no. 8 (1982), 875–885.

40. G. M. Seitz, Root subgroups for maximal tori in finite groups of Lie type. — Pacif.

J. Math. 106 no. 1 (1983), 153–244.

41. A. I. Steinbach, Subgroups of classical groups generated by transvections or Siegel transvections. I, II. — Geom. Dedic. 68 no. 3 (1997), 281–322; 323–357.

42. F. Timmesfeld, Groups generated by k-transvections. — Invent. Math. 100 no. 1 (1990), 167–206.

43. F. Timmesfeld, Groups generated by k-root subgroups. — Invent. Math. 106 no. 3 (1991), 575–666.

44. F. Timmesfeld, Groups generated by k-root subgroups: a survey. Groups, combinatorics & geometry (Durham – 1990). Cambridge Univ. Press, 1992, pp. 183–204.

45. F. Timmesfeld, Abstract root subgroups and quadratic actions. With an appendix by A. E. Zalesskii. — Adv. Math. 142 no. 1 (1999), 1–150.

46. N. A. Vavilov, Subgroups of split orthogonal groups in even dimensions. — Bull.

Acad. Polon. Sci., Ser. sci. Math. 29 no. 9–10 (1981), 425–429.

56 N. A. VAVILOV

47. N. A. Vavilov, A conjugacy theorem for subgroups of GLn containing the group of diagonal matrices. — Colloq. Math. 54 no. 1 (1987), 9–14.

48. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. Proc. Conf. Groups of Lie type and their Geometries (Como – 1993). Cambridge Univ. Press, 1995, pp. 233–280.

49. N. A. Vavilov, Unipotent elements in subgroups which contain a split maximal torus. — J. Algebra 176 (1995), 356–367.

50. N. A. Vavilov, Geometry of 1-tori in GLn. — Preprint Univ. Bielefeld no. 8 (1995), 1–21.

51. N. A. Vavilov, Subgroups of SLn over a semilocal ring. — Preprint Univ. Bielefeld no. 111 (1998), 1–13.

52. N. A. Vavilov, Overgroups of the diagonal subgroup via small Bruhat cells (to appear).

Vavilov N. A. Subgroups of the spinor group containing a split maximal torus. II.

In the first paper of the series, we proved standardness of a subgroup H containing a split maximal torus in the split spinor group Spin(n, K) over a field K of characteristic not 2 containing at least 7 elements under one of the following additional assumptions: 1) H is reducible, 2) H is imprimitive, 3) H contains a non-trivial root element. In the present paper we finish the proof of a result announced by the author in 1990 and prove standardness of all intermediate subgroups provided n = 2l and |K| ¿ 9. For an algebraically closed K this follows from a classical result of Borel and Tits and for a finite K this was proven by Seitz. Similar results for subgroups of orthogonal groups SO(n, R) were previously obtained by the author, not only for fields, but for any commutative semi-local ring R with large enough residue fields.

Postupilo 10 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet