Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

N. A. Vavilov, V. A. Petrov

VARIACII NA TEMU HIGM�NA

My pokazyvaem, qto klassiqeskoe vyqislenie Higmffna [5] grupp kogomologiæ special~noæ lineænoæ gruppy SL(n, K) nad polem K s kofffficientami v estestvennom module V = K^n, zavisit tol~ko ot sootnoxeniæ v gruppe Steænberga i rasprostranØetsØ na sluqaæ proizvol~nogo, ne obØzatel~no daße kommutativnogo kol~ca. Interesnym zdes~ ØvlØetsØ sluqaæ n = 3, kogda

H^1(SL(3, F_2), F^3_2 ) = Z/2Z. Rasprostranenie otveta na proizvol~-

nye kol~ca v fftom sluqae uße soverxenno ne oqevidno.

Teorema. Pust~ R – proizvol~noe associativnoe kol~co, n ¿ 4.

Togda dlØ estestvennogo modulØ V = R^n gruppy G = GL(n, R) imeet mesto ravenstvo H^1(St(n, R), V ) = 0. DlØ n = 3

H^1(St(3, R), R^3) = ⋂ Ann(ξζ + ζξ) ∩ ⋂ Ann((ξ^2 + ξ)(ζ^2 + ζ)),

gde oba pereseqeniØ berutsØ po vsem ξ, ζ ∈ R.

Sledstvie 1. Pust~ n ¿ 4. Togda H^1(E(n, R), V ) = 0. Dokazatel~stvo. Pust~ δ : E(n, R) → V – kocikl. Rassmotrim ego inflØci¸, to est~ kocikl δ0 : St(n, R) → V , opredelennyæ formuloæ δ0(x) = δ(φ(x)), gde φ : St(n, R) → E(n, R) – kanoniqeskaØ proekciØ. Tak kak H^1(St(n, R), V ) = 0, suwestvuet takoæ vektor

v ∈ V , qto δ0(x) = xv − v dlØ l¸bogo x ∈ St(n, R). Pust~ x – l¸boæ

fflement E(n, R), i x0 – ego proizvol~nyæ proobraz v St(n, R). Togda δ(x) = δ0(x0) = x0v − v = xv − v, to est~ δ – kogranica. Sledstvie 2. Pust~ R – takoe kol~co, qto E(n, R) E GL(n, R), i

n ¿ 4. Togda H^1(GL(n, R), V ) = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ δ : GL(n, R) → V – kocikl. Ego ograniqenie na E(n, R), po predyduwemu sledstvi¸, ØvletsØ kograniceæ, znaqit, podpravlØØ δ na kogranicu, moßno sqitat~, qto

NastoØwaØ rabota vypolnena v ramkah proektov RFFI 01-01-00924 (SPbGU), 00-01-00441 (POMI RAN) i INTAS 00-566. 57

58 N. A. VAVILOV, V. A. PETROV

δ|_{E(n,R)} = 0. Pust~ g – l¸boæ fflement GL(n, R). Rassmotrim pro-

izvol~nyæ fflement h ∈ E(n, R). Togda hδ(g) = δ(h) + hδ(g) =

δ(hg) = δ(gg�^1hg) = δ(g) + gδ(g�^1hg) = δ(g), to est~ δ(g) nepo-

dvißen otnositel~no kaßdogo fflementa h ∈ E(n, R), i, sledovatel~no, raven 0.

Zameqanie. Dokazatel~stva oboih sledstviæ nemedlenno poluqa¸tsØ iz toqnoæ posledovatel~nosti Lindona–Hohxil~da– Serra. Napomnim, qto esli G – proizvol~naØ gruppa, H E G, X – proizvol~nyæ G-modul~, to imeet mesto toqnaØ posledovatel~nost~ 0 → H^1(G/H, X^H ) → H^1(G, X) → H^1(H, X)^G DlØ sledstviØ 1 nußno vzØt~ G = St(n, R), H = K_2(n, R) = Ker(φ), a dlØ sledstviØ 2 – G = GL(n, R), H = E(n, R).

Vyqisleni¸ kogomologiæ grupp Xevalle i drugih klassiqeskih grupp nad polØmi (v osobennosti koneqnymi polØmi!), deæstvu¸wih na nebol~xih modulØh, posvØweno neobozrimoe koliqestvo rabot, i my ne pytaemsØ dat~ zdes~ sistematiqesku¸ bibliografi¸. Odnako, kak nam kaßetsØ, nigde ranee Øvno ne otmeqalos~, qto poluqa¸wiesØ pri fftom rezul~taty zavisØt lix~ ot sootnoxeniæ Steænberga i obobwa¸tsØ na proizvol~nye kol~ca. Zametim, qto v [6] vtoroæ iz avtorov nastoØweæ raboty obobwil osnovnoæ rezul~tat na sluqaæ unitarnyh grupp Steænberga nad formennym kol~com (sm. [3, 4] po povodu opredeleniØ fftih grupp i dal~neæxih ssylok). Pri fftom okazalos~, qto dlØ nekotoryh formennyh kolec H^1 netrivial~na dlØ grupp vseh stepeneæ. VsØ ostavxaØsØ qast~ raboty posvØwena dokazatel~stvu sformulirovannoæ vyxe teoremy.

Dokazatel~stvo. Gruppa i modul~. DlØ dvuh fflementov x, y gruppy G qerez [x, y] = xyx�^1y�^1 oboznaqaetsØ ih kommutator. Napomnim (sm., naprimer, [1, 2] ili [4]), qto gruppa Steænberga Γ = St(n, R) poroßdaetsØ fflementarnymi obrazu¸wimi

x_{ij}(ξ), ξ ∈ R, i ≠ j, podqinennymi sootnoxeniØm Steænberga: x_{ij}(ξ + ζ) = x_{ij}(ξ)x_{ij}(ζ) (additivnost~) i

[x_{ij}(ξ), x_{hk}(ζ)] = 1, esli j ≠ h, i ≠ k, x_{ik}(ξζ), esli j = h, i ≠ k, x_{hj}(−ζξ), esli j ≠ h, i = k

VARIACII NA TEMU HIGM�NA 59 (kommutacionnaØ formula Xevalle). Pri fftom x_{ij}(ξ) deæstvuet sleva na svobodnom pravom R-module V = R^n posredstvom fflementarnoæ transvekcii t_{ij}(ξ) = e + ξe_{ij} , t.e. dlØ vektora

v = (v_i) ∈ V imeem x_{ij}(ξ)v = v + e_iξv_j , gde e_1, . . . , e_n – standartnyæ

bazis V .

My hotim pokazat~, qto v sluqae n ¿ 4 l¸boæ 1-kocikl so znaqeniØmi v V ØvlØetsØ kograniceæ, inymi slovami, imeet vid

a^i_j(ξ) = ξa_j, v to vremØ kak a^i_{jh}(ξ) = 0 dlØ vseh ostal~nyh naborov i, j, h. V samom dele, rassmotrim kocikl δ : Γ −→ V . Poloßim δ(x_{ij}(ξ)) = a_{ij}(ξ) = (a^h_{ij}(ξ)) ∈ V. Sootnoxenie 1. Vospol~zuemsØ sootnoxeniem xij(ξ)xij(ζ) =

x_{ij}(ξ + ζ). Po opredeleni¸ kocikla a_{ij}(ξ + ζ) = a_{ij}(ξ) + x_{ij}(ξ)a_{ij}(ζ) = a_{ij}(ζ) + x_{ij}(ζ)a_{ij}(ξ). DlØ h ≠ i oba sposoba vyqislit~ a^h_{ij}(ξ + ζ) da¸t a^h_{ij} (ξ) + a^h_{ij}(ζ). DlØ h = i poluqa¸tsØ raznye rezul~taty: v odnom porØdke a^i_j(ξ+

ζ) = a^i_j(ξ) + a^i_j(ζ) + ξa^j_{ij}(ζ), a v drugom porØdke ξ i ζ menØ¸tsØ

mestami. SravnivaØ, poluqaem ζa^j_{ij} (ξ) = ξa^j_{ij} (ζ). �to sootnoxenie spravedlivo dlØ l¸bogo n ¿ 2.

Sootnoxenie 2. Esli vse qetyre indeksa i, j, h, k razliqny, to

x_{ij}(ξ) i x_{hk}(ζ) kommutiru¸t, t.e. [x_{ij}(ξ), x_{hk}(ζ)] = 1. Takim obra-

zom, snova a_{ij}(ξ) + x_{ij}(ξ)a_{hk}(ζ) = a_{hk}(ζ) + x_{hk}(ζ)a_{ij} (ξ). DlØ p ≠ i, h my ne poluqim nikakih sootnoxeniæ, no dlØ p = i predyduwee ravenstvo daet a^i_j (ξ) + a^i_{hk}(ζ) + ξa^j_{hk}(ζ) = a^i_{hk}(ζ) + a^i_j(ξ). Tak kak ffto ravenstvo spravedlivo dlØ vseh ξ, to a^j_{hk}(ζ) = 0 dlØ vseh j ≠ h, k. �to sootnoxenie imeet mesto dlØ n ¿ 4. Sootnoxenie 3. Esli tri indeksa i, j, h razliqny, to imeet mesto ravenstvo [x_{ij}(ξ), x_{ih}(ζ)] = 1, kotoroe daet a_{ij}(ξ) + x_{ij}(ξ)a_{ih}(ζ) = a_{ih}(ζ) + x_{ih}(ζ)a_{ij} (ξ). DlØ p ≠ i my ne poluqaem nikakih sootnoxeniæ, v to vremØ kak dlØ p = i poluqaem ξa^j_{ih}(ζ) = ζa^h_{ij} (ξ). �to sootnoxenie imeet mesto dlØ l¸bogo n ¿ 3. RazumeetsØ, dlØ n ¿ 4 ono vytekaet iz

60 N. A. VAVILOV, V. A. PETROV predyduwego sootnoxeniØ, tak kak v fftom sluqae obe qasti ravny 0.

Sootnoxenie 4. Esli tri indeksa i, j, h razliqny, to imeet mesto ravenstvo [x_{ih}(ξ), x_{ih}(ζ)] = 1, kotoroe daet a_{ih}(ξ) + x_{ih}(ξ)a_{jh}(ζ) = a_{jh}(ζ) + x_{jh}(ζ)a_{ih}(ξ). DlØ p ≠ i, j my ne poluqaem nikakih sootnoxeniæ, v to vremØ kak dlØ p = i poluqaem ξa^h_{jh}(ζ) = 0, a dlØ p = j, sootvetstvenno, ζa^h_{ih}(ξ) = 0. �to sootnoxenie takße spravedlivo dlØ l¸bogo

n ¿ 3, priqem daße v sluqae n ¿ 4 ono ne vytekaet iz sootno-

xeniØ 2. PodstavlØØ ffto v sootnoxenie 1, my vidim, qto vse a^i_j additivny, t.e. a^i_j(ξ + ζ) = a^i_j(ξ) + a^i_j(ζ).

Sootnoxenie 5. Esli tri indeksa i, j, h razliqny, to imeet mesto ravenstvo [x_{hi}(ξ), x_{ij}(ζ)] = x_{hj} (ξζ), kotoroe daet a_{hi}(ξ) + x_{hi}(ξ)a_{ij}(ζ) = a_{ij} (ζ) + x_{ij}(ζ)a_{hi}(ξ) + x_{ij}(ζ)x_{hi}(ξ)a_{hj} (ξζ). DlØ p ≠ i, h poluqaem sootnoxenie a^p_{hj}(ξζ) = 0. DlØ n ¿ 4 pri

p ≠ j ffto nam uße izvestno iz sootnoxeniØ 2, a dlØ p = j –

iz sootnoxeniØ 3. DlØ p = i poluqitsØ sledu¸wee sootnoxenie ζa^j_{hi}(ξ) + ζa^j_{hj} (ξζ) + a^i_{hj} (ξζ) = 0. Nakonec, dlØ p = h poluqaem ξa^i_j(ζ) = ξa^i_{hj} (ξζ) + a^h_j (ξζ). Okonqanie dokazatel~stva dlØ n ¿ 4. Tak kak dlØ n ¿ 4 pervoe slagaemoe v pravoæ qasti poslednego sootnoxeniØ ravno 0, to, okonqatel~no, ξa^i_j(ζ) = a^h_j(ξζ). VzØv zdes~ ξ = 1, vidim, qto

a^i_j(ζ) = a^h_j(ζ). Takim obrazom, ξa^i_j(ζ) = a^i_j(ξζ) tak qto v soqeta-

nii s sootnoxeniem 3, my ubeßdaemsØ, qto vse funkcii a^i_j lineæny. Zafiksiruem l¸boæ i i poloßim a_j = a^i_j(1), kak vytekaet iz sootnoxeniØ 5, fflement a_j ne zavisit ot vybora i. Rassmotrim vektor a = (a_j) ∈ V . Po tol~ko qto dokazannomu, dlØ l¸- boæ fflementarnoæ obrazu¸weæ x_{ij}(ξ) imeem δ(x_{ij}(ξ)) = (a^h_{ij}(ξ)) =

a^i_j(ξ)e_i = ξa_j e_i. �to znaqit, qto dlØ vseh fflementarnyh obrazu¸-

wih δ(x_{ij} (ξ)) = x_{ij}(ξ)a − a. Pust~ teper~ x ∈ St(n, R) – proizvol~- nyæ fflement. Dokaßem, qto togda δ(x) = xa − a. Provedem indukci¸ po dline l fflementa x v fflementarnyh obrazu¸wih. Baza indukcii l = 1 tol~ko qto dokazana. Predpoloßim, qto x = yz, gde dliny y i z strogo men~xe l. Togda po opredeleni¸ kocikla

VARIACII NA TEMU HIGM�NA 61 δ(x) = δ(y) + yδ(z). Po indukcionnomu predpoloßeni¸ ffto ravno (ya − a) + y(za − a) = (yz)a − a = xa − a, qto i utverßdalos~.

Okonqanie dokazatel~stva dlØ n = 3. V silu sootnoxeniØ 4 sootnoxenie 5 dlØ p = i prevrawaetsØ v ζa^j_{hi}(ξ) + a^i_{hj} (ξζ) = 0. V qastnosti, a^j_{hi}(1) + a^i_{hj}(1) = 0. S drugoæ storony, po sootnoxeni¸ 3, a^j_{hi}(ξ) = ξa^i_{hj} (1). V qastnosti, a^j_{hi}(1) = a^i_{hj} (1) i, znaqit,

a^j_{hi}(ξ) = ξa^j_{hi}(1). Tem samym, a^j_{hi}(1) ∈ Ann(2) dlØ poparno raz-

liqnyh i, j, h. Podstanovka v sootnoxenie 5 p = h, ξ = 1, daet

a^i_{hj} (ζ) = a^i_j(ζ) − a^h_j (ζ), v qastnosti, a^i_{hj} (1) = a^i_j(1) − a^h_j (1) i, v

silu simmetrii meßdu i i h, a^h_{ij}(1) = a^h_j(1) − a^i_j(1). SravnivaØ vyraßeniØ dlØ a^i_{hj} (1) i a^h_{ij}(1) i vspominaØ, qto vse a^i_{hj} (1) annuliru¸tsØ 2, my vidim, qto vse xest~ znaqeniæ a^i_{hj} (1) ravny meßdu soboæ. Oboznaqim ih obwee znaqenie qerez α. ˚sno, qto α ∈ Ann(ξζ + ζξ). V fftih oboznaqeniØh privedennye vyxe qastnye sluqai sootnoxeniØ 5 primut vid ξ(a^i_j (ζ)−ξζα) = a^h_j(ξζ) i a^i_j (ζ)−a^h_j (ζ) = ζα, otkuda a^h_j(ξζ) = ξζ(α + ξ) + ξa^h_j (ζ). PodstavlØØ s¸da ζ = 1 i iskl¸qaØ iz poluqivxeæsØ sistemy uravneniæ a^h_j (1), poluqim iskomoe uslovie na α, a imenno, (ξ^2 + ξ)(ζ^2 + ζ)α = 0 dlØ vseh ξ, ζ ∈ R. Obratno, po l¸bomu α ∈ ⋂ Ann(ξζ + ζξ) ∩ ⋂ Ann((ξ^2 + ξ)(ζ^2 + ζ)),

moßno postroit~ kocikl. V samom dele, podpravlØØ l¸boæ kocikl na kogranicu, moßno sqitat~, qto a^1_2(1) = a^1_3(1) = a^2_1(1) = 0. Togda a^2_3(1) = a^3_1(1) = a^3_2(1) = α i Øvnye formuly dlØ kocikla primut vid: 1) a^i_j(ξ) = (ξ^2 + ξ)α dlØ (i, j) = (1, 2), (1, 3), (2, 1), 2) a^i_j(ξ) = ξ^2α dlØ (i, j) = (2, 3), (3, 1), (3, 2), 3) a^i_{ji}(ξ) = 0 i 4)

a^i_{jh}(ξ) = ξα, esli i, j, h poparno razliqny.

Literatura 1. Dß. Milnor, Vvedenie v algebraiqesku¸ K-teori¸. M., Mir, 1974. 2. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. M., Mir, 1975.

3. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I. Elementary subgroups. — Algebra Colloquium 7, no. 2 (2000), 159–196.

4. A.J. Hahn, O.T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Berlin et al., Springer, 1989.

5. G.Higman, Flag transitive collineation groups of finite projective spaces. — Illinois J. Math. 6 (1962), 432–446.

6. V.A. Petrov, On the first cohomology of unitary Steinberg groups. — submitted to Algebra Colloquium.

62 N. A. VAVILOV, V. A. PETROV Vavilov N. A., Petrov V. A. Variations on a theme of Higman. Let R be an associative ring with 1, n ¿ 3, We show that Higman’s computation of the first cohomology group of the special linear group over a field with natural coefficients really shows that H^1(St(n, R), R^n) = 0 for n ¿ 4 and explicitly compute this group for n = 3, when it does not vanish. In [6] the second-named author extended these results to all classical Steinberg groups.

Postupilo 10 i¸nØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: vavilov@mathematik.uni-bielefeld.de vavilov@ pdmi.ras.ru petrov@mathematik.uni-bielefeld.de