Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

A. I. Vinogradov

TOQKI POD GIPERBOLO` I PROBLEMA KRUGA. SPEKTRAL^NY` PODHOD

K 80-leti¸ akademika `. P. Kubil¸sa

Vvedenie

Problema celyh toqek pod giperboloæ svoditsØ k nahoßdeni¸ asimptotiki srednego dlØ funkcii qisla deliteleæ

τ (n) = ∑ x·y=n 1, (0.1)

v l¸bom koneqnom intervale (1 6 n 6 X) D(X) = ∑ n6X^{τ (n) =} ∑ x·y6X^{1.} (0.2)

Iz tranzitivnogo ravenstva (0.2) vidno, qto srednee D(X) ØvlØetsØ qislom celyh toqek (x, y) pravogo verhnego kvadranta ploskosti pod giperboloæ x · y = X. (0.3)

Problema sostoit v tom, qtoby poluqit~ asimptotiku srednego (0.2) s predel~nym ostatkom D(X) = X · [ log X + 2γ − 1 ] + O ( X^{14 +ε} ) (0.4)

pri l¸bom fiksirovannom ε > 0.

Seæqas ravenstvo (0.4) poluqeno tol~ko dlØ nekotorogo fiksirovannogo ε = ε_0. V qastnosti, pervyæ netrivial~nyæ ostatok pri ε = ε_1 =^1_4 prinadleßit Dirihle. Vtoroæ rezul~tat, pri ε = ε_2 =^1_{12} prinadleßit Voronomu. Zatem poluqeno ewe neskol~- ko rezul~tatov, kotorye nemnogo uluqxa¸t ocenku Voronogo.

Na spektral~nom puti my smoßem poluqit~ predel~nyæ ostatok v (0.4) dlØ l¸bogo ε > 0. 63

64 A. I. VINOGRADOV

No preßde qem perevodit~ zadaqu na spektral~nyæ Øzyk, my kratko napomnim klassiqesku¸ shemu, privodØwu¸ k rezul~tatu Voronogo, dlØ togo, qtoby vyØsnit~ to mesto v klassiqeskoæ sheme, gde poØvlØetsØ spektral~naØ toqka zreniØ i kak ona menØet Øvnyæ vid klassiqeskogo ostatka v ravenstve (0.4).

ProizvodØweæ funkcieæ summy (0.2) ØvlØetsØ kvadrat klassiqeskoæ dzeta-funkcii Rimana

ζ^2(s) = ∞∑ n=1 τ (n) n^s , Re s > 1. (0.5)

Ispol~zuØ koneqnyæ analog izvestnogo razryvnogo integrala 1 2πi ∫ Re s>1 ( X n )_s ds s = 1, n < X, 1 2 , n = X, 0, n > X, poluqaem integral~noe predstavlenie dlØ summy (0.2) D(X) = 1 2πi σ+iT∫

σ−iT X^s s ζ^2(s)ds + O ( X T log^2 X ) , (0.6) gde σ = 1 + 1 log X , T ∈ ( X^{23} , X^{34} ) . Zatem sdvigaem kontur integrala (0.6) v levu¸ poluploskost~ i poluqaem vyqet v pol¸se vtorogo porØdka ζ^2(s) | s=1 i ostatok v vide integrala (0.6), no uße v levoæ poluploskosti.

V rezul~tate ravenstvo (0.6) preobrazuetsØ k novomu vidu

Δ(X) = 1 2πi −ε+iT∫

−ε−iT X^s s ζ^2(s) ds + O ( X T log^2 X ) , ε = 1 log X

, (0.7)

Δ(X) = [ D(X) − X(log X + 2γ − 1) ] , γ – konstanta �ælera. (0.8)

Ravenstvo (0.7) ØvlØetsØ integral~nym predstavleniem raznosti (0.8) meßdu ishodnoæ summoæ D(X) i ee glavnym qlenom iz pravoæ qasti (0.4).

TOQKI POD GIPERBOLO` 65 Zatem ispol~zuem funkcional~noe uravnenie dlØ kvadrata ζfunkcii v Ødre integrala (0.7)

ζ^2(s) = π^{2s−1} · Γ^2 ( 1 − s 2 ) · Γ^{−2} ( s 2 ) · ζ^2(1 − s). (0.9)

�to daet vozmoßnost~ pomenØt~ porØdki integrirovaniØ (0.7) i summirovaniØ ζ^2(1 − s) = ∞∑ n=1 τ (n) n^{1−s} . V rezul~tate my svedem zadaqu k vyqisleni¸ integralov vida

J_n(X) = 1 2πi −ε+iT∫

−ε−iT (π^2 ⃗X · n)^s · Γ^2 ( 1 − s 2 ) · Γ^{−2} ( s 2 ) ds s . (0.10)

Zatem, ispol~zuØ asimptotki Γ-funkciæ i vyqislØØ integraly (0.10) po stac-faze, poluqaem v pravoæ qasti (0.7) izvestnu¸ summu: 4√ X ∑ n6^1_X^{( T}_π^{)2} τ (n)⃗n^{−3/4} · exp ( 2πi √ X · n ) n 6^1_X^{( T}_π^{)2}. (0.11)

Tem samym problema svoditsØ k ocenke summy (0.11) bez kofffficienta^4 √ X. PredpolagaetsØ, qto ona imeet porØdok X^ε pri T = X^{3/4} dlØ l¸bogo ε > 0.

Esli poloßit~ T = (X · log X)^{2/3}, togda trivial~naØ ocenka ostatka (0.11) sravnØetsØ s ostatkom v O-simvole (0.7), i my poluqim ocenku tipa Voronogo Δ(X) ≪ X^{1/3}(log X)^{4/3}. (0.12)

§1. Perevod zadaqi na spektral~nyæ Øzyk Qtoby perevesti fftu zadaqu na spektral~nyæ Øzyk, nado zametit~, qto ζ^2(s) pri Re s > 1 moßno razbit~ po progressiØm l¸bogo fiksirovannogo modulØ c ¿ 1

ζ^2(s) = ∞∑ n=1 τ (n) n^s = c∑ M=1 ∞∑ m=0 τ (c · m + M) (c · m + M)^s =

66 A. I. VINOGRADOV = 1 c^{2s} · c∑ M=1 c∑ a,d=1 a·d≡M(mod c) ζ ( s, a c ) · ζ ( s, d c ) , (1.1) gde ζ(s, α) = ∞∑ m=0 1 (m + α)^s

, α > 0, Re s > 1. (1.2)

Otmetim, qto sdvinutaØ dzeta-funkciØ (1.2) takße prodolßima na vs¸ s-ploskost~, imeet edinstvennyæ pol¸s pervogo porØdka v toqke s = 1 s ediniqnym vyqetom i funkcional~noe uravnenie rimanovskogo tipa: (Re s < 0) ζ(s, α) = Γ(1 − s) (2π)^{1−s} {(_∞∑ m=1 cos 2παm m^{1−s} ) sin πs 2 +

+ (_∞∑ m=1 sin 2παm m^{1−s} ) cos πs 2 } , (1.3)

kotoroe imeet i drugu¸ formu, esli perevesti trigonometriqeskie funkcii na Øzyk mnimyh ffksponent po formulam �ælera ζ(s, α) = Γ(1 − s) i(2π)^{1−s} [ e^{π2 is}ζ^∗(1 − s; α) − e^{− π2 is}ζ^∗(1 − s; −α) ] (1.4) gde ζ^∗(w, α) = ∞∑ m=1 e^{2πiαm} m^w , Re w > 1. Naqal~nye svedeniØ o sdvinutyh ζ-funkciØh (1.2), vmeste s funkcional~nym uravneniem (1.3), moßno naæti v [1], glava II, §17. Ots¸da sleduet, qto vtoraØ qast~ tranzitivnogo ravenstva (1.1)

ζ^2(s) = 1 c^{2s} · c∑ M=1 c∑ a,d=1 a·d≡M(mod c) ζ ( s, a c ) · ζ ( s, d c ) (1.5)

spravedliva vo vseæ kompleksnoæ s-ploskosti. Pofftomu ravenstvo (1.5) moßno podstavit~ v Ødro integrala pravoæ qasti (0.7) i pridat~ integralu novyæ vid c∑ M=1 c∑ a,d=1 a·d≡M(mod c) 1 2πi −ε+iT∫

−ε−iT ( X c^2 )_s · ζ ( s, a c ) · ζ ( s, d c ) · ds s . (1.6)

TOQKI POD GIPERBOLO` 67 Zatem v Ødrah integralov iz (1.6) moßno ispol~zovat~ dva funkcional~nyh uravneniØ (1.4), odno – dlØ funkcii ζ(s,^a_c ), drugoe – dlØ ζ(s,^d_c ). V rezul~tate poluqaetsØ obwee uravnenie dlØ ih proizvedeniØ ζ(s, α) · ζ(s, β) = Γ^2(1 − s) (2π)^{2(1−s)} [ ζ^∗(1 − s; α, −β) + ζ^∗(1 − s; −α, β)− e^{πis} · ζ^∗(1 − s; α, β) − e^{−πis} · ζ^∗(1 − s; −α, −β) ] . (1.7)

V pravoæ qasti ravenstva (1.7) ispol~zovan novyæ simvol dlØ proizvedeniØ dvuh ζ^∗-funkciæ ζ^∗(1 − s; α, β) = ζ^∗(1 − s; α) · ζ^∗(1 − s; β).

Iz pravoæ qasti ravenstva (1.7) vidno, qto integral iz (1.6) raspadaetsØ na qetyre integrala. V dvuh pervyh budet prostoe Γ-Ødro vida Γ^2(1 − s)/(2π)^{2(1−s)}, (1.9) a v dvuh drugih poØvØtsØ ffksponencial~nye mnoßiteli e^{±πis} · Γ^2(1 − s)/(2π)^{2(1−s)}, (1.10) S toqki zreniØ dal~neæxih vyqisleniæ integraly s Γ-Ødrom (1.9) trivial~ny po priqine ffksponencial~nogo ubyvaniØ Γ- Ødra (1.9), t.e. oceniva¸tsØ kak O(1).

Netrivial~nymi osta¸tsØ tol~ko dva integrala s Γ-Ødrami (1.10). DlØ opredelennosti my rassmotrim pervyæ iz nih so znakom +1 v pokazatele ffksponenty (1.10) 1 (2π)^3 · i −ε+iT∫

−ε−iT ( 2π √ X c )_{2s} · Γ^2(1 − s) · e^{πis}×

×ζ^∗ ( 1 − s; a c ) · ζ^∗ ( 1 − s; d c ) ds s . (1.11)

Snova, menØØ porØdki integrirovaniØ i summirovaniØ (teper~ uße dvoænogo), my poluqim integral 1 2πi −ε+iT∫

−ε−iT ( 2π √ X · m · n c )_{2s} · Γ^2(1 − s) · e^{πis} ds s . (1.12)

68 A. I. VINOGRADOV �tot integral analogiqen integralu (0.10) i vyqislØetsØ po stac-faze toqno tak ße. V rezul~tate vmesto summy (0.11) poluqaetsØ bolee sloßnaØ summa r_c(X) = λ · 4√ X c^2 · c∑ M=1 ∑ π √ X·n·m6cT S_c(n, m; M)×

× ( 2π √ nm c )_− 3_2

· exp ( i √ X · 2π √ nm c ) , (1.13)

gde λ ≠ 0 – nekotoraØ absol¸tnaØ konstanta, S_c(n, m; M) – obwaØ summa Kloostermana iz raboty [2] S_c(n, m; M) = c∑ a,d=1 δ_c(ad − M) · exp ( 2πi an + dm c )

δ_c(k) = { 1, k ≡ 0(mod c) 0, k ≢ 0(mod c) . (1.14)

Vtoroæ sluqaæ Γ-Ødra (1.10) s mnoßitelem exp(−πis) predpolagaet i smenu znakov u parametrov α i β v opredelenii (1.4) ζ^∗- funkcii Ødra (1.11). �to oznaqaet, qto vo vtorom analoge summy (1.13) izmenØtsØ znaki u parametrov summa Kloostermana S_c(−n, −m; M). No iz ee opredeleniØ (1.14) vidno, qto spravedlivo ravenstvo S_c(−n, −m; M) = S_c(n, m; M). Pofftomu vtoraØ summa budet toqno takaØ ße kak i (1.13).

VzglØd iskuxennogo qitatelØ moßet otmetit~, qto v pokazatele ffksponenty summy (1.13) poØvlØetsØ spektral~nyæ parametr 1 2 · x = 2π √ nm c . (1.15)

�to i est~ glavnaØ novost~ perevoda problemy toqek pod giperboloæ na spektral~nyæ Øzyk. Drugimi slovami, na spektral~nom puti poØvlØetsØ usrednØ¸wiæ parametr, kotorogo net v klassiqeskom sluqae (0.11). Integrirovanie po spektral~nomu parametru (1.15) pozvolØet poluqit~ okonqatel~noe rexenie problemy toqek pod giperboloæ.

TOQKI POD GIPERBOLO` 69 No parametr (1.15) deæstvitel~no stanet spektral~nym tol~- ko posle usredneniØ shemy sqeta po parametru c ¿ 1. Takoe usrednenie deæstvitel~no moßno provesti, t.k. modul~ c u nas proizvol~nyæ.

§2. Usrednenie po modul¸ c

Iz opredeleniØ summy (1.13) Øsno, qto v ravenstve (0.7) na mesto integrala pravoæ qasti moßno postavit~ udvoennu¸ summu (1.13)

Δ(X) = 2 · r_c(X) + O ( X T log^2 X ) . (2.1)

No preßde qem provodit~ usrednenie ravenstva (2.1) po c, my dolßny izbavit~sØ v summe (1.13) ot ograniqeniØ M 6 c, kotoroe ploho soglasuetsØ s perevodom na spektral~nyæ Øzyk. DlØ fftogo my vospol~zuemsØ periodiqnost~¸ summy Kloostermana (1.14) po parametru M S_c(n, m; M + k · c) = S_c(n, m; M). �to ravenstvo spravedlivo pri l¸bom k ∈ Z, qto srazu sleduet iz opredeleniØ (1.14) summy S_c(n, m; M). Pofftomu dlØ proizvol~nogo parametra N ¿ c spravedlivo ravenstvo N∑ M=1 S_c(n, m; M) = [ N c ] · c∑ M=1 (. . . ) + ∑ c [_N c ] <M6N (. . . ), (2.2)

gde (. . . ) = S_c(n, m; M).

VtoraØ summa pravoæ qasti (2.2) imeet smysl tol~ko dlØ N ≢ 0(mod c), v protivnom sluqae sqitaem ee pustoæ.

ProqityvaØ ravenstvo (2.2) v obratnu¸ storonu i pol~zuØs~ trivial~noæ ocenkoæ | S_c(n, m; M) | 6 c · τ^((M, c)^), poluqaem asimptotiku c∑ M=1 S_c(n, m; M) = c N N∑ M=1 (. . . ) + O ( c^3 N ∏ p· ( 1 + 1 p )) . (2.4)

70 A. I. VINOGRADOV Parametr N ograniqim snizu usloviem

N ≫ c^{3 8} √ X ≫ c^3 · √ T √ X . (2.5)

Vtoroe tranzitivnoe uslovie (2.5) vypolnØetsØ avtomatiqeski blagodarØ ograniqeni¸ T 6 X^{3/4}, kotoroe, v svo¸ oqered~, sleduet iz opredeleniØ parametra T ∈ (X^{2/3}, X^{3/4}). UqityvaØ neravenstva (2.5), podstavim (2.4) v (1.13) i preobrazuem ffto ravenstvo k novomu vidu r_c(X) = λ · 4√ X c · N · N∑ M=1 (·) + O

(_4√ X log^2 X ) . (2.6)

Vnutrenee Ødro summy pravoæ qasti (2.6) ostalos~ tem ße samym, qto i v (1.13). Izmenilas~ tol~ko dlina vnexnego summirovaniØ po M i, sootvetstvenno, ego normirovka stala 1/N vmesto preßneæ 1/c. PorØdok ostatka v (2.6) obespeqivaet uslovie (2.5) na parametr N .

Teper~ voz~mem finitnu¸ funkci¸ f(x), nositel~ kotoroæ raspoloßen na intervale 1 2 6 x 6^3_2 (2.7)

i budem sqitat~, qto f(x) simmetriqna otnositel~no centra x = 1 svoego nositelØ i dostigaet v fftoæ toqke svoego maksimuma: f(1) = 1, a sleva i sprava ona monotonna i beskoneqno gladka. Zatem vyberem proizvol~nyæ parametr Y > 1 i umnoßim ravenstvo (2.1) na f(x) v toqke x =^c_Y f ( c Y ) Δ(X) = 2f ( c Y ) r_c(X) + O ( f ( c Y ) X T log^2 X ) . (2.8)

Posle qego prosummiruem obe qasti ravenstva (2.8) po vsem

c ¿ 1. V rezul~tate ravenstvo (2.8) transformiruetsØ k novo-

mu vidu:

Δ(X) = 2 · λ_f λ · Y ∞∑ c=1 f ( c Y ) r_c(X) + O ( X T log^2 X ) . (2.9)

TOQKI POD GIPERBOLO` 71 Pri fftom my sqitaem spravedlivym normirovoqnoe ravenstvo λ_f ∞∑ c=1 f ( c Y ) = Y · λ (2.10)

s nekotoroæ konstantoæ λ_f > 0, zavisØweæ ot funkcii f.

DlØ perevoda na spektral~nyæ Øzyk poluqennoæ summy v (2.9) nam ewe mexaet razryvnoe uslovie dlØ troænogo summirovaniØ po parametram (n; m; c) v summe (1.13) π √ X · m · n 6 cT, (2.11) kotoroe poØvilos~ ot granicy toqek stac-fazy pri sqete ishodnyh integralov. DlØ togo, qtoby izbavit~sØ ot ograniqeniØ (2.11) my snova vospol~zuemsØ razryvnym integralom 1 2πi ∫ Re w>0 ( cT π √ X · n · m )_w dw w , (2.12)

kotoryæ obespeqivaet nam uslovie (2.11). Ego nedostatkom ØvlØetsØ slabaØ shodimost~. DlØ ee usileniØ my snova umnoßim ravenstvo (2.9) na finitnu¸ funkci¸ f(x), no uße dlØ x =^T_{T0} , gde T_0 ∈ ( 2X^{2/3},^2_3 X^{3/4} ) . Posle qego prointegriruem obe qasti ravenstva (2.9) po T v intervale (0, ∞). V rezul~tate ravenstvo (2.9) preobrazuetsØ k novomu vidu

Δ(X) = 2μ_f λ_f λ · Y ∞∑ c=1 f ( c Y ) r_c(X) + O ( X T log^2 X ) . (2.13)

Konstanta μ_f opredelØetsØ giperboliqeskim ravenstvom μ_f · ∞∫ 0 f(x)dx = 1. Pri fftom uslovie (2.5) na parametr N tak ße preobrazuetsØ k novomu vidu

N ≫ Y^{3 8} √ X ≫ Y^3 √ T_0 √ X . (2.14)

Summu r_c(X) v pravoæ qasti (2.13) my budem teper~ sqitat~ summoæ (1.13), v kotoroæ razryvnoe uslovie zameneno integralom

72 A. I. VINOGRADOV (2.12) i on prointegrirovan po T vmeste s finitnoæ funkcieæ f( T T_0

). Posle k-kratnogo integrirovaniØ po qastØm, gde k ¿ 1 – l¸boe fiksirovannoe celoe, fftot integral preobrazuetsØ k novomu vidu 1 2πi ∫ Re w>0 ( T_0 · c π √ X · n · m )_w ψ(w) · dw w(w + 1) . . . (w + k)

, (2.15) gde ψ(w) = ∞∫ 0 x^{w+k} · f^{(k)} (x)dx. HotØ snØtie razryvnogo ograniqeniØ (2.11) delaet parametry n i m svobodnymi, no prisutstvie finitnyh funkciæ f(^c_Y ) i f(^T_{T0} ) pozvolØet ograniqit~ ih verhnimi predelami nositeleæ fftih funkciæ π √ X · n · m 6 ( 3 2 )_2 · T_0 · Y. (2.16)

V rezul~tate glavnyæ qlen pravoæ qasti (2.13) preobrazuetsØ k okonqatel~nomu vidu

Δ(X) = 4√ X 2πi ∫ Re w>0 ( 4 · T_0 √ X )_w R(w) · dw w(w + 1) . . . (w + k) +O ( X T_0 log^2 X ) , (2.17) gde R(w) = 2μ_f λ_f Y · N ∑ √ X·m·n69/4T0Y N∑ M=1 (2 √ M)^{3/2+w}F_M(w), (2.18)

F_M(w) = ∞∑ c=1 S_c(n, m; M) c φ(u), (2.19)

φ(u) = u^{−3/2−w}f ( 4π u · Y √ n · m · M ) exp ( i 2 u √ X M ) , (2.20) u = 4π c √ n · m · M. (2.21)

TOQKI POD GIPERBOLO` 73 Otmetim, qto v ravenstve (2.21) priveden obobwennyæ spektral~nyæ parametr iz raboty [2] dlØ l¸bogo M ¿ 1. V ravenstve (1.15) my ispol~zovali prosteæxiæ sluqaæ pri M = 1.

Summa (2.19) ØvlØetsØ tipiqnoæ spektral~noæ summoæ iz raboty [2] dlØ gruppy SL(2, Z), a vesovaØ funkciØ φ(u) iz ravenstva (2.20) udovletvorØet vsem trebovaniØm teoremy 2, a), [2]. Pofftomu my moßem poluqit~ spektral~noe razloßenie summy (2.19)

F_M(w) = ( F^{cusp}_M + F^{disc}_M + F^{con}_M ) (w). (2.22)

Tri simvola spektral~nyh komponent (2.22) idut v tom ße porØdke, kak i v rabote [2]. Otmetim, qto v cusp-komponente teoremy 2, a), [2] est~ opeqatka: na meste vesovoæ funkcii h^{+)}(ℓ) dolßna stoØt~ funkciØ ~h(2ℓ − 1) = ∞∫ 0 J_{2ℓ−1}(x)φ(x) dx x . (2.23)

Po fftomu povodu sm. rabotu [3], ravenstva (1.19) i (1.21).

PodstavlØØ (2.22) v (2.18) poluqaem spektral~noe razloßenie obweæ summy R(w) = ( R^{cusp} + R^{disc} + F^{con} ) (w). (2.24)

PodrazumevaetsØ, qto kaßdaØ spektral~naØ komponenta (2.24) opredelØetsØ sootvetstvu¸weæ komponentoæ pravoæ qasti (2.22).

Podrobnyæ sqet s ocenkami vseh spektral~nyh komponent budet proveden vo vtoroæ qasti fftoæ raboty.

§3. Problema kruga

Spektral~naØ shema dlØ toqek pod giperboloæ perenositsØ na problemu kruga, no avtomorfnaØ teoriØ pri fftom usloßnØetsØ. V fftom sluqae nußna transformaciØ raboty [2] na sluqaæ kongruffnc-grupp s mul~tiplikatorom.

Deæstvitel~no, esli vmesto ζ^2(s) vzØt~ dzeta-funkci¸ mnimogo kvadratiqnogo polØ k = Q( √ −q), gde q > 1 – veduwiæ modul~ kvadratiqnogo neqetnogo haraktera χ = χ_q, togda

ζ_k(s) = ∑ Q 1 (N Q)^s = ∞∑ n=1 r(n) n^s , (3.1)

74 A. I. VINOGRADOV gde Q – celyæ ideal polØ k, N Q – ego norma, r(n) = ∑ d|n χ(d). Dzeta-funkci¸ (3.1) tak ße moßno razbit~ po progressiØm, kak i ζ^2(s) v ravenstve (1.1), no v fftom sluqae modul~ progressii dolßen byt~ kraten q, t.e. raven q · c, gde c ¿ 1 – l¸boe fiksirovannoe celoe

ζ_k(s) = q·c∑ M=1 ∞∑ m=0 r(qc · m + M) r(qc · m + M)^s =

= 1 (qc)^{2s} qc∑ M=1 qc∑ a,d=1 ad≡M(mod qc) χ(d)ζ ( s, a qc ) ζ ( s, d qc ) . (3.2)

�to – analog ravenstva (1.1), v kotorom poØvlØetsØ haraktermul~tiplikator kongruffnc-gruppy Γ_0(q). Ots¸da vidno, qto obobwennaØ problema kruga dlØ polØ k = Q( √ −q) svoditsØ k analogu summ (1.14) s mul~tiplikatorom S_{qc,χ}(m, n; M) = qc∑ a,d=1 χ(d)δ_{qc}(a · d − M) exp ( 2πi am + dn qc ) . (3.3)

�ti summy voznika¸t pri razloßenii rØdov Puankare v rØdy Fur~e dlØ prostranstva avtomorfnyh funkciæ s invariantnoæ gruppoæ Γ_0(q) i mul~tiplikatorom χ = χ_q.

Podrobnosti moßno naæti v rabote [4]. Ots¸da Øsno, qto perenos raboty [2] na sluqaæ gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ_q vozmoßen. My predpolagaem sdelat~ ffto v tret~eæ qasti fftoæ raboty. Pri fftom analitiqeskaØ qast~ raboty [2] ostaetsØ toæ ße samoæ. IzmeneniØ proizoædut tol~ko v arifmetike verxin fundamental~noæ oblasti F_q gruppy Γ_0(q), t.k. poØvitsØ mul~- tiplikator χ_q, kotorogo ne bylo v rabote [2]. �to vidno na primere raboty [4], gde privedeny rØdy �æzenxteæna dlØ raznyh verxin fundamental~noæ oblasti F_q.

Literatura

1. E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function. Oxford (1951).

Russkiæ perevod: I. L., Moskva (1953).

TOQKI POD GIPERBOLO` 75

2. V. Bykovsky, N. Kuznetsov, A. Vinogradov, Generalized summation formula for inhomogeneous convolution. in: International Conference Automorphic Functions and Their Applications, Khabarovsk, 27 June–4 Jule 1988, pp. 18–64.

3. J.-M. Deshouillers, H. Iwaniec, Kloosterman sums and Fourier coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–288.

4. L. A. Takhtajan, A. I. Vinogradov, The Gauss–Hasse hypothesis on real quadratic fields with class number one. — J. reine angew. Mathematik 335 (1982), 40–86.

Vinogradov A. I. The points beneath a hyperbola and the circle problem. A spectral approach.

This is the first introductory part of the paper in which a spectral idea is presented for the solution of the circle problem and the problem on the points beneath a hyperbola. In the second and third parts technical details of such a solution will be given.

Postupilo 21 maØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN