A. I. Generalov, E. A. Osi¸k KOGOMOLOGII ALGEBR DI�DRAL^NOGO TIPA, III: SERI˚ D(2A)

Vvedenie

V rabotah [1, 2, 3] dlØ nekotoryh semeæstv algebr diffdral~- nogo tipa, – a imenno, dlØ algebr seriæ D(3A)_1, D(3B)_1 D(3D)_1 i D(3K) (v oboznaqeniØh knigi [4]), – byli vyqisleny algebry `onedy. Interes k fftim seriØm byl otqasti svØzan s tem, qto bloki gruppovyh algebr koneqnyh grupp, ime¸wie rovno tri prostyh modulØ, mogut vstreqat~sØ tol~ko sredi algebr fftih qetyreh seriæ (sm. [5]). V kaqestve priloßeniØ sootvetstvu¸- wih vyqisleniæ bylo poluqeno opisanie kol~ca kogomologiæ dlØ grupp PSL (2, q), gde q – stepen~ neqetnogo prostogo qisla, nad algebraiqeski zamknutym polem harakteristiki dva (sm. takße [6, 7]).

V nastoØweæ rabote my daœm opisanie algebr `onedy dlØ algebr iz serii D(2A). Ne vse iz algebr fftoæ serii, – v otliqie ot algebr, rassmotrennyh v [1, 2, 3], – ØvlØ¸tsØ special~nymi birØdnymi, i potomu k nim ne moßet byt~ neposredstvenno primenena tehnika postroeniØ minimal~nyh proektivnyh rezol~vent, osnovannaØ na tak nazyvaemom diagrammnom metode Bensona–Karlsona. V svØzi s fftim my, ottalkivaØs~ ot nekotoryh ffmpiriqeskih nabl¸deniæ, srazu pred¨ØvlØem sootvetstvu¸wie rezol~venty dlØ prostyh moduleæ nad algebrami iz rassmatrivaemoæ zdes~ serii, a toqnost~ ih dokazyvaem s pomow~¸ spektral~nyh posledovatel~nosteæ. Zatem s pomow~¸ tehniki, razvitoæ v [1, 2, 3, 8], my daœm opisanie algebr `onedy rassmatrivaemyh algebr v terminah kolqanov s sootnoxeniØmi. Poskol~ku my vyqislØem takße Ext-algebry prostyh moduleæ, to ffti rezul~taty mogut byt~ neposredstvenno primeneny dlØ opisaniØ kol~ca kogomologiæ teh koneqnyh grupp, u kotoryh glavnyæ blok (nad algebraiqeski zamknutym polem harakteristiki dva) Morita-ffkvivalenten algebram iz serii D(2A) (sm., naprimer, tablicy v knige [4]). 113

114 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

1. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov

Pust~ K – proizvol~noe pole. Algebry R^{(A)} = R^{(A)}n,c , n ∈ N, c ∈ {0, 1}, sostavlØ¸wie seri¸ D(2A), opredelØ¸tsØ sledu¸- wim kolqanom s sootnoxeniØmi (kompoziciØ puteæ zapisyvaetsØ sprava nalevo) Q^{(A)}:

βγ = 0, α^2 = c(γβα)^n, (γβα)^n = (αγβ)^n. (1)

Kak dokazano v [4], R^{(A)} – simmetriqnaØ bazisnaØ K-algebra, ime¸waØ ruqnoæ tip predstavleniØ.

DlØ koneqnomernogo modulØ M nad proizvol~noæ koneqnomernoæ K-algebroæ Λ prØmaØ summa E(M ) = ⨁ m≥0 Ext^mΛ (M, M ) pre-

vrawaetsØ s pomow~¸ obyqnogo proizvedeniØ `onedy v (associativnu¸) K-algebru, kotoru¸ nazyva¸t Ext-algebroæ modulØ M . Esli Λ – bazisnaØ K-algebra s radikalom Dßekobsona J(Λ), to Ext-algebra E(Λ/J(Λ)) nazyvaetsØ algebroæ `onedy algebry Λ; ee budem oboznaqat~ qerez Y(Λ).

DlØ opisaniØ algebry `onedy Y(R^{(A)}) algebry R^{(A)} rassmotrim kolqan R^{(A)}:

Na algebre puteæ K[R^{(A)}] fftogo kolqana vvedem graduirovku taku¸, qto imeem

deg(x_i) = 1 (i = 1, 2, 3), deg(y1) = 2, deg(z_j) = 3 (j = 1, 2).

Rassmotrim na kolqane R^{(A)} sledu¸wie sootnoxeniØ:

x_2x_1 = x_3x_2 = x_1x_3 = x_1y_1 = y_1x_2 = 0, x_1z_1 = −z_2x_1, x_2z_2 = −z_1x_2, y_1x_3 + x_3y_1 = cx^3, (2)

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 115

z_1x_3 = x_3z_1 = 0, y_1z_1 = −z_1y_1, (3) { y^2_1 = −x_3z_1, z_1x_3 − x_3z_1 = c(x^2_3y_1 − x_3y_1x_3), y_1z_1 + z_1y_1 = −cx_3y^2_1. (4)

Opredelim algebru E = E_c s pomow~¸ kolqana R^{(A)} i sootnoxeniæ (2) i (3), a takße algebru E^′ = E^′_c s pomow~¸ togo ße kolqana R^{(A)} i sootnoxeniæ (2) i (4). ˚sno, qto algebry E_c i E^′_c nasledu¸t s algebry K[R^{(A)}] estestvennu¸ graduirovku.

Teorema 1.1. Pust~ R = R^{(A)}n,c , n ∈ N, c ∈ {0, 1}. Algebra `onedy

Y(R) kak graduirovannaØ algebra izomorfna algebre E_c pri n > 1 i algebre E^′_c pri n = 1.

Zameqanie. Esli char K ≠ 2, to vvidu [4] algebry iz rassma-

trivaemoæ nami serii mogut byt~ opisany sootnoxeniØmi (1), v kotoryh dostatoqno rassmatrivat~ c = 0. Takim obrazom, pri rassmotrenii algebr, dlØ kotoryh c = 1, my mogli by sqitat~, qto char K = 2. Odnako my nigde ne ispol~zuem poslednee uslovie, poskol~ku ffto ne privodit k uproweni¸ izloßeniØ.

Dokazatel~stvo teoremy 1.1 provoditsØ v ostal~noæ qasti raboty.

2. Rezol~venty

Pust~ R = R^{(A)}n,c , n ∈ N, c ∈ {0, 1} – algebry, opredelennye v §1. Vvedem sokrawennye oboznaqeniØ dlØ sledu¸wih fflementov algebry K[Q^{(A)}] (a takße dlØ ih obrazov v algebre R): g = (γβα)^{n−1}, a = (αγβ)^{n−1}, α̃ = α − c(γβα)^{n−1}γβ (dlØ n = 1 v kaqestve g, a berutsØ podhodØwie idempotenty e_i). Moduli P_0 i P_1 ime¸t sledu¸wie K-bazisy: P_0 =_K ⟨e_0, β, γβ, αγβ, . . . , (αγβ)^n = (γβα)^n, βα(γβα)^{n−1}, . . ., γβα, βα, α⟩, P_1 =_K ⟨e_1, γ, αγ, βαγ, γβαγ, . . . , (βαγ)^n⟩. V qastnosti, dim_K P_0 = 6n, dim_K P_1 = 3n+1; krome togo, Øsno, qto P_1 – cepnoæ modul~. Postroim sledu¸wiæ bikompleks B_{••}, raspoloßennyæ v pervoæ qetverti ploskosti (t.e. stroki i stolbcy

116 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

zanumerovany qislami 0, 1, 2, . . .): . . . . . . . . . β γ^β γ^β P_0^{aα}←−−−− P_0^{aα}←−−−− P_0^α←−−−− . . . γβ γ^β g^{γβ} P_1^{−aαγ} ←−−−− P_0^{−aα}←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^{−α̃}←−−−− . . . β γ^β g^{γβ} g^{γβ} P_0^{aα}←−−−− P_0^α←−−−− P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− . . . γβ g^{γβ} g^{γβ} g^{γβ} P_1^{−aαγ} ←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^{−α̃}←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^{−α̃}←−−−− . . . β g^{γβ} g^{γβ} g^{γβ} g^{γβ} P_0^α←−−−− P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− . . .

(5)

Predloßenie 2.1. Pust~ n > 1. Togda totalizaciØ Tot(B••) bi-

kompleksa (5) predstavlØet soboæ minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu prostogo R-modulØ S_0.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ spektral~noæ posledovatel~-

nost~¸ bikompleksa:

E^2_{pq} = H^h_p H^v_q (B_{••}) ⇒ H_{p+q}(Tot(B_{••})).

Dokaßem, qto uße vtoroæ list fftoæ spektral~noæ posledovatel~nosti vyroßdaetsØ, a imenno my pokaßem, qto ee pervyæ list sostoit iz toqnyh strok (za iskl¸qeniem mesta (p, q) =

(0, 0)). Esli i > 0, to iz diagrammy (5) poluqaem, qto

E^1_{p,2i} = 0, esli 0 ≤ p < i, Ker (γβ)/Imβ, esli p = i, Ker (γβ)/Im(γβ), esli i < p < 2i, Ker (gγβ)/Im(γβ), esli p = 2i, Ker (gγβ)/Im(gγβ), v ostal~nyh sluqaØh;

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 117

E^1_{p,2i+1} = 0, esli 0 ≤ p < i, Ker β, esli p = i, Ker (γβ)/Im(γβ), esli i < p < 2i + 1, Ker (gγβ)/Im(γβ), esli p = 2i + 1, Ker (gγβ)/Im(gγβ), v ostal~nyh sluqaØh.

PrØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto Ker (gγβ)/Im(gγβ) =⟨β, γβ, αγβ, β(αγβ), . . . , β · a, βα · g, . . ., γβα, βα⟩, Ker (gγβ)/Im(γβ) =⟨β, βα · g, α · g, . . . , α(γβα), γβα, βα⟩, Cokerβ =⟨e0, β, γβ, . . . , gγβ, βαg, . . . , βα, α⟩, Coker(gγβ) =⟨e0, β, γβ, . . . , βa, βαg, . . . , βα, α⟩, Ker (γβ)/Im(γβ) =⟨β, βα · g⟩, Ker (γβ)/Imβ =⟨βα · g⟩, Ker β =⟨(βαγ)^n⟩ (my qertoæ otmeqaem kanoniqeskie obrazy fflementov v sootvetstvu¸wih faktor-modulØh). Teper~ legko videt~, qto vyqislennye vyxe qleny E^1_{p,2i}, E^1_{p,2i+1} (i > 0) vmeste s differencialami pervogo lista rassmatrivaemoæ spektral~noæ posledovatel~nosti (oni induciru¸tsØ gorizontal~nymi differencialami bikompleksa B_{••}) sostavlØ¸t toqnye posledovatel~nosti. Dalee, poskol~ku

E^1_{p,1} =

Ker β, esli p = 0, Ker (gγβ)/Im(γβ), esli p = 1, Ker (gγβ)/Im(gγβ), v ostal~nyh sluqaØh,

to Øsno, qto gomomorfizm P_1^{−aαγ}←−−−− P_0 iz pervoæ stroki bikompleksa B_{••} induciruet izomorfizm E^1_{0,1}^≃←−−−− E^1_{,1}. Nakonec, imeem:

E^1_{p,0} = { Cokerβ, esli p = 0, Coker(gγβ), v ostal~nyh sluqaØh,

a P_0^α←−−−− P_0 induciruet monomorfizm E^1_{0,0}^α←−−−− E^1_{,0} s ko- Ødrom Cokerα ≃ S_0. Takim obrazom, dokazano, qto Q_• = Tot(B_{••}) ØvlØetsØ proektivnoæ rezol~ventoæ modulØ S_0. Minimal~nost~ fftoæ rezol~venty sleduet iz togo, qto, kak vidno iz ee postroeniØ, Im(d^Q_m : Q_{m+1} → Q_m) ⊂ Rad Q_m dlØ l¸bogo m ¿ 0. �

118 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

DlØ sluqaØ n = 1 rassmotrim sledu¸wiæ bikompleks B^′_{••}: . . . . . . . . . β γ^β γ^β P_0^α←−−−− P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− . . . γβ γ^β γ^β P_1^{−αγ} ←−−−− P_0^{−α̃}←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^{−α̃}←−−−− . . . β γ_β γ_β γ_β P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− . . . γβ γ^β γ^β γ^β P_1^{−αγ} ←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^{−α̃}←−−−− P_0^{−α}←−−−− P_0^{−α̃}←−−−− . . . β γ_β γ_β γ_β γ_β P_0^α←−−−− P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− P_0^{α̃}←−−−− P_0^α←−−−− . . .

(6)

Otmetim, qto pri c = 0 fftot bikompleks ØvlØetsØ qastnym sluqaem bikompleksa B_{••} iz (5).

Predloßenie 2.2. Pust~ n = 1. Togda totalizaciØ Tot(B^′_{••}) bi-

kompleksa (6) predstavlØet soboæ minimal~nu¸ proektivnu¸ rezol~ventu prostogo R-modulØ S_0.

Dokazatel~stvo fftogo predloßeniØ analogiqno dokazatel~- stvu predloßeniØ 2.1 i predostavlØetsØ qitatel¸.

Predloßenie 2.3. Pust~ R = R^{(A)}n,c , n ∈ N, c ∈ {0, 1}. Minimal~naØ

proektivnaØ rezol~venta modulØ S_1 imeet vid · · · −−−−→ P_1^β−−−−→ P_0^γ−−−−→ P_1^{(βαγ)n}−−−−→ P_1 β −−−−→ P_0^γ−−−−→ P_1 → S_1 → 0. Dokazatel~stvo sostoit v prØmoæ proverke toqnosti ukazannoæ posledovatel~nosti i predostavlØetsØ qitatel¸.

Iz predloßeniæ 2.1–2.3 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 2.4. Pust~ R = R^{(A)}n,c , n ∈ N, c ∈ {0, 1}. Togda:

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 119 a) dim_K Ext^m_R (S0, S1) = dim_K Ext^m_R (S1, S0) = { 1, esli m ≡ 1 (mod 3), 0, v ostal~nyh sluqaØh; b) dim_K Ext^m_R (S1, S1) = { 0, esli m ≡ 1 (mod 3), 1, v ostal~nyh sluqaØh;

v) dlØ m ≥ 2

dim_K Ext^m_R (S0, S0) = { dim_K Ext^{m−}2_R (S0, S0) + 2, esli m ≡ 0 (mod 3), dim_K Ext^{m−}2_R (S0, S0) + 1, v ostal~nyh sluqaØh.

Zameqanie 2.5. Differencialy v minimal~noæ proektivnoæ re-

zol~vente modulØ S_k my v dal~neæxem budem oboznaqat~ qerez d^{(k)}_m , m ¿ 0. Esli B_{••} — bikompleks vida (5) (ili analogiqnyæ emu bikompleks), to budem ispol~zovat~ uporØdoqenie prØmyh slagaemyh v razloßenii m-go qlena minimal~noæ proektivnoæ rezol~venty Q_m(S_k) = ⨁ i+j=m Bij prostogo modulØ Sk po vozra-

stani¸ vtorogo indeksa (sr. [2]).

3. Obrazu¸wie V fftom paragrafe dlØ rassmatrivaemoæ serii algebr D(2A) my ukaßem (koneqnye) mnoßestva obrazu¸wih algebr `onedy Y(R) = E(R/J(R)) = ⨁ m≥0 1⨁ i,j=0 Ext^m_R (S_i, S_j).

�lementy grupp rasxireniæ ψ ∈ Ext^m_R (S_i, S_j) ≃ Hom_R(Ω^m(S_i), S_j ) my budem zadavat~ s pomow~¸ kommutativnyh diagramm vida Q_m(S_i)^{πm}−−−−→ Ω^m(S_i) ⊂ Q_{m−1}(S_i) f1 bψ f0 P_j = Q_0(S_j ) −−−−→_{ρj} S_j ⊂ P_j, (7)

gde ρ_j – proektivnoe nakrytie. TakaØ diagramma moßet byt~

120 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

kratko izobraßena v vide

Q_m(S_i)^d (i) m�1 −−−−→ Q_{m−1}(S_i) f1 f0 Q_0(S_j ) −−−−→_{ρj} P_j , (8)

poskol~ku kommutativnyæ kvadrat (8) odnoznaqno opredelØet otobraßenie ^ψ iz (7). S pomow~¸ analogiqnyh kommutativnyh kvadratov my budem opisyvat~ takße Ω-sdvigi otobraßeniØ ^ψ. S drugoæ storony, diagramma (7) odnoznaqno (s toqnost~¸ do izomorfizma) vosstanavlivaetsØ, esli zadan lix~ gomomorfizm f_1 (takoæ, qto gomomorfizm ρ_j ·f_1 annuliruet Ker d^{(i)}_{m−1}), i potomu fftu diagrammu moßno kratko opisat~ sledu¸wim obrazom: ^ψ = sq(Q_m(S_i)^{f1}−−−−→ Q_0(S_j )). Pust~ R = R^{(A)}. Vvedem v rassmotrenie odnorodnye fflementy:

stepeni 1: x_1 ∈ Ext^1_R(S_0, S_1), x_2 ∈ Ext^1_R(S_1, S_0), x_3 ∈ Ext^1_R(S_0, S_0); stepeni 2: y_1 ∈ Ext^2_R(S_0, S_0);

stepeni 3: z_1 ∈ Ext^3_R(S_0, S_0), z_2 ∈ Ext^3_R(S_1, S_1).

Sootvetstvu¸wie im otobraßeniØ kratko opisyva¸tsØ sledu¸- wimi kvadratami:

^x_1 = sq(Q_1(S_0)^{(0,1)}−−−−→ P_1), ^x_2 = sq(Q_1(S_1)^1−−−−→ P_0)

^x_3 = sq(Q_1(S_0)^{(1,0)}−−−−→ P_0), ^y_1 = sq(Q_2(S_0)^{(0,1)}−−−−→ P_0)

^z_1 = sq(Q_3(S_0)^{(0,0,1)}−−−−→ P_0), ^z_2 = sq(Q_3(S_1)^1−−−−→ P_1).

V sledu¸wem predloßenii my ukaßem bazisnye fflementy (nad K) dlØ nekotoryh grupp Ext^m_R (S_i, S_j) dlØ m ≤ 6.

Predloßenie 3.1. Kak K-lineænye prostranstva privedennye

niße Ext-gruppy ime¸t sledu¸wie bazisy:

Ext2_R(S0, S0) = ⟨x23, y1⟩, Ext2_R(S1, S1) = ⟨x1x2⟩, Ext3_R(S0, S0) = ⟨x3, x3y1, z1⟩, Ext3_R(S1, S1) = ⟨z2⟩, Ext4_R(S0, S0) = ⟨x43, y1x23, y21⟩, Ext4_R(S0, S1) = ⟨x1z1⟩, Ext4_R(S1, S0) = ⟨x2z2⟩, Ext5_R(S1, S1) = ⟨x1x2z2⟩,

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 121 Ext5_R(S0, S0) = ⟨x53, y1x3, x3y21, y1z1⟩, Ext6_R(S0, S0) = ⟨x63, x43y1, x23y21, x3z1y1, z21⟩. Dokazatel~stvo. V teh sluqaØh, kogda dimK Ext^m_R (Si, Sj ) = 1, do-

statoqno ubedit~sØ, qto ukazannye fflementy otliqny ot nulØ, qto proverØetsØ neposredstvenno. Esli ße dim_K Ext^m_R (S_i, S_j ) > 1, to sleduet provodit~ bolee podrobnye vyqisleniØ, qto my proill¸striruem na primere gruppy Ext^2_R(S_0, S_0). �lement x^2_3 ∈

Ext2_R(S0, S0) predstavlØetsØ gomomorfizmom ^ x_3x_3 = x_3 ∘ Ω^1(^x_3) :

Ω2(S0) −→ S0, a ffta kompoziciØ opisyvaetsØ s pomow~¸ ob¨-

eml¸wego kvadrata sledu¸weæ diagrammy:

Q_2(S_0) −−−−→ Q_1(S_0) (_{1 0} −cgγ gγ ) (1^{,0)}

Q_1(S_0) −−−−→ Q_0(S_0)

(1^{,0)} g^{γβ} Q_0(S_0) −−−−→ P_0.

SravnivaØ otobraßeniØ ^x_3x_3 i ^y_1, vidim, qto oni lineæno nezavisimy, i ostaetsØ uqest~, qto dim_K Ext^2_R(S_0, S_0) = 2. OstavxiesØ sluqai predostavlØetsØ proverit~ qitatel¸.

Predloßenie 3.2. Pust~ R = R^{(A)}. L¸boe otobraßenie

f : Ω^m(S_0) −→ S_j (j = 0, 1)

predstavlØetsØ v vide lineænoæ kombinacii kompoziciæ otobraßeniæ ^x_1, ^x_2, ^x_3, ^y_1, ^z_1, ^z_2, a takße ih Ω-sdvigov.

Dokazatel~stvo. DlØ m ≤ 5 trebuemoe utverßdenie sleduet iz

predloßeniØ 3.1 (a takße iz opredeleniØ ukazannyh vyxe odnorodnyh fflementov algebry Y(R)), i potomu dalee predpoloßim, qto m > 5.

Sluqaæ 1: pust~ j = 1. V silu periodiqnosti modulØ S_1 umnoßenie na z_2 zadaet izomorfizm Ext^{m−3}_R (S_0, S_1) −→ Ext^m_R (S_0, S_1). Sledovatel~no, f = ^z_2 · Ω^3(f^′) dlØ nekotorogo otobraßeniØ f^′ :

Ω^{m−}3(S0) −→ S1, i moßno primenit~ indukci¸ po m.

Sluqaæ 2: j = 0. Opredelim p = fπ_m, gde π_m : Q_m(S_0) −→

Ω^m(S0) – proektivnoe nakrytie. Pust~ B_{i,m−i} ≃ P0 – prØmoe sla-

gaemoe v kanoniqeskom razloßenii modulØ Q_m(S_0) (sm. zameqa-

122 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

nie 2.5) takoe, qto p(B_{i,m−i}) = S_0, i moßno sqitat~ dopolnitel~- no, qto Ker p ⊃ ⨁ l≠i Bl,m−l . My dolßny rassmotret~ razliqnye

varianty raspoloßeniØ takogo modulØ P_0 v bikomplekse B_{••}.

(a) Pust~ n > 1 i predpoloßim, qto imeet mesto sledu¸waØ konfiguraciØ: P_1 β B_{i,m−i} =P_0^{aα}←−−−− P_0, inymi slovami, v matrice, predstavlØ¸weæ differencial d^{(0)}m : Q_{m+1}(S_0) −→ Q_m(S_0), imeetsØ stroka vida (. . . , 0, aα, β) (i ffta stroka nißnØØ). Otmetim, qto v fftom sluqae m ≡ 0 (mod 3). Postroim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu s toqnymi strokami: Q_{m+1}(S_0)^{d(0)m}−−−−→ Q_m(S_0)^{πm}−−−−→ Ω^m(S_0) −−−−→ 0 φ1 φ^0 φ Q_4(S_0)^d (0) 3−−−−→ Q_3(S_0)^{π3}−−−−→ Ω^3(S_0) −−−−→ 0, (9)

gde d^{(0)}_3 = α̃ gγβ 0 0 0 −α̃ gγβ 0 0 0 aα β : Q_4(S_0) = P^3_0 ⊕ P_1 −→ Q_3(S_0) = P^3_0 ,

φ_1 – proekciØ na poslednie qetyre prØmyh slagaemyh modulØ Q_{m+1}(S_0) iz ego kanoniqeskogo razloßeniØ, a φ_0 – kompoziciØ analogiqnoæ proekcii modulØ Q_m(S_0) na sootvetstvu¸wie prØ-

mye slagaemye i gomomorfizma

0 0 0 0 a 0 0 0 1

: Q_3(S_0) −→ Q_3(S_0).

Togda φ_0d^{(0)}m = d^{(0)}_3 φ_1, i, sledovatel~no, naædetsØ gomomorfizm φ, dela¸wiæ kommutativnoæ vs¸ diagrammu (9). Krome togo, poskol~ku Ker φ_0 ⊂ Ker p, to suwestvuet gomomorfizm p^′ : Q_3(S_0) −→ S_0 takoæ, qto p^′φ_0 = p. Pri fftom Im d^{(0)}_3 ⊂ Rad Q_3(S_0) ⊂ Ker p^′, i potomu naædetsØ gomomorfizm p^{′′} : Ω^3(S_0) −→ S_0, dlØ kotorogo p^{′′}π_3 = p^′, krome togo, p^{′′} otliqaetsØ ot ^z_1 na nekotoryæ mnoßitel~ k ∈ K^∗. Togda p^{′′}φπ_m = p = fπ_m, i, sledovatel~no, p^{′′}φ = f.

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 123

Tak kak φ = Ω^3(φ̃) dlØ nekotorogo φ̃ : Ω^{m−3}(S_0) −→ S_0, to po indukcii poluqaem trebuemoe utverßdenie.

(b) Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda modul~ B_{i,m−i} ≃ P_0 vkl¸qaetsØ v konfiguraci¸ sledu¸wego vida : B_{i,m+1−i} =P_0 γβ B_{i,m−i} = P_0^{−α}←−−−− P_0 = B_{i+1,m−i} (10) gγβ B_{i+1,m−i−1} = P_0^α←−−−− P_0 = B_{i+2,m−i−1}. Otmetim, qto togda m ≡ 2 (mod 4); krome togo, esli m = 2l, l ∈ N i n > 1, to i = m − i = l. Postroim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu s toqnymi strokami: Q_{m+1}(S_0)^{d(0)m}−−−−→ Q_m(S_0)^{πm}−−−−→ Ω^m(S_0) −−−−→ 0 ψ1 ψ0 ψ Q_3(S_0)^d (0) 2−−−−→ Q_2(S_0)^{π2}−−−−→ Ω^2(S_0) −−−−→ 0. (11)

Zdes~

d^{(0)}_2 = ( α gγβ 0 0 −α γβ ) : Q3(S0) = P 30 −→ Q2(S0) = P 20 ,

ψ_0 – proekciØ na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i−1} ⊕ B_{i,m−i} ≃ P_0 ⊕ P_0, a ψ_1 – proekciØ na prØmye slagaemye B_{i+2,m−i−1} ⊕ B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} ≃ P_0 ⊕ P_0 ⊕ P_0, vhodØwie v konfiguraci¸ (10). Teper~ analogiqno sluqa¸ 2 (a) stroitsØ gomomorfizm p^{′′} : Ω^2(S_0) −→ S_0 takoæ, qto p = p^{′′}ψ, pri fftom p^{′′} = k · ^y_1, gde k ∈ K^∗. Krome togo, ψ = Ω^2(ψ̃) dlØ nekotorogo ψ̃ : Ω^{m−2}(S_0) −→ S_0, i vnov~ zaverxaem dokazatel~stvo indukcieæ po m.

(v) Rassmotrim teper~ konfiguraci¸

P_0 γβ B_{i,m−i} =P_0^α←−−−− P_0. (12)

124 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

Zametim, qto v fftom sluqae m ≡ 0 (mod 4). Postroim diagrammu, analogiqnu¸ diagramme (11), v kotoroæ v kaqestve ψ_0 berem kompozici¸ proekcii na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i−1} ⊕

B_{i,m−i} ≃ P_0 ⊕ P_0 i gomomorfizma ( −1 0 0 1 ) : P 20 −→ Q2(S0),

a v kaqestve ψ_1 – kompozici¸ proekcii na prØmye slagaemye B_{i+2,m−i−1} ⊕ B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} ≃ P_0 ⊕ P_0 ⊕ P_0 i gomomorfizma 1 0 0 0 −1 0 0 0 1

: P^3_0 −→ Q_3(S_0). Dalee dokazatel~stvo zaverxaetsØ

analogiqno sluqa¸ 2 (a).

(g) Rassmotrim sledu¸wu¸ konfiguraci¸ P_0 gγβ B_{i,m−i} =P_0^α←−−−− P_0. (13)

i) Predpoloßim dopolnitel~no, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (13) vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy differenciala d^{(0)}m : ( . . . α gγβ 0 . . . . . . 0 −α gγβ . . . ) . V fftom sluqae my stroim diagrammu vida (11): ψ_0 – ffto proekciØ na B_{i,m−i} ⊕ B_{i−1,m−i+1}, a ψ_1 – kompoziciØ proekcii na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} ⊕ B_{i−1,m−i+2} ≃ P^3_0 i otobraßeniØ

1 0 0 0 1 0 0 0 g

: P^3_0 −→ Q_3(S_0).

ii) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (13) vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy differenciala d^{(0)}_m : ( . . . α gγβ 0 . . . . . . 0 −α γβ . . . ) . (Esli n > 1, to v fftom sluqae m ≡ 2 (mod 4)). Togda stroim diagrammu vida (11), v kotoroæ ψ_0 – ffto proekciØ na B_{i,m−i} ⊕ B_{i−1,m−i+1}, a ψ_1 – proekciØ na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} ⊕ B_{i−1,m−i+2}, i zaverxaem dokazatel~stvo analogiqno sluqa¸ 2 (a).

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 125

(d) Rassmotrim sledu¸wu¸ konfiguraci¸ P_0 gγβ B_{i,m−i} =P_0^{−α}←−−−− P_0. (14)

i) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (14) vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy differenciala d^{(0)}_m : ( . . . −α gγβ 0 . . . . . . 0 α gγβ . . . ) . Vnov~ stroim diagrammu vida (11): ψ_0 – kompoziciØ proekcii na B_{i,m−i} ⊕ B_{i−1,m−i+1} ≃ P^2_0 i gomomorfizma ( −1 0 0 1 ) : P^2_0 −→ Q_2(S_0), a ψ_1 – kompoziciØ proekcii na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} ⊕ B_{i−1,m−i+2} ≃ P^3_0 i otobraßeniØ

1 0 0 0 −1 0 0 0 g

: P^3_0 −→ Q_3(S_0).

ii) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (14) vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy differenciala d^{(0)}_m : ( . . . −α gγβ 0 . . . . . . 0 α γβ . . . ) . (Esli n > 1, to m ≡ 0 (mod 4)). Vnov~ stroim diagrammu vida (11): ψ_0 – kompoziciØ proekcii na B_{i,m−i} ⊕ B_{i−1,m−i+1} ≃ P^2_0 i gomomorfizma ( −1 0 0 1 ) : P 20 −→ Q2(S0), a ψ1 – kompoziciØ pro-

ekcii na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} ⊕ B_{i−1,m−i+2} ≃ P^3_0

i otobraßeniØ

1 0 0 0 −1 0 0 0 1

: P^3_0 −→ Q_3(S_0).

(e) Rassmotrim sledu¸wu¸ konfiguraci¸ P_0 gγβ B_{i,m−i} =P_0^{±α̃}←−−−− P_0. (15)

126 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

i) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (15) vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu, sostoØwu¸ iz (m − i)-oæ i (m − i + 1)-oæ strok matricy differenciala d^{(0)}m : ( . . . α̃ gγβ 0 . . . . . . 0 −α̃ gγβ . . . )

(my zdes~ i dalee numeruem stroki matricy differenciala nomerami sootvetstvu¸wih strok bikompleksa B_{••}). V fftom sluqae stroim diagrammu, analogiqnu¸ (11), v kotoroæ nißnØØ stroka imeet vid

Q_2(S_0)^d (0) 1−−−−→ Q_1(S_0)^{π1}−−−−→ Ω^1(S_0) −−−−→ 0 :

v kaqestve ψ_0 berem kompozici¸ proekcii na B_{i,m−i}⊕B_{i−1,m−i+1} ≃

P^2_0 i otobraßeniØ ( 1 0 0 gγ ) : P 20 −→ Q1(S0), a v kaqestve ψ1

– proekci¸ na B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1}. Teper~ analogiqno sluqa¸ 2 (a) stroitsØ gomomorfizm p^{′′} : Ω^1(S_0) −→ S_0 takoæ, qto p = p^{′′}ψ, pri fftom p^{′′} = k · ^x_3, gde k ∈ K^∗. Krome togo, ψ = Ω^1(^~ψ) dlØ nekotorogo^~ψ : Ω^{m−2}(S_0) −→ S_0, i vnov~ po indukcii zaverxaem dokazatel~stvo indukcieæ po m.

ii) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (15) vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy differenciala d^{(0)}_m : ( . . . −α̃ gγβ 0 . . . . . . 0 α̃ gγβ . . . )

(vnov~ ffto ee (m − i)-aØ i (m − i + 1)-aØ stroki). V fftom sluqae stroim diagrammu, analogiqnu¸ diagramme, rassmotrennoæ v sluqae i): ψ_0 – ffto kompoziciØ proekcii na B_{i,m−i} ⊕B_{i−1,m−i+1} ≃

P^2_0 i otobraßeniØ ( −1 0 0 gγ ) : P 20 −→ Q2(S0), a ψ1 – kompoziciØ

proekcii na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕B_{i,m−i+1} i otobraßeniØ ( 1 0 0 −1 ) : Q1(S0) −→ Q1(S0).

iii) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (15)

vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy differenciala d^{(0)}_m : ( . . . α̃ gγβ 0 . . . . . . 0 −aα γβ . . . ) .

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 127

˚sno, qto seæqas n > 1. V fftom sluqae ψ_0 – ffto kompoziciØ proekcii na B_{i,m−i} ⊕ B_{i−1,m−i+1} ≃ P^2_0 i otobraßeniØ ( 1 0 0 γ ) : P^2_0 −→ Q_1(S_0), a ψ_1 – proekciØ na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1}. iv) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (15) vkl¸qa¸tsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy differenciala d^{(0)}_m : ( . . . −α̃ gγβ 0 . . . . . . 0 aα γβ . . . )

(vnov~ n > 1). V fftom sluqae ψ_0 – ffto kompoziciØ proekcii na

B_{i,m−i} ⊕B_{i−1,m−i+1} ≃ P^2_0 i otobraßeniØ ( −1 0 0 γ ) : P 20 −→ Q1(S0),

a ψ_1 – kompoziciØ proekcii na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕

B_{i,m−i+1} i otobraßeniØ ( 1 0 0 −1 ) : Q1(S0) −→ Q1(S0).

(ß) Rassmotrim sledu¸wu¸ konfiguraci¸

P_0 γβ B_{i,m−i} =P_0^{±aα}←−−−− P_0, (16)

inymi slovami, v matrice, predstavlØ¸weæ differencial d^{(0)}m : Q_{m+1}(S_0) −→ Q_m(S_0), imeetsØ stroka vida (. . . , 0, ±aα, γβ, . . . ); pri fftom sqitaem, qto n > 1.

i) Predpoloßim, qto gomomorfizmy iz konfiguracii (16) vkl¸qa¸tsØ v podmatricu, sostoØwu¸ iz (m−i−1)-oæ i (m−i)-oæ strok matricy differenciala d^{(0)}m i ime¸wu¸ vid ( . . . ∓aα γβ 0 . . . . . . 0 ±aα γβ . . . ) ili ( . . . ∓α γβ 0 . . . . . . 0 ±aα γβ . . . ) . V fftom sluqae my stroim diagrammu, analogiqnu¸ (9), v kotoroæ φ_0 – ffto kompoziciØ proekcii na B_{i+1,m−i−1} ⊕ B_{i,m−i} ≃ P^2_0 i

otobraßeniØ 0 0 ±a 0 0 1 : P^2_0 −→ Q_3(S_0), a φ_1 – kompoziciØ pro-

ekcii na prØmye slagaemye B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m+1−i} ≃ P^2_0 i gomomor-

128 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

fizma 0 0 0 0 ±1 0 0 γ : P^2_0 −→ Q4(S0) ≃ P^3_0 ⊕P1. Dalee dokazatel~stvo

zaverxaetsØ analogiqno sluqa¸ 2 (a).

ii) Predpoloßim, qto stroka vida (. . . , 0, −aα, γβ, . . . ) vkl¸qaetsØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy d^{(0)}m : . . . −α̃ gγβ 0 0 0 . . . . . . 0 α̃ gγβ 0 0 . . . . . . 0 0 −aα γβ 0 . . . .

Vnov~ stroim diagrammu vida (9): φ_0 – ffto kompoziciØ proekcii na B_{i+2,m−i−2} ⊕ B_{i+1,m−i−1} ⊕ B_{i,m−i} ≃ P^3_0 i otobraßeniØ

1 0 0 0 −1 0 0 0 1

: P^3_0 −→ Q_3(S_0), a φ_1 – kompoziciØ proekcii na prØ- mye slagaemye B_{i+3,m−i−2} ⊕ B_{i+2,m−i−1} ⊕ B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} ≃ P^4_0 i gomomorfizma

−1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 γ

: P^4_0 −→ Q4(S0).

iii) Predpoloßim, qto stroka vida (. . . , 0, aα, γβ, . . .) vkl¸qaet-

sØ v sledu¸wu¸ podmatricu matricy d^{(0)}m : . . . α̃ gγβ 0 0 0 . . . . . . 0 −α̃ gγβ 0 0 . . . . . . 0 0 aα γβ 0 . . . .

V fftom sluqae φ_0 – ffto proekciØ na B_{i+2,m−i−2} ⊕ B_{i+1,m−i−1} ⊕ B_{i,m−i}, a φ_1 – kompoziciØ proekcii na prØmye slagaemye B_{i+3,m−i−2} ⊕ B_{i+2,m−i−1} ⊕ B_{i+1,m−i} ⊕ B_{i,m−i+1} i gomomorfizma 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 γ

: P^4_0 −→ Q4(S0).

(z) DlØ sluqaØ n = 1 my dolßny rassmotret~ ewe dve konfiguracii.

i) Esli m ≡ 3 (mod 6), to vozmoßna sledu¸waØ konfiguraciØ

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 129

P_1 β B_{i,m−i} =P_0^{α̃}←−−−− P_0. V fftom sluqae stroitsØ diagramma vida (9), v kotoroæ φ_1 (sootvetstvenno φ_0) – proekciØ na poslednie qetyre (sootvetstvenno tri) prØmyh slagaemyh modulØ Q_{m+1}(S_0) (sootvetstvenno Q_m(S_0)) iz ego kanoniqeskogo razloßeniØ.

ii) DlØ m ≡ 0 (mod 6), m > 6, vozmoßna sledu¸waØ konfiguraciØ: P_0 β B_{i,m−i} =P_0^α←−−−− P_0. V fftom sluqae stroitsØ diagramma, analogiqnaØ diagramme (11), v kotoroæ nißnØØ stroka imeet vid

Q_7(S_0)^d (0) 6−−−−→ Q_6(S_0)^{π6}−−−−→ Ω^6(S_0) −−−−→ 0 :

v kaqestve ψ_1 (sootvetstvenno ψ_0) berem proekci¸ na poslednie xest~ (sootvetstvenno pØt~) prØmyh slagaemyh modulØ Q_{m+1}(S_0) (sootvetstvenno Q_m(S_0)) iz ego kanoniqeskogo razloßeniØ; pri fftom dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva my ispol~zuem poslednee sootnoxenie v predloßenii 3.1. �

Sledstvie 3.3. Pust~ R = R^{(A)}. Mnoßestvo

χ_A = {x_1, x_2, x_3, y_1, z_1, z_2}

poroßdaet algebru `onedy Y(R^{(A)}) kak K-algebru.

4. SootnoxeniØ

Poloßim R = R^{(A)}n,c , n ∈ N, c ∈ {0, 1}.

Predloßenie 4.1. DlØ mnoßestva obrazu¸wih χA algebry Y(R)

vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (2), a takße (3), esli n > 1, i (4), esli n = 1.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provoditsØ s pomow~¸ teh ße

tehniqeskih priemov, qto i v [2]. Potomu my ograniqimsØ rassmotreniem lix~ odnogo iz sootnoxeniæ v (2)–(4), a imenno

130 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

x_1z_1 = −z_2x_1 pri n > 1. Proverka ostal~nyh sootnoxeniæ v (2), a takße sootnoxeniæ (3) (sootvetstvenno (4)) predostavlØetsØ qitatel¸. Poskol~ku ^x_1z_1 = ^x_1 · Ω^1(^z_1), ^z_2x_1 = ^z_2 · Ω^3(^x_1), to predvaritel~no trebuetsØ vyqislit~ ukazannye Ω-sdvigi otobraßeniæ ^x_1 i ^z_1. Rezul~taty fftih vyqisleniæ soderßatsØ v sledu¸wih kommutativnyh diagrammah:

Q4(S0)^d (0) 3�! Q3(S0)^{d(0)2}�! Q2(S0)^{d(0)1}�! Q1(S0)^{d(0)0}�! Q0(S0) ? y(0,0,0,�1) ? y(0,0,aα) ? y(0,�aα) ? y(0,1) ? y^{aαγ} Q3(S1) �!

d(1)2

Q2(S1) �!

d(1)1

Q1(S1) �!

d(1)0

Q0(S1) �! (βαγ)^n P1;

Q_4(S_0)^d (0) 3−−−−→ Q_3(S_0)^d (0) 2−−−−→ Q_2(S_0) (_{0 0 a 0}

0 0 0 1 ) (0^{,0,1)} (0^{,aα)} Q_1(S_0) −−−−→_{(α,β)} Q_0(S_0) −−−−→_{(γβα)n} P_0. Dalee, otobraßeniØ ^x_1 · Ω^1(^z_1) i ^z_2 · Ω^3(^x_1) predstavlØ¸tsØ ob¨- eml¸wimi kvadratami sledu¸wih kommutativnyh diagramm:

Q_4(S_0)^d (0) 3−−−−→ Q_3(S_0) Q_4(S_0)^d (0) 3−−−−→ Q_3(S_0) (_{0 0 a 0}

0 0 0 1 ) (0^{,0,1)} (0^{,0,0,−1)} (0^{,0,−aαγ)} Q_1(S_0)^{(α,β)}−−−−→ Q_0(S_0) Q_3(S_1)^{(βαγ)n}−−−−→ Q_2(S_1)

(0,1) aαγ 1 1 Q_0(S_1) −−−−→ (βαγ)^n P_1, Q_0(S_1) −−−−→_{(βαγ)n} P_1.

Teper~ sravnenie otobraßeniæ v fftih ob¨eml¸wih kvadratah dokazyvaet sootnoxenie x_1z_1 = −z_2x_1 (pri n > 1). � Pust~ E = K[R^{(A)}]/I (sootvetstvenno E^′ = K[R^{(A)}]/I^′) – graduirovannaØ K-algebra, gde I (sootvetstvenno I^′) – ideal algebry puteæ kolqana R^{(A)}, sootvetstvu¸wiæ sootnoxeniØm (2) i (3) (sootvetstvenno (2) i (4)). Esli n > 1, to vvidu sledstviØ 3.3 i predloßeniØ 4.1 suwestvuet s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm graduirovannyh K-algebr E −→ Y(R), perevodØwiæ kanoniqeskie obrazu¸wie algebry E (t.e. sootvetstvu¸wie strelkam v R^{(A)})

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 131

v sootvetstvu¸wie obrazu¸wie algebry Y(R), vvedennye v naqale §3. Esli n = 1, to imeetsØ analogiqnyæ s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm E^′ −→ Y(R). Dalee my budem rassmatrivat~ tol~ko sluqaæ n > 1. DlØ n = 1 nado provesti analogiqnye rassußdeniØ, i my predostavlØem ffto sdelat~ qitatel¸.

Pust~ E = ⊕_{m≥0}E^m – prØmoe razloßenie algebry E na odnorodnye prØmye slagaemye. Qerez ε_i, i = 0, 1, oboznaqim idempotenty algebry K[R^{(A)}], sootvetstvu¸wie verxinam kolqana

R^{(A)}, i tak ße oboznaqim obrazy fftih idempotentov v E. Teper~

teorema 1.1 vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ.

Predloßenie 4.2. DlØ l¸byh i, j ∈ {0, 1} i m ≥ 0

dim_K (ε_iE^mε_j ) = dim_K Ext^m_R (S_j , S_i).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku dlØ m = 0, 1 sootnoxenie oqevidno,

to dalee predpolagaem, qto m > 1.

(a) Rassmotrim snaqala sluqaæ i = j = 0. Vvedem oboznaqenie d_m = dim_K (ε_0E^mε_0). Zametim, qto K-algebra ε_0Eε_0 poroßdaetsØ fflementami x_3, y_1, z_1. Tak kak ffti fflementy udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

y_1z_1 = −z_1y_1, z_1x_3 = x_3z_1 = 0, y_1x_3 + x_3y_1 = cx^3,

to legko poluqaem, qto odnoqleny vida y^s_1z^t_1 (2s+3t = m), x^t_3y^s_1 (t+

2s = m) sostavlØ¸t K-bazis prostranstva ε0E^mε0. Dokaßem, qto

d_m = { d_{m−2} + 2, esli m ≡ 0 (mod 3), d_{m−2} + 1, v ostal~nyh sluqaØh. (17)

Deæstvitel~no, odnoqlenam vida y^s_1z^t_1, x^t_3y^s_1, u kotoryh s > 0, odnoznaqno sootvetstvu¸t fflementy analogiqnogo K-bazisa prostranstva ε_0E^{m−2}ε_0 (naprimer, dostatoqno opuskat~ odin somnoßitel~ y_1). Krome togo, imeetsØ odnoqlen vida z^t_1 v toqnosti, kogda m = 3t, t ∈ N, i odnoqlen x^m_3 dlØ l¸bogo m. Nakonec, zametim, qto vidu sledstviØ 2.4 v) posledovatel~nost~ {dim_K Ext^m_R (S_0, S_0)}_{m≥1} udovletvorØet rekurrentnomu sootnoxeni¸, analogiqnomu (17).

(b) Sluqaæ i = j = 1. Vvedem oboznaqenie d_m = dim_K (ε_1E^mε_1). K-algebra ε_1Eε_1 poroßdaetsØ fflementami y = x_1x_2, z_2. Tak kak ffti fflementy udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

y^2 = 0, yz_2 = z_2y,

132 A. I. GENERALOV, E. A. OSIıK

to odnoqleny vida yz^t_2, z^s_2, gde 2 + 3t = m (t ≥ 0), 3s = m (s > 0), sostavlØ¸t K-bazis prostranstva ε_1E^mε_1. ˚sno, qto

d_m = { 0, esli m ≡ 1 (mod 3), 1, v ostal~nyh sluqaØh.

Vvidu sledstviØ 2.4 b) poluqaem, qto

dim_K (ε1E^mε1) = dim_K Ext^m_R (S1, S1).

(v) Sluqaæ i = 1, j = 0. Pust~ d_m = dim_K (ε_1E^mε_0). Ispol~zuØ sootnoxeniØ (2) i (3), legko videt~, qto odnoqleny vida x_1z^t_1 (t > 0), gde 1 + 3t = m, sostavlØ¸t K-bazis prostranstva ε_1E^mε_0. Sledovatel~no,

d_m = { 1, esli m ≡ 1 (mod 3), 0, v ostal~nyh sluqaØh

i vvidu sledstviØ 2.4 a) poluqaem, qto

dim_K (ε1E^mε0) = dim_K Ext^m_R (S0, S1).

(g) Sluqaæ i = 0, j = 1. Pust~ d_m = dim_K (ε_0E^mε_1). Analogiqno predyduwim sluqaØm legko videt~, qto odnoqleny vida x_2z^t_2 (t > 0), gde 1 + 3t = m, sostavlØ¸t K-bazis prostranstva ε_0E^mε_1, i potomu

d_m = { 1, esli m ≡ 1 (mod 3), 0, v ostal~nyh sluqaØh,

otkuda vvidu sledstviØ 2.4 a) poluqaem, qto dim_K (ε_0E^mε_1) =

dim_K Ext^m_R (S1, S0). �

Iz dokazatel~stva teoremy 1.1 moßno poluqit~ takße opisanie Ext-algebr prostyh R^{(A)}-moduleæ. DlØ fftogo rassmotrim sledu¸wie K-algebry: H_c = K⟨x, y, z⟩/(yz + zy, zx, xz, yx + xy − cx^3), H^′_c= K⟨x, y, z⟩/(yx+xy−cx^3, xz+y^2, zx+y^2−c(x^2y−xyx), yz+zy+cxy^2 ), gde deg x = 1, deg y = 2, deg z = 3.

KOGOMOLOGII ALGEBR, III 133

Sledstvie 4.3. Pust~ R = R^{(A)}n,c . Togda:

a) E(S_0) ≃ { H_c, esli n > 1, H^′_c, esli n = 1;

b) E(S_1) ≃ K[y, z]/(y^2), gde deg y = 2, deg z = 3.

Dokazatel~stvo. DlØ n > 1 sootvetstvu¸wie utverßdeniØ vy-

teka¸t iz dokazatel~stva predloßeniØ 4.2. DlØ n = 1 dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno i predostavlØetsØ qitatel¸. � Literatura

1. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Algebry `onedy dlØ odnogo klassa diffdral~nyh algebr. — Vestnik S.-Peterb. un-ta. Ser. 1, Vyp. 3, ˝15 (1999), 3–10.

2. A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa. I. — Zap. nauqn.

semin. POMI 265 (1999), 139–162.

3. O. I. Balaxov, A. I. Generalov, Kogomologii algebr diffdral~nogo tipa.

II. — Algebra i analiz 13, vyp. 1 (2001), 3–25.

4. K. Erdmann, Blocks of tame representation type and related algebras. — Lect.

Notes Math. 1428 (1990).

5. K. Erdmann, Algebras and dihedral defect groups. — Proc. London Math. Soc.

54 No. 1 (1987), 88–114.

6. J. Martino, S. Priddy, Classification of BG for groups with dihedral or quaternion Sylow 2-subgroups. — J. Pure Appl. Algebra 73 (1991), 13–21.

7. T. Asai, H. Sasaki, The mod 2 cohomology algebras of finite groups with dihedral Sylow 2-subgroups. — Commun. Algebra 21 (1993), 2771–2790.

8. A. I. Generalov, Kogomologii algebr poludiffdral~nogo tipa. I. — Algebra i analiz 13, vyp. 4 (2001), 54–85.

Generalov A. I., Osiuk E. A. Cohomology of algebras of dihedral type, III: the family D(2A).

For algebras of dihedral type that form the family D(2A) (from K. Erdmann’s list), the Yoneda algebras are described in terms of quivers with relations.

Postupilo 2 noØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet