Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

N. A. Dßusoeva, V. A. Koæbaev

MAKSIMAL^NYE PODGRUPPY, SODERȷAWIE TOR, SV˚ZANNYE S POLEM OTNOXENI` DEDEKINDOVO` OBLASTI

Voprosy opisaniØ nekotoryh klassov podgrupp lineænyh grupp ØvlØ¸tsØ vaßnymi voprosami teorii grupp. DannaØ rabota posvØwena napravleni¸, svØzannomu s izuqeniem podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih nerawepimyæ maksimal~- nyæ tor, dlØ sluqaØ, kogda osnovnoe pole ØvlØetsØ polem otnoxeniæ dedekindovoæ oblasti. Osnovnym rezul~tatom raboty ØvlØetsØ postroenie maksimal~nyh podgrupp ukazannogo vida.

Voprosam podobnyh issledovaniæ byli posvØweny raboty Z. I. Boreviqa, V.P.Platonova, G. Zeætca, A. A. Bondarenko, Qan Ngok HoØ, S. L. Krupeckogo i dr. (sm. [2–5]).

Pust~ R – dedekindova oblast~, k – pole otnoxeniæ kol~ca R. Na protØßenii vseæ raboty d = p_1 . . . p_m ∈ R – fflement kol~ca R, kotoryæ ØvlØetsØ proizvedeniem razliqnyh neprivodimyh iz R (fflement α my nazyvaem neprivodimym, esli ideal (α) prost). Qerez p ∈ R my budem oboznaqat~ neprivodimyæ delitel~ fflementa d.

Kak horoxo izvestno, soglasno kriteri¸ �æzenxteæna mnogoqlen x^n −d neprivodim nad polem k (sm., naprimer, [1]). Pofftomu my imeem radikal~noe rasxirenie K = k(^n √ d) stepeni n polØ k.

DlØ dannogo rasxireniØ imeet mesto regulØrnoe vloßenie

K^∗ ↔ Aut_k(K)

mul~tiplikativnoæ gruppy K^∗ polØ K v gruppu vseh k-lineænyh avtomorfizmov polØ K, rassmatrivaemogo kak k-lineænoe prostranstvo, gde f_α(x) = αx, x ∈ K.

Obraz K^∗ pri ukazannom vloßenii my nazyvaem neraswepimym maksimal~nym torom T (K) = T (K/k). Esli vybrat~ standartnyæ bazis polØ K nad k, to, oqevidno, Aut_k(K) izomorfno polnoæ lineænoæ gruppe GL(n, k), pri fftom tor T (K) budet pred- 149

150 N. A. DȷUSOEVA, V. A. KO`BAEV stavlen podgruppoæ matric T (d) v gruppe GL(n, k): T = T (d) = {c(x̄) : x̄ ∈ k^n\{0}}, gde c = c(x̄) = (c_{ij} ) — matrica, fflementy kotoroæ opredelØ¸tsØ formuloæ c_{ij} = { x_{i+1−j}, j 6 i; dx_{n+i+1−j}, j ¿ i + 1. My rassmatrivaem podgruppy H polnoæ lineænoæ gruppy G =

GL(n, k), soderßawie neraswepimyæ maksimal~nyæ tor T = T (d).

DlØ vsØkogo neprivodimogo p ∈ R qerez R_{(p)} oboznaqim mnoßestvo vseh p–celyh fflementov polØ k:

R_{(p)} = {a b ∈ k : (p, b) = 1 } . Qerez σ_p my oboznaqaem tablicu (set~), v kotoroæ na diagonali i niße stoit R_{(p)}, a vyxe glavnoæ diagonali — ideal pR_{(p)}:

(σ_{(p)})_{ij} = { R_{(p)}, i ¿ j, pR_{(p)}, i < j. Dalee, G(σ_p) — setevaØ gruppa (opredelennaØ nad kol~com

R_{(p)}).

Teorema. DlØ vsØkogo neprivodimogo delitelØ p fflementa d grup-

pa H_p = T (d)G(σ_p) ØvlØetsØ maksimal~noæ netrivial~noæ (ne soderßaweæ SL(n, k)) podgruppoæ polnoæ lineænoæ gruppy G = GL(n, k), soderßaweæ tor T = T (d).

Sledstvie. DlØ vsØkogo neprivodimogo p ∈ R gruppa Hp =

T (p)G(σ_p) ØvlØetsØ maksimal~noæ netrivial~noæ podgruppoæ gruppy G, soderßaweæ tor T (p).

Nesloßno videt~, qto fflementarnaØ transvekciØ t_{ij}(α) soderßitsØ v H_p togda i tol~ko togda, kogda α ∈ (σ_p)_{ij}, i ≠ j. Pofftomu dlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno pokazat~, qto H_p – podgruppa gruppy GL(n, k) i ona ØvlØetsØ maksimal~noæ.

S kaßdoæ matriceæ c = c(x̄) ∈ T svØzana obratnaØ matrica

c^{−1} = c(ȳ) = (c^′_{ij} ) ∈ T , ȳ = (y_1, . . . , y_n) ∈ k^n, gde y_i = C_{1i} |c(x̄)| , priqem

MAKSIMAL^NYE PODGRUPPY 151

C_{1i} — algebraiqeskoe dopolnenie fflementa c_{1i} matricy c^{−1} = c(ȳ). DlØ fflementov matricy c^{−1} = c(ȳ) imeem formulu: c^′_{sr} = { y_{s+1−r} , r 6 s, dy_{n+s+1−r}, r ¿ s + 1. Vvedem v rassmotrenie podkol~co R_0 = R(d) polØ k sledu¸- wego vida

R_0 = R(d) = ring_{x̄∈kn\¯0}⟨x_iy_j , dx_ry_s : i + j 6 n + 1, r + s > n + 1⟩.

Predloßenie 1. Esli kol~co R(p) soderßit podkol~co R0, to

tor T = T (d) normalizuet setevu¸ gruppu G(σ_p), a potomu H_p = T · G(σ_p) – promeßutoqnaØ podgruppa, soderßawaØ tor T .

Dokazatel~stvo. Pust~ g = e + a ∈ G(σ), gde a = (aij) prinad-

leßit setevomu podkol~cu M (σ_p). Pust~, dalee, c = (c_{ij}) = c(x̄),

c^{−1} = (c^′_{ij} ) = c(ȳ). Pokaßem, qto b = (b_{ir}) = cac^{−1} ∈ M (σ_p). Dosta-

toqno pokazat~, qto esli a = a_{ks}e_{ks}, gde a_{ks} ∈ σ_{ks}, e_{ks} — matriqnaØ edinica, to b = cac^{−1} ∈ M (σ_p), to est~, qto b_{ir} ∈ σ_{ir} dlØ vseh

i, r. Imeem b_{ir} = c_{ik}a_{ks}c^′_{sr}. Pokaßem, qto b_{ir} = c_{ik}a_{ks}c^′_{sr} ∈ σ_{ir}. V silu formul i dlØ c_{ik} i c^′_{sr} dostatoqno rassmotret~ qetyre sluqaØ (α = i + 1 − k, β = s + 1 − r): 1) s 6 r − 1, k 6 i, c_{ik}a_{ks}c^′_{sr} = x_αda_{ks}y_{n+β} , 2) s 6 r − 1, k ¿ i + 1, c_{ik}a_{ks}c^′_{sr} = dx_{n+α}da_{ks}y_{n+β} , 3) s ¿ r, k 6 i, c_{ik}a_{ks}c^′_{sr} = x_αa_{ks}y_β , 4) s ¿ r, k ¿ i + 1, c_{ik}a_{ks}c^′_{sr} = dx_{n+α}a_{ks}y_β . Rassmotrenie fftih sluqaev ne predstavlØet truda.

Predloßenie 2. DlØ vsØkogo neprivodimogo delitelØ p fflemen-

ta d imeet mesto vkl¸qenie

R_0 ⊂ R_{(p)},

gde R_{(p)} — kol~co vseh p-celyh fflementov polØ otnoxeniæ kol~- ca R.

Dokazatel~stvo predloßeniØ vytekaet iz sledu¸wih dvuh lemm i togo, qto dedekindovom kol~ce dlØ l¸bogo a ∈ R odnoznaqno opredeleno celoe r ¿ 0 takoe, qto a = p^ra_1, gde

152 N. A. DȷUSOEVA, V. A. KO`BAEV

a_1 ∈ R, (p, a_1) = 1 pri fftom moßno zametit~, qto (sm. kol~co R_0) x_iy_j =^{xiCij}_{|c(x̄)|} , priqem v qislitele i v znamenatele nahodØtsØ

odnorodnye mnogoqleny stepeni n.

Lemma 1. Pust~ p – neprivodimyæ delitel~ fflementa d, p|d;

x_1, . . . , x_n ∈ R. Esli p^k | |c(x̄)|, to p|x_1, . . . , p|x_k. Lemma 2. Pust~ p|x1, . . . , p|xk. a) Esli i 6 n − k, to p^k|C_{1i}, b) Esli i > n − k, to p^{k−1}|C_{1i}, gde C_{1i} – algebraiqeskoe dopolnenie fflementa c_{1i}.

Predloßenie 3. Pust~ p — neprivodimyæ delitel~ fflementa d,

p|d. Togda tor T = T (d) normalizuet setevu¸ gruppu G(σ_p), a potomu H_p = T · G(σ_p) ØvlØetsØ promeßutoqnoæ podgruppoæ gruppy G = GL(n, k), soderßaweæ tor T . Dalee, H_p ne soderßit SL(n, k).

Dokazatel~stvo predloßeniØ 3 vytekaet iz predloßeniæ 1 i 2.

Predloßenie 4. Pust~ p — neprivodimo, p|d, Hp = T G(σp). Esli

H, T 6 H 6 G, priqem H ! H_p, to H ⊇ SL(n, k).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno, pol~zuØs~ fflementarnymi trans-

vekciØmi, diagonal~nymi matricami iz H_p i matriceæ ne soderßaweæsØ v H_p, poluqit~ fflementranu¸ transvekci¸ t_{ij}(α), i > j, gde α ∉ R_{(p)}.

Dokazatel~stvo teoremy. Soglasno predloßeni¸ 3 Hp – pro-

meßutoqnaØ podgruppa. Dokaßem maksimal~nost~ podgruppy H_p. Pust~ H_p H 6 G. Pokaßem, qto H = G. DlØ fftogo v silu predloßeniØ 4 nam dostatoqno pokazat~, qto D(n, k) ⊆ H. Tak kak

D(n, R_{(p)}) ⊆ H, to nam dostatoqno pokazat~, qto d_r

(_1 p ) ∈ H dlØ nekotorogo 1 6 r 6 n. Deæstvitel~no, tak kak T 6 H, to dlØ

x = (0, 1, 0, . . . , 0) my imeem c(x̄) ∈ H. UmnoßaØ matricu c(x) na

matricy perestanovki iz SL(n, k) ⊆ H i na d_r(−1) my poluqim, qto d_r(d) ∈ H, otkuda tak kak D(n, R_{(p)}) ⊆ H, to d_r(p) ∈ H i d_r (_1 p ) ∈ H. Literatura 1. Z. I. Boreviq, I. R. Xafareviq, TeoriØ qisel. M.: Nauka, 1985. 2. Z. I. Boreviq, V. A. Koæbaev Qan Ngok Hoæ, Rexetki podgrupp v GL(n; Q), soderßawih neraswepimyæ tor. — Zap. nauq. semin. POMI 191 (1991), 24–43.

MAKSIMAL^NYE PODGRUPPY 153 3. V. A. Koæbaev, Podgruppy gruppy GL(n; Q), soderßawie neraswepimyæ

maksimal~nyæ tor. — Dokl. AN SSSR 312 No. 1 (1990), 36–38.

4. V. A. Koæbaev, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih mak-

simal~nyæ neraswepimyæ tor, svØzanyæ s radikal~nym rasxireniem. —

Vestnik S.-Peterburg. universiteta Ser. 1 (1995).

5. G. M. Seitz, Subgroups of finite groups of Lie type. — J. Algebra 61 (1979), 16–27.

Dzhusoeva N. A., Koibaev V. A. Maximal subgroups containing a torus, connected to the field of fractions of a Dedehind domain.

The paper belongs to the direction related to the description of overgroups of non-split maximal tori, for the case when the ground field is the field of fractions of a Dedekind domain. Its principal result is a construction of a series of maximal subgroups in the class.

Postupilo 20 noØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet