Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

E. V. Dybkova

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH GIPERBOLIQESKO` UNITARNO` GRUPPY NAD NEKOMMUTATIVNYM TELOM

Odnim iz napravleniæ, aktivno razvivavxihsØ v peterburgskoæ algebraiqeskoæ xkole na protØßenii poslednih desØtiletiæ, ØvlØetsØ issledovanie rexetki podgrupp lineænyh grupp nad kol~cami. RassmatrivaØ special~nye matricy iz idealov, nazvannye im setØmi, Z. I. Boreviq v 1976 godu (sm. [1]) dokazal sledu¸wu¸ krasivu¸ teoremu o podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polem: esli pole soderßit ne menee 7 fflementov, to vsØkaØ podgruppa H polnoæ lineænoæ gruppy nad fftim polem, soderßawaØ vse obratimye diagonal~nye matricy, zakl¸- qena meßdu odnoznaqno opredelennoæ D-setevoæ podgruppoæ G(σ) i ee normalizatorom N (σ) (po povodu opredeleniæ i oboznaqeniæ sm. takße [1]). V dal~neæxem teorema Boreviqa byla perenesena na bolee xirokiæ klass kolec: v [2, 3] Z. I. Boreviq i N. A. Vavilov dokazali naliqie toqno takogo ße opisaniØ rexetki naddiagonal~nyh podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad polulokal~nym kol~com, udovletvorØ¸wim nekotorym ograniqeniØm.

My ne budem zdes~ podrobno opisyvat~ mnogoqislennye rezul~taty, poluqennye v fftoæ i smeßnyh oblastØh za poslednie 20 let, i soxlemsØ na obzory A. E. Zalesskogo [11–13] i N. A. Vavilova [5, 27], gde detal~no osvewena ukazannaØ tematika i privedena obxirnaØ bibliografiØ. Vydelim lix~ ewe neskol~ko rabot, posvØwennyh issledovani¸ lineænyh grupp nad kol~cami s formami i ime¸wih samoe neposredstvennoe otnoxenie k voprosu, rassmatrivaemomu v predlagaemoæ stat~e. V [15, 16] S. L. Krupeckim byla ustanovlena standartnost~ opisaniØ rexetki naddiagonal~nyh podgrupp v unitarnoæ gruppe nad lokal~nym polem i nad telom klassiqeskih kvaternionov. N. A. Vavilov i E. V. Dybkova v [6] dokazali, qto takoe ße opisanie dopuska¸t naddiagonal~nye podgruppy simplektiqe- 154

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 155

skoæ gruppy nad polem, udovletvorØ¸wim nekotorym ograniqeniØm (odnim iz takih ograniqeniæ ØvlØlas~ obratimost~ 2). V [4] N. A. Vavilov perenes teoremu Boreviqa na ortogonal~nye gruppy nad kommutativnym polulokal~nym kol~com s obratimoæ 2 i dostatoqno bol~ximi polØmi vyqetov.

V svØzi s perenosom teoremy Boreviqa na unitarnye, ortogonal~nye i simplektiqeskie gruppy sleduet otmetit~, qto v [6, 4] rassußdeniØ ves~ma pohoßi, a ffto vyzyvaet estestvennoe ßelanie postroit~ edinoe dokazatel~stvo dlØ vseh treh upomØnutyh klassov lineænyh grupp. Udobnym instrumentom dlØ takogo edinogo podhoda ØvlØetsØ obrawenie k vvedennomu �. Bakom v [17] ponØti¸ formennogo kol~ca i opredelØemym s ego pomow~¸ giperboliqeskim unitarnym gruppam (podrobnoe opisanie fftih grupp privedeno v [21, 18], tam ße ob¨ØsnØetsØ, poqemu simplektiqeskie, ortogonal~nye i klassiqeskie unitarnye gruppy qetnyh razmernosteæ ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi giperboliqeskih unitarnyh grupp).

Obrawenie k giperboliqeskim unitarnym gruppam v nekotoryh situaciØh pozvolØet takße preodolet~ i tradicionnye tehniqeskie trudnosti, voznika¸wie v sluqae, kogda 2 ne ØvlØetsØ obratimym fflementom osnovnogo kol~ca. Nado zametit~, odnako, qto neobratimost~ 2 qasto slußit ne tehniqeskim, a principial~nym prepØtstviem pri opisanii rexetki naddiagonal~nyh podgrupp s pomow~¸ seteæ: v konce raboty [6] priveden primer naddiagonal~noæ podgruppy simplektiqeskoæ gruppy nad polem harakteristiki 2, ne ukladyva¸wiæsØ v ramki standartnogo opisaniØ. �to oznaqaet, qto pri perenose teoremy Boreviqa na giperboliqeskie unitarnye gruppy set~ idealov sootvetstvu¸wego kol~ca nado kak-to associirovat~ s vydeleniem v kol~ce formennogo parametra, uqastvu¸wego v opredelenii unitarnoæ gruppy. V svØzi s poslednim obstoØtel~stvom v [7] bylo predloßeno pri issledovanii giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy U (2n, R, Λ) nad formennym kol~com (R, Λ) ispol~zovat~ formennye D-seti, to est~ pary (σ, Γ), sostoØwie iz nekotoroæ D-seti σ idealov kol~ca R i nabora Γ, soderßawego 2n additivnyh podgrupp kol~ca R so special~nymi (i prosto opisyvaemymi) svoæstvami, – nabora formennyh setevyh parametrov. V [9, 10] pokazano, qto dlØ sluqaØ polØ, soderßawego dostatoqno mnogo fflementov, za osnovu standartnogo opisaniØ rexetki

156 E. V. DYBKOVA

naddiagonal~nyh podgrupp v rassmatrivaemoæ situacii moßno brat~ toqnye formennye D-seti (toqnost~ seti oznaqaet, qto stoØwie na poboqnoæ diagonali idealy odnoznaqno opredelØ¸tsØ ostal~nymi idealami i formennymi setevymi parametrami).

Sledu¸wim xagom, kotoryæ estestvenno sdelat~ pri opisanii rexetki naddiagonal~nyh podgrupp giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy, dolßen byt~, koneqno, perenos poluqennogo rezul~tata na nekommutativnye tela. Napomnim v fftoæ svØzi shemu dokazatel~stva teoremy Boreviqa v [1], a takße perenosa fftoæ teoremy na podgruppy giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy v sluqae polØ iz [9, 10]. Preßde vsego ustanavliva¸tsØ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ dlØ vhoßdeniØ matricy v normalizator setevoæ podgruppy. Zatem stroitsØ naibol~xaØ Dset~ (sootvetstvenno, toqnaØ formennaØ D-set~), soderßawaØsØ v dannoæ naddiagonal~noæ podgruppe. Posle fftogo proverØetsØ, qto vzØtaØ podgruppa vhodit v normalizator associirovannoæ setevoæ podgruppy, dlØ qego dokazyva¸tsØ vspomogatel~- nye fakty ob izvleqenii v dannoæ gruppe transvekciæ (sootvetstvenno, unitarnyh transvekciæ). Otmetim, qto i v [1], i v [9, 10] dokazatel~stvo lemm o transvekciØh – tehniqeski naibolee sloßnaØ qast~ raboty. Kak odno iz sredstv preodoleniØ voznika¸wih tehniqeskih trudnosteæ dlØ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad polem ispol~zovalas~ indukciØ po stepeni gruppy (v kaqestve primera ukaßem na dokazatel~stvo lemmy 10 v [9]), a ffto oznaqaet otdel~noe rassmotrenie bazovogo sluqaØ, to est~ libo gruppy naimen~xeæ vozmoßnoæ stepeni, libo grupp neskol~kih malyh stepeneæ.

Osnovnoæ cel~¸ predlagaemoæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~- stvo teoremy Boreviqa dlØ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad nekommutativnym telom v sluqae, kogda unitarnaØ gruppa imeet stepen~ 2 ili 4. K soßaleni¸, v poslednem sluqae privodimoe dokazatel~stvo goditsØ ne dlØ vseh formennyh kolec nad nekommutativnym telom i potomu, kak i v [9], my vvodim ponØtie horoxego formennogo kol~ca nad nekommutativnym telom.

1. Formennoe kol~co i giperboliqeskaØ unitarnaØ gruppa

Pust~ R – associativnoe kol~co s 1, v kotorom deæstvuet invol¸ciØ . Fiksiruem v R central~nyæ obratimyæ fflement λ, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ λλ = 1. Vybrannyæ λ i invol¸ciØ

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 157

opredelØ¸t v R additivnye podgruppy Λ^m = {α − λα | α ∈ R} i Λ^M = {α ∈ R | α = −λα}. PonØtno, qto Λ^m 6 Λ^M ; v nekotoryh sluqaØh ffti podgruppy mogut sovpadat~ – naprimer, ffto tak, esli dlØ nekotorogo fflementa s iz centra kol~ca R summa s + s obratima v kol~ce R (sm. [21, 5.1C]). PromeßutoqnaØ podgruppa Λ (Λ^m 6 Λ 6 Λ^M ) nazyvaetsØ formennym parametrom naxego kol~ca, esli αΛα 6 Λ dlØ l¸bogo α ∈ R (takim obrazom, Λ^m i Λ^M ØvlØ¸tsØ, oqevidno, minimal~nym i maksimal~nym formennymi parametrami).

Fiksiruem formennoe kol~co (R, Λ). Pri opredelenii v matriqnyh terminah giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad fftim formennym kol~com nam budut udobny sledu¸wie oboznaqeniØ. DlØ nenulevogo celogo qisla k qerez ε(k) budem oboznaqat~ ego znak (ε(k) = 1 pri k > 0 i ε(k) = −1 pri k < 0), a qerez Λ_k – podgruppu Λ_k = λ^{− ε(k)+1}2 Λ (takim obrazom, Λ_k = Λ pri k < 0 i

Λ_k = λΛ = Λ pri k > 0). RassmatrivaØ kvadratnye matricy po-

rØdka 2n nad R, ih fflementy my indeksiruem parami qisel iz mnoßestva Ω = {1, . . . , n, −n, . . ., −1}. DlØ obratimoæ matricy a fflement a^{−1}, stoØwiæ v i-oæ stroke i j-om stolbce, oboznaqaetsØ qerez a^′_{ij} .

Obratimu¸ matricu a porØdka 2n my budem nazyvat~ unitarnoæ, esli dlØ vseh indeksov iz Ω spravedlivo ravenstvo a^′_{ij} = λ^{ε(j)} �ε(i)_2 a_{−j,−i}. Legko ponØt~, qto mnoßestvo U (2n, R) vseh unitarnyh matric porØdka 2n obrazuet gruppu otnositel~no matriqnogo umnoßeniØ. Kaßdoæ unitarnoæ matrice moßno sopostavit~ mnoßestvo iz (2n)^2 ee qastiqnyh summ

S_{ij} (a) = ∑ l>0 a_{il}a^′_{lj} . Osobenno nas budut interesovat~ qastiqnye summy dlinnogo tipa S_{i,−i}(a). Otmetim vaßnoe svoæstvo takih qastiqnyh summ, ispol~zuemoe nami dalee.

Lemma 1. DlØ l¸byh dvuh matric a i b iz U (2n, R) i kaßdogo

indeksa i spravedlivo sravnenie S_{i,−i}(ab) ≡ S_{i,−i}(a) + ∑ k a_{ik}S_{k,−k}(b)a^′_{−k,−i} (mod Λ^m_i ).

158 E. V. DYBKOVA

Dokazatel~stvo. Snaqala zametim, qto dlØ vsØkoæ c ∈ U (2n, R)

i proizvol~nyh indeksov i i j imeem

S_{ij} (c) = ∑ l>0 c_{il}c^′_{lj} = ∑ l>0 λ^{ε(j)} �ε(i)_2 c^′_{−l,−i}c_{−j,−l} = λ^{ε(j)} �ε(i)_2 ∑ l<0 c_{−j,l}c^′_{l,−i}, otkuda sleduet,qto S_{ij} (c) = −λ^{ε(j)}

�ε(i)_2 S_{−j,−i}(c) pri i ≠ j i S_{ii}(c) = 1 − S_{−i,−i}(c). DlØ naxeæ qastiqnoæ summy imeem S_{i,−i}(ab) = ∑ l>0 ∑ k,j a_{ik}b_{kl}b^′_{lj}a^′_{j,−i} =

= ∑ k,j a_{ik}S_{kj}(b)a^′_{j,−i} = ∑ j≠k a_{ik}S_{kj}(b)a^′_{j,−i}+ + ∑ k a_{ik}S_{kk}(b)a^′_{k,−i} + ∑ k a_{ik}S_{k,−k}(b)a^′_{−k,−i}. OstaetsØ zametit~,qto zdes~ pervaØ summa ravna ∑ k>0 ∑ j≠±k (a_{ik}S_{kj} (b)a^′_{j,−i} + a_{i,−j}S_{−j,−k}(b)a^′_{−k,−i}) =

= ∑ k>0 ∑ j≠±k (a_{ik}S_{kj}(b)a^′_{j,−i} − λ^{−ε(i)}a_{ik}S_{kj}(b)a^′_{j,−i}) i, oqevidno, prinadleßit Λ^m_i , a vtoraØ summa – ffto ∑ k>0 (a_{ik}S_{kk}(b)a^′_{k,−i} + a_{i,−k}S_{−k,−k}(b)a^′_{−k,−i}) = = ∑ k>0 (a_{ik}a^′_{k,−i} − λ^{−ε(i)}a_{i,−k}S_{−k,−k}(b)a^′_{−k,−i} + a_{i,−k}S_{−k,−k}(b)a^′_{−k,−i}) ≡ ≡ S_{i,−i}(a) (mod Λ^m_i ).�

Pod giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppoæ stepeni 2n nad formennym kol~com (R, Λ) my ponimaem gruppu U (2n, R, Λ) = { a ∈ U (2n, R) | S_{i,−i}(a) ∈ Λ_i pri vseh indeksah } . Legko zametit~, qto pri Λ = Λ^M uslovie na qastiqnye summy vypolnØetsØ avtomatiqeski i potomu U (2n, R, Λ^M) = U (2n, R).

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 159

Razliqnyh invol¸ciæ na kol~ce R moßet byt~, koneqno, mnogo; v qastnosti, dlØ pervonaqal~noæ invol¸cii i obratimogo

s ∈ R ffndomorfizm ω → ~ω = sωs^{−1} takße ØvlØetsØ invol¸ci-

eæ, esli proizvedenie ss^{−1} central~no (naprimer, ffto tak pri

s = s ili pri s = −s). Esli Λ – formennyæ parametr kol~-

ca, associirovannyæ so staroæ invol¸cieæ i λ, to M = sΛ – formennyæ parametr R, associirovannyæ s novoæ invol¸cieæ i

μ = ss^{−1}λ. Pro poluqennoe ukazannym obrazom novoe formennoe

kol~co (R, M ) nad R prinØto govorit~, qto ono poluqeno iz formennogo kol~ca (R, Λ) skffælingom pri pomowi s. Esli formennoe kol~co (R, M ) poluqeno iz formennogo kol~ca (R, Λ) skffælingom s pomow~¸ s, to giperboliqeskie unitarnye gruppy nad fftimi formennymi kol~cami soprØßeny v polnoæ lineænoæ gruppe: U (2n, R, M ) = ( e 0 0 se ) U (2n, R, Λ) ( e 0 0 s^{−1}e )

(qerez e zdes~ i dalee oboznaqaetsØ ediniqnaØ matrica sootvetstvu¸wego porØdka).

2. Formennye seti i setevye podgruppy

Vnov~ fiksiruem formennoe kol~co (R, Λ). Matrica σ = (σ_{ij}) iz (2n)^2 dvustoronnih idealov kol~ca R nazyvaetsØ set~¸ idealov porØdka 2n v R, esli σ_{ij}σ_{jk} 6 σ_{ik} dlØ vseh indeksov iz Ω; fftu set~ my budem nazyvat~ unitarnoæ D-set~¸, esli dlØ vseh indeksov σ_{ii} = R i σ_{ij} = σ_{−j,−i}.

DlØ unitarnoæ D-seti σ i i ∈ Ω rassmotrim additivnye podgruppy v R Γ^m_i = {α − λ^{−ε(i)}α | α ∈ σ_{i,−i}} i Γ^M_i = σ_{i,−i} ∩ Λ_i – oqevidno, qto pervaØ iz nih soderßitsØ vo vtoroæ. Nabor

Γ = (Γ_i) iz 2n additivnyh podgrupp R my nazyvaem naborom formennyh setevyh parametrov dlØ σ, esli

Γ^m_i 6 Γ_i 6 Γ^M_i i λ^{ε(j)}

�ε(i)_2

αΓ_jα 6 Γ_i

dlØ vseh indeksov i vseh α ∈ σ_{ij}. V nekotoryh sluqaØh nabor formennyh setevyh parametrov opredelØetsØ set~¸ odnoznaqno – naprimer, esli pri dannom λ formennyæ parametr kol~- ca opredelen odnoznaqno ili esli na poboqnoæ diagonali seti

160 E. V. DYBKOVA

vse idealy – nulevye. FormennaØ D-set~ nad formennym kol~- com (R, Λ) – ffto para (σ, Γ), sostoØwaØ iz unitarnoæ D-seti σ i kakogo-nibud~ nabora Γ ee formennyh setevyh parametrov. My govorim, qto formennaØ D-set~ (σ, Γ) toqna, esli dlØ kaßdogo ideala σ_{i,−i}, stoØwego na poboqnoæ diagonali, vypolnØetsØ ravenstvo σ_{i,−i} = ∑ l≠±i σ_{il}σ_{l,−i} + ⟨Γ_i⟩, gde qerez ⟨Γ_i⟩ oboznaqen ideal, poroßdennyæ Γ_i. Otmetim, qto v ortogonal~noæ situacii (invol¸ciØ trivial~na i λ = 1) toqnye formennye D-seti rassmatrival v [4] N. A. Vavilov, nazyvaØ ih ortogonal~nymi setØmi.

Kak pokazano v [7], s kaßdoæ formennoæ D-set~¸ (σ, Γ) porØdka 2n svØzana podgruppa U (σ, Γ) = {a = (a_{ij}) ∈ U (2n, R, Λ) | a_{ij} ∈ σ_{ij} i S_{i,−i} ∈ Γ_i} gruppy U (2n, R, Λ) – ee my nazyvaem formennoæ setevoæ podgruppoæ dlØ dannoæ formennoæ D-seti. Esli Γ_i = Γ^M_i dlØ kaßdogo indeksa i, to formennaØ setevaØ podgruppa sovpadaet s pereseqeniem obyqnoæ setevoæ podgruppy G(σ) (sm. [1])) i gruppy U (2n, R, Λ). S formennoæ D-set~¸ moßno svØzyvat~ i nekotorye drugie podgruppy gruppy U (2n, R, Λ). Qerez N_U (σ, Γ) my oboznaqaem normalizator formennoæ setevoæ podgruppy U (σ, Γ) v gruppe

U (2n, R, Λ). V [10], issleduØ giperboliqeskie unitarnye grup-

py nad polØmi, my associirovali s toqnoæ formennoæ D-set~¸ ewe odnu podgruppu gruppy U (2n, R, Λ), nazyvaØ ee nadfflementarnoæ formennoæ setevoæ podgruppoæ, – ffta podgruppa U_0(σ, Γ) poroßdena vsemi unitarnymi diagonal~nymi matricami, vsemi unitarnymi transvekciØmi korotkogo kornevogo tipa T_{ij}(α) = e + αe_{ij} − λ^{ε(j)} �ε(i)_2 αe_{−j,−i} s α ∈ σ_{ij} pri i ≠ ±j i vsemi unitarnymi transvekciØmi dlinnogo kornevogo tipa T_{i,−i}(β) = e + βe_{i,−i} s β ∈ Γ_i (zdes~ i dalee qerez e_{ij} oboznaqaetsØ matriqnaØ edinica podhodØwego razmera s 1 na meste (i, j) i 0 na ostal~nyh mestah).

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 161

V zakl¸qenie fftogo razdela otmetim, qto sama gruppa U (2n, R, Λ) ØvlØetsØ svoeæ naibol~xeæ (otnositel~no vkl¸qeniØ) formennoæ setevoæ podgruppoæ; naimen~xeæ formennoæ setevoæ podgruppoæ slußit podgruppa Δ(2n, R, Λ) vseh diagonal~nyh matric gruppy U (2n, R, Λ). ˚sno, qto ffta poslednØØ podgruppa poroßdaetsØ diagonal~nymi matricami d_i(θ) = e + (θ − 1)e_{ii} + (θ^{−1} − 1)e_{−i,−i} pri obratimyh θ i zavisit tol~ko ot invol¸cii. Proizvol~nu¸ podgruppu U (2n, R, Λ), soderßawu¸ Δ(2n, R, Λ), my nazyvaem ee naddiagonal~noæ podgruppoæ.

3. Nekotorye svedeniØ o telah s invol¸cieæ

Kak i v [21, 5.2B], formennoe kol~co (R, Λ) nad telom R my budem nazyvat~ normalizovannym, esli Λ = 0 ili 1 ∈ Λ. Napomnim, qto ravenstvo Λ = 0 oznaqaet kommutativnost~ R, trivial~nost~ invol¸cii i λ = 1; minimal~nyæ formennyæ parametr

Λ^m v takoæ situacii, koneqno, toße raven 0, a maksimal~nyæ Λ^M sovpadaet s additivnoæ gruppoæ R^− = {α ∈ R | α = −α}. Esli ße 1 ∈ Λ, to λ = −1, formennyæ parametr Λ^M raven additivnoæ gruppe nepodvißnyh otnositel~no invol¸cii fflementov R^0 = {α ∈ R | α = α}, a formennyæ parametr Λ^m – ffto additivnaØ gruppa sledov Tr (R) = {α + α | α ∈ R}. Dalee my budem imet~ delo v osnovnom s normalizovannymi formennymi kol~cami, no ffto ne privedet k potere obwnosti; primenØØ skffæling, ot l¸bogo formennogo kol~ca (R, Λ) nad telom moßno pereæti k normalizovannomu formennomu kol~cu: esli Λ ≠ 0 i s – proizvol~nyæ nenulevoæ fflement iz Λ, to skffæling pri pomowi s^{−1} daet normalizovannoe formennoe kol~co

(R, s^{−1}Λ).

162 E. V. DYBKOVA

Esli telo imeet harakteristiku 2, to podgruppy R^0 i R^− odinakovy; pri char R ≠ 2 imeet mesto prØmoe razloßenie R =

R^0 ⊕ R^−. DlØ l¸bogo beskoneqnogo tela gruppa R^0 beskoneqna;

esli na beskoneqnom tele invol¸ciØ netrivial~na, to beskoneqna i gruppa R^−. DlØ beskoneqnogo tela s netrivial~noæ invol¸cieæ beskoneqnoæ ØvlØetsØ i additivnaØ gruppa sledov Tr (R) (sm. [21, 6.1.1] i [26, lemma 1.3]); otmetim takße, qto esli harakteristika tela otliqna ot 2, to gruppa Tr (R) sovpadaet s

R^0.

Kak obyqno, qerez R^∗ my oboznaqaem mul~tiplikativnu¸ gruppu vseh obratimyh fflementov tela R. V svØzi s invol¸cieæ, deæstvu¸weæ na tele R, nam potrebuetsØ i drugaØ mul~tiplikativnaØ gruppa – gruppa unitarnyh fflementov tela U(R) = {θ ∈ R | θθ = 1}. Otmetim, qto vse otliqnye ot 1 fflementy fftoæ gruppy odnoznaqno predstavimy v vide

θ = 1 − γ^{−1}, gde γ + γ = 1.

Pri trivial~noæ invol¸cii na tele R (v kommutativnom sluqae) takoæ γ suwestvuet i edinstvenen tol~ko pri char R ≠ 2, v fftom sluqae porØdok gruppy U(R) raven 2. Esli invol¸ciØ deæstvuet netrivial~no na beskoneqnom tele R (kommutativnom ili net) i char R ≠ 2, to ukazannomu vyxe uslovi¸ udovletvorØ¸t

γ =^1_2 + α pri α ∈ R^− i v fftom sluqae gruppa U(R) beskoneqna.

Centr tela my budem oboznaqat~ Z(R), ili, esli ffto ne vyzovet dvusmyslennosti, prosto Z. My ne predpolagaem telo koneqno poroßdennym nad svoim centrom, pofftomu centr moßet okazat~sØ dostatoqno malym (naprimer, polem F_2 iz dvuh fflementov). UpomØnem v fftoæ svØzi rabotu A. Kleæna [24], gde pokazano, qto l¸boe pole ØvlØetsØ centrom nekotorogo tela s invol¸cieæ.

Centr vsegda invarianten otnositel~no invol¸cii, kotoraØ moßet byt~ na nem toßdestvennoæ (v fftom sluqae govorØt ob invol¸cii pervogo roda) ili net (invol¸ciØ vtorogo roda). DlØ l¸bogo tela s invol¸cieæ vtorogo roda vsØkiæ fflement, ne menØemyæ invol¸cieæ, ØvlØetsØ sledom. Otmetim takße, qto esli R – beskoneqnoe telo harakteristiki 2 s invol¸cieæ vtorogo roda, to gruppa U(R) beskoneqna: ee neediniqnye fflementy predstavimy v vide 1 + (γ + α)^{−1}, gde γ – central~nyæ fflement, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ γ + γ = 1, a α prinadleßit R^0.

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 163

Formennyæ parametr beskoneqnogo tela s netrivial~noæ invol¸cieæ vsegda beskoneqen. Iz skazannogo vyxe Øsno takße, qto dlØ nekommutativnogo tela formennyæ parametr opredelen neodnoznaqno (Λ^m ≠ Λ^M ) tol~ko pri invol¸cii pervogo roda i

char R = 2. Kak i v [9], formennoe kol~co (R, Λ) nad telom R my

nazyvaem horoxim, esli Λ = Λ^m; nehoroximi, takim obrazom, okazyva¸tsØ tol~ko nekotorye formennye kol~ca nad telom harakteristiki 2 s invol¸cieæ pervogo roda.

V sluqae, kogda telo harakteristiki 2 koneqno poroßdeno nad svoim centrom, prinØto govorit~ o tipe invol¸cii pervogo roda (sm., naprimer, [25]). IgnoriruØ uslovie koneqnoæ poroßdennosti i ne obrawaØs~, razumeetsØ, k ponØti¸ prisoedinennoæ invol¸cii, my budem govorit~, qto invol¸ciØ imeet simplektiqeskiæ tip, esli edinica ØvlØetsØ sledom, to est~ 1 = γ + γ dlØ nekotorogo γ ∈ R, i ortogonal~nyæ tip – v protivnom sluqae. PonØtno, qto v simplektiqeskom sluqae gruppa U(R) beskoneqna, a v ortogonal~nom sostoit tol~ko iz 1 (v [19] invol¸ci¸, sootvetstvu¸wu¸ posledneæ situacii, P. Kon nazyvaet unitarno-trivial~noæ).

V predloßenii 2.6 iz [25] dlØ sluqaØ tela, koneqno poroßdennogo nad svoim centrom, opisan tip invol¸cii, poluqa¸weæsØ pri skffælinge formennogo kol~ca s pomow~¸ fflementa iz R^0. �to utverßdenie spravedlivo i v bolee obweæ situacii:

Lemma 2. Pust~ R – nekommutativnoe telo harakteristiki 2 s

invol¸cieæ pervogo roda i dlØ nenulevogo s iz R^0 novaØ invol¸- ciØ ~ opredelØetsØ ravenstvom ~ω = sωs^{−1}. Togda novaØ invol¸ciØ imeet simplektiqeskiæ tip togda i tol~ko togda, kogda s ØvlØetsØ sledom otnositel~no staroæ invol¸cii, to est~ s = t + t pri nekotorom t ∈ R.

DlØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto ravenstvo 1 =

γ + ~γ ffkvivalentno uslovi¸ s = γs + sγ = γs + γs.

Esli R – nekommutativnoe telo i α – proizvol~nyæ ego fflement, to qerez ζ_R(α) my budem oboznaqat~ centralizator fftogo fflementa ζ_R(α) = {β ∈ R | αβ = βα}. Po lemme 8.5.4 iz [14] centralizator l¸bogo fflementa ØvlØetsØ beskoneqnym podtelom tela R. Esli dlØ α iz R fflement α ØvlØetsØ racional~noæ funkcieæ ot α s kofffficientami iz centra

164 E. V. DYBKOVA

naxego tela, to ζ_R(α) invarianten otnositel~no invol¸cii. Otmetim, qto esli pri fftom α ≠ α, to ζ_R(α) – telo s invol¸cieæ vtorogo roda.

V zakl¸qenie fftogo razdela sdelaem odno zameqanie otnositel~no formennyh setevyh podgrupp. Esli (σ, Γ) – toqnaØ formennaØ D-set~ nad formennym kol~com, sootvetstvu¸wim nekommutativnomu telu R, to po teoreme 2 iz [10] gruppa U_0(σ, Γ) sovpadaet s U (σ, Γ), to est~ U (σ, Γ) poroßdaetsØ diagonal~nymi unitarnymi matricami i soderßawimisØ v fftoæ gruppe unitarnymi transvekciØmi. Otmetim takße, qto v sluqae nekommutativnogo tela blagodarØ kommutacionnym sootnoxeniØm dlØ unitarnyh transvekciæ (oni privedeny, naprimer, v [18]) uslovie toqnosti formennoæ seti vyglØdit znaqitel~no prowe, qem v obweæ situacii – ono oznaqaet, qto σ_{i,−i} = ⟨Γ_i⟩.

4. SoprØßennost~ formennyh setevyh podgrupp

Kriteriæ vhoßdeniØ unitarnoæ matricy v normalizator formennoæ setevoæ podgruppy dlØ nekommutativnogo tela okazyvaetsØ daße prowe, qem v kommutativnom sluqae. Sledu¸waØ teorema – ffto perenos na nekommutativnyæ sluqaæ teoremy 4 iz [10].

Teorema 1. Pust~ R – nekommutativnoe telo s invol¸cieæ,

(R, Λ) – formennoe kol~co nad fftim telom i pust~ (σ, Γ) i (τ, B) – dve toqnye formennye D-seti porØdka 2n nad (R, Λ). DlØ matricy a iz U (2n, R, Λ) vkl¸qenie aU (σ, Γ)a^{−1} 6 U (τ, B) spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda pri l¸byh indeksah dlØ fflementov matric a i a^{−1} vypolnØ¸tsØ vkl¸qeniØ 1) a_{ik}σ_{kl}a^′_{lj} 6 τ_{ij}, 2) a_{ik}Γ_ka^′_{−k,−i} 6 B_i. Dokazatel~stvo. Dostatoqnost~ ukazannyh usloviæ sleduet iz

togo, qto gruppa U (σ, Γ) poroßdaetsØ diagonal~nymi matricami i soderßawimisØ v fftoæ gruppe unitarnymi transvekciØmi. Neobhodimost~ pervogo usloviØ my dokaßem snaqala pri k = l. Pust~ τ_{ij} = 0 (ffto vozmoßno pri i ≠ j), no a_{ik}a^′_{kj} ≠ 0. Rassmotrim pri obratimom θ matricu b = b(θ) = ad_k(θ)a^{−1} ∈ U (τ, B)

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 165

– dlØ nee b_{ij} = 0 pri vseh nenulevyh θ. ˚sno, qto v takom sluqae a_{i,−k}a^′_{−k,j} ≠ 0. BerØ θ ≠ 0, −1 i zamenØØ θ na θ + 1, poluqaem

a_{ik}θa^′_{kj} + a_{i,−k}((θ + 1)^{−1} − 1)a^′_{−k,j} = 0, qto vmeste s predyduwim

ravenstvom oznaqaet a_{ik}a^′_{kj} = a_{i,−k}(θ^{−1} − (θ + 1)^{−1})a^′_{−k,j}. OkazyvaetsØ, qto pri ukazannyh ograniqeniØh na θ raznost~ θ^{−1}−(θ+1)^{−1} – postoØnnaØ nenulevaØ veliqina, oboznaqim ee qerez α. Legko zametit~, qto togda θ(θ + 1) = α^{−1} dlØ vseh θ ≠ 0, −1; esli fiksirovat~ odno takoe znaqenie θ_0, to dlØ θ ∈ ζ_R(θ_0) privedennoe ravenstvo moßet vypolnØt~sØ lix~ pri θ = θ_0 ili θ = −θ_0 − 1, a ffto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸. Tem samym neobhodimost~ pervogo usloviØ dlØ k = l ustanovlena.

S ispol~zovaniem predyduwego dlØ k ≠ ±l neobhodimost~ pervogo usloviØ legko dokazyvaetsØ rassmotreniem matric

aT_{kl}(α)a^{−1} i ad_k(θ)T_{kl}(α)a^{−1} pri α ∈ σ_{kl} i θ ∈ R^∗. Stol~ ße legko

ubedit~sØ vo vkl¸qenii a_{ik}Γ_ka^′_{−k,−i} ⊆ τ_{i,−i} – dlØ fftogo dostatoqno vzØt~ matricu aT_{k,−k}(α)a^{−1} pri α ∈ Γ_k; iz-za toqnosti (σ, Γ) ots¸da sleduet vypolnenie pervogo usloviØ i dlØ k = −l.

Dokaßem teper~ neobhodimost~ vtorogo usloviØ, sqitaØ a_{ik} i Γ_k nenulevymi. V fftoæ situacii σ_{k,−k} = R i potomu v silu pervogo usloviØ τ_{i,−i} = R. Zametim, qto togda Λ^m_i 6 B_i. Pri l¸bom α ∈ Γ_k matrica b = aT_{k,−k}(α)a^{−1} soderßitsØ v U (τ, B) i iz-za fftogo S_{i,−i} ∈ B_i. PrimenØØ k b lemmu 1, uqityvaØ vkl¸qenie S_{i,−i}(a) + ∑ r a_{ir}S_{r,−r} (a^{−1})a^′_{−r,−i} ∈ Λ^m_i (ono sleduet takße iz lemmy 1) i polagaØ γ = λ^{−ε(k)}S_{−k,k}(a^{−1}), obnarußivaem, qto gruppe B_i prinadleßit raznost~ a_{ik}(α + αγα)a^′_{−k,−i} − a_{ik}(S_{kk}(a^{−1})α − λ^{−ε(k)}S_{kk}(a^{−1})α)a^′_{−k,−i}. Legko zametit~, qto vtoraØ komponenta fftoæ raznosti prinadleßit Λ^m_i , pofftomu pri vseh α ∈ Γ_k a_{ik}(α + αγα)a^′_{−k,−i} ∈ B_i. (1) Esli char R ≠ 2, to iz fftogo legko vyvesti a_{ik}αa^′_{−k,−i} ∈ B_i: zamenØØ v (1) α na^1_2 α i vyqitaØ udvoennyæ rezul~tat iz (1), poluqaem a_{ik}αγαa^′_{−k,−i} ∈ B_i (napomnim, qto B_i – additivnaØ gruppa).

Pri char R = 2 rassußdaem neskol~ko inaqe. Poskol~ku γ =

−λ^{−ε(k)}γ, telo R_1 = ζ_R(γ) invariantno otnositel~no invol¸cii.

166 E. V. DYBKOVA

Vyberem β ∈ R^0_1 otliqnym ot 0 i 1. ZamenØØ v (1) α na βαβ, poluqaem oqevidnymi preobrazovaniØmi a_{ik}(α + αβγβα)a^′_{−k,−i} ∈ B_i. Vmeste s (1) ffto iz-za char R = 2 daet nam a_{ik}(γ + βγβ)a^′_{−k,−i} ∈ B_i. Zamena zdes~ β na β + 1 privodit k a_{ik}βγβa^′_{−k,−i} ∈ B_i, otkuda sleduet, qto a_{ik}αγαa^′_{−k,−i} ∈ B_i, qto i dokazyvaet naxe utverßdenie.

�

Ranee my otmeqali v [7], qto na mnoßestve vseh formennyh seteæ porØdka 2n estestvennym obrazom deæstvuet gruppa W_n, sostoØwaØ iz vseh teh podstanovok π stepeni 2n, dlØ kotoryh

π(−i) = −π(i) pri l¸byh i ∈ Ω: kaßdaØ takaØ podstanovka sopo-

stavlØet formennoæ seti (σ, Γ) formennu¸ set~ (σ, Γ)^π = (τ, B), opredelØemu¸ ravenstvami τ_{ij} = σ_{π(i),π(j)} i B_i = λ^{ε(π(i))} �ε(i) 2 Γ_{π(i)}

pri vseh indeksah. Formennye seti, poluqaemye odna iz drugoæ ukazannym obrazom, prinØto nazyvat~ podobnymi. Formennye setevye podgruppy, sootvetstvu¸wie podobnym formennym setØm, soprØßeny v gruppe U (2n, R, Λ) matriceæ podstanovki p_π (Øvnyæ vid fftoæ matricy ukazan v [7]).

V [10, teorema 5] bylo dokazano, qto esli R – pole, soderßawee ne menee 5 fflementov, to soprØßennost~ v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe formennyh setevyh podgrupp, sootvetstvu¸- wih dvum toqnym formennym D-setØm, ffkvivalentna podobi¸ fftih formennyh seteæ. DlØ perenosa fftogo rezul~tata na nekommutativnye tela nam dostatoqno ustanovit~ sledu¸wee svoæstvo matric nad telami, oqevidnoe v kommutativnom sluqae:

Lemma 3. Pust~ R – telo, m – natural~noe qislo. DlØ proiz-

vol~noæ matricy a iz GL(m, R) naædetsØ takaØ podstanovka ρ stepeni m, qto fflementy a_{i,ρ(i)} obratimy pri vseh i = 1, . . . , m.

Dokazatel~stvo. IndukciØ po m. Pri m = 2 utverßdenie oqe-

vidno. Pust~ a – obratimaØ matrica porØdka m > 2. Oboznaqim qerez a_1, . . . , a_m stroki matricy a, a qerez A_1, . . . , A_m – ee stolbcy. Nam potrebuetsØ takße prØmougol~naØ matrica

b = (A_1, . . . , A_{m−1}) – ee stroki my budem oboznaqat~ b_1, . . . , b_m.

Predpoloßim snaqala, qto v stolbce A_m net nulevyh fflementov. PonØtno, qto matrica b imeet rang m − 1, sledovatel~no, nekotorye ee m − 1 strok s nomerami i_1, . . . , i_{m−1} lineæno nezavisimy (sleva); esli {1, . . ., m} = {i_1, . . . , i_{m−1}, j}, to kvadratnaØ matrica (m − 1)-ogo porØdka, poluqennaØ iz a vyqerkivaniem j-oæ stroki i poslednego stolbca, obratima, a potomu v si-

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 167

lu indukcionnogo predpoloßeniØ suwestvuet takaØ biekciØ ρ : {i_1, . . ., i_{m−1}} → {1, . . ., m−1}, qto vse fflementy a_{i1,1}, . . . , a_{im}�_{1,m−1} otliqny ot 0. PolagaØ dopolnitel~no ρ(j) = m, poluqaem iskomu¸ podstanovku.

Dal~xe sqitaem, qto v stolbce A_m nulevye fflementy est~ i qto ffti fflementy stoØt v strokah s nomerami i_1, . . . , i_k (0 <

k < m). Iz lineænoæ nezavisimosti strok a_{i1} , . . ., a_{ik} matricy

a sleduet, koneqno, lineænaØ nezavisimost~ strok b_{i1} , . . . , b_{ik} matricy b. Poskol~ku vse stolbcy b lineæno nezavisimy (sprava), vybrannye nami stroki soderßatsØ v nekotorom maksimal~nom lineæno nezavisimom mnoßestve b_{i1} , . . . , b_{ik} , . . . , b_{im}�_1 strok matricy b. Vnov~ poloßim {1, . . ., m} = {i_1, . . ., i_{m−1}, j}. Iz naxih rassußdeniæ sleduet, qto pri vyqerkivanii v matrice a ee j-oæ stroki i poslednego stolbca poluqaetsØ obratimaØ matrica porØdka m − 1. Pol~zuØs~ indukcionnym predpoloßeniem, nahodim biekci¸ ρ : {i_1, . . ., i_{m−1}} → {1, . . . , m − 1}, dlØ kotoroæ vse

a_{i1,1}, . . . , a_{im}�_{1,m−1} obratimy. OstaetsØ vspomnit~, qto a_{jm} takße

obratim. �

Faktiqeskim sledstviem dokazannoæ lemmy, kak uße govorilos~, ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Pust~ R – nekommutativnoe telo, (R, Λ) – formen-

noe kol~co nad R, (σ, Γ) i (τ, B) – dve toqnye formennye D-seti porØdka 2n nad (R, Λ). Esli dlØ matricy a iz U (2n, R, Λ) vypolneno ravenstvo aU (σ, Γ)a^{−1} = U (τ, B), to a moßet byt~ predstavlena v vide proizvedeniØ a = p_πb, gde b ∈ N_U (σ, Γ), a π – nekotoraØ podstanovka iz gruppy W_n.

5. Kommutativnyæ sluqaæ i gruppa U (2, R, Λ)

Pri issledovanii rexetki naddiagonal~nyh podgrupp giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad nekommutativnym telom nam potrebuetsØ analog teoremy Boreviqa v sluqae, kogda R – pole. Napomnim formulirovku rezul~tata iz [9, 10].

Teorema 3. Pust~ K – pole s invol¸cieæ, soderßawee rovno 8

ili ne menee 13 fflementov, K^0 – podpole ego fflementov, ne menØemyh invol¸cieæ, priqem card K^0 > 7. DlØ l¸bogo formennogo

168 E. V. DYBKOVA

kol~ca (K, Λ) i l¸boæ podgruppy H, soderßaweæ vse diagonal~nye unitarnye matricy (Δ(2n, K, Λ) 6 H 6 U (2n, K, Λ)), suwestvuet takaØ edinstvennaØ toqnaØ formennaØ D-set~ (σ, Γ) porØdka 2n nad (K, Λ), qto

U_0(σ, Γ) 6 H 6 N_U (σ, Γ).

Predpoloßim na minutu, qto dlØ nekommutativnogo tela podgruppa H gruppy U (2n, R, Λ) poroßdaetsØ vsemi diagonal~nymi unitarnymi matricami i ewe odnoæ matriceæ, vse fflementy kotoroæ prinadleßat nekotoromu podpol¸ K tela R, invariantnomu otnositel~no invol¸cii. Togda pereseqenie H^′ gruppy U (2n, K, Λ ∩ K) i naxeæ podgruppy H ØvlØetsØ, oqevidno, naddiagonal~noæ podgruppoæ giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy nad polem. Teorema 3 pozvolØet delat~ opredelennye vyvody o svoæstvah H^′ (naprimer, o naliqii v fftoæ gruppe unitarnyh transvekciæ), esli pole K dostatoqno veliko. Naxe sledu¸wee utverßdenie pozvolØet snØt~ v fftoæ situacii ograniqeniØ na razmer polØ.

Lemma 4. Pust~ R – nekommutativnoe telo s invol¸cieæ. L¸-

boe podpole k tela R, invariantnoe otnositel~no invol¸cii, soderßitsØ v nekotorom beskoneqnom podpole K tela R, invariantnom otnositel~no invol¸cii.

Dokazatel~stvo. Pust~ k = {α1, . . . , αn} – koneqnoe pole. Ras-

smotrim posledovatel~nost~ centralizatorov R_1 = ζ_R(α_1), R_2 =

ζ_{R1} (α_2), . . . , R_n = ζ_{Rn}�_1 (α_n) i vspomnim, qto vse oni ØvlØ¸tsØ bes-

koneqnymi telami. PonØtno takße, qto naxe pole k soderßitsØ v centre kaßdogo iz nih, a telo R_n k tomu ße invariantno otnositel~no invol¸cii. DlØ kommutativnogo R_n naxe utverßdenie oqevidno; esli ße R_n nekommutativno, to moßno sqitat~, qto R_n = R, a k – podpole ego centra Z. Dalee dostatoqno pokazat~, qto k ØvlØetsØ sobstvennym podpolem nekotorogo polØ k_1, soderßawegosØ, razumeetsØ, v R i invariantnogo otnositel~no invol¸cii. DlØ fftogo moßno, vospol~zovavxis~ beskoneqnost~¸ additivnoæ gruppy R^0, vybrat~ kakoæ-nibud~ β ∈ R^0, ne prinadleßawiæ pol¸ k, i vzØt~ v kaqestve k_1 pole, poluqa¸weesØ prisoedineniem k k vybrannogo fflementa: k_1 = k(β). �

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 169

Teper~ my gotovy dokazat~, qto dlØ nekommutativnogo tela rexetka naddiagonal~nyh podgrupp gruppy U (2, R, Λ) ustroena standartno.

Teorema 4. Pust~ R – nekommutativnoe telo, (R, Λ) – formen-

noe kol~co nad R i

Δ(2, R, Λ) 6 H 6 U (2, R, Λ).

Togda suwestvuet edinstvennaØ toqnaØ formennaØ D-set~ (σ, Γ) vtorogo porØdka, dlØ kotoroæ

U (σ, Γ) 6 H 6 N_U (σ, Γ).

Dokazatel~stvo. Legko ponØt~, qto pri dokazatel~stve formen-

noe kol~co my moßem sqitat~ normalizovannym. DlØ i = ±1 poloßim Γ_i = {α ∈ R^0 | T_{i,−i}(α) ∈ H}, σ_{i,−i} = ⟨Γ_i⟩ i σ_{ii} = R. PonØtno, qto σ = (σ_{ij}) – unitarnaØ D-set~; nabor Γ = (Γ_1, Γ_{−1}) my smoßem nazvat~ naborom formennyh parametrov seti σ, esli dokaßem vkl¸qeniØ αβα ∈ Γ_1 i βαβ ∈ Γ_{−1} pri vseh α ∈ Γ_1 i

β ∈ Γ_{−1}. DlØ proverki usloviØ αβα ∈ Γ_1 pri nenulevyh α i β

provedem skffæling formennogo kol~ca (R, Λ) pri pomowi β^{−1}, pereædØ k novoæ invol¸cii ω → ~ω = β^{−1}ωβ. Kak uße govorilos~ ranee, novaØ unitarnaØ gruppa U (2, R, M ), poluqennaØ v rezul~- tate skffælinga, soprØßena s U (2, R, Λ) v polnoæ lineænoæ gruppe

GL(2, R) : U (2, R, M ) = fU (2, R, Λ)f^{−1} pri f = e_{11} + β^{−1}e_{−1,−1}.

Rassmotrim v novoæ unitarnoæ gruppe podgruppu H_1 = fHf^{−1}. PonØtno, qto Δ(2, R, M ) 6 H_1 i podgruppe H_1 prinadleßat unitarnye transvekcii T_{1,−1}(αβ) i T_{−1,1}(1).

Proizvedenie αβ ne menØetsØ novoæ invol¸cieæ: ~αβ = αβ, pofftomu telo R_1 = ζ_R(αβ) i ego centr Z_1 invariantny otnositel~no novoæ invol¸cii. DlØ k = Z_1 naædem kakoe-nibud~ beskoneqnoe podpole K, udovletvorØ¸wee lemme 4, i oboznaqim qerez H_2 podgruppu gruppy H_1, poroßdennu¸ vsemi diagonal~nymi matricami iz Δ(2, K, M ∩ K) i transvekciØmi T_{1,−1}(αβ) i T_{−1,1}(1). DlØ naddiagonal~noæ podgruppy H_2 gruppy U (2, K, M ∩ K) po teoreme 3 suwestvuet toqnaØ formennaØ D-set~ (τ, B) vtorogo porØdka nad formennym kol~com (K, M ∩ K), dlØ kotoroæ

170 E. V. DYBKOVA

U (τ, B) 6 H_2 6 N_U (τ, B). Po teoreme 4 iz [10] vhoßdenie trans-

vekciæ T_{1,−1}(αβ) i T_{−1,1}(1) v normalizator oznaqaet, qto αβ ∈ B_1 i 1 ∈ B_{−1}. Poskol~ku (τ, B) – formennaØ set~, imeem αβ·1·αβ ∈ B_1. Ots¸da T_{1,−1}(αβαβ) ∈ H_1 i f^{−1}T_{1,−1}(αβαβ)f = T_{1,−1}(αβα) ∈ Γ_1, to est~ αβα ∈ Γ_1. Uslovie βαβ ∈ Γ_{−1} proverØetsØ analogiqno. Takim obrazom, (σ, Γ) – formennaØ D-set~. Vpolne oqevidno, qto ona i tol~ko ona udovletvorØet vsem opisannym v formulirovke lemmy usloviØm. �

Iz-za edinstvennosti toqnu¸ formennu¸ D-set~ (σ, Γ), postroennu¸ v dokazatel~stve teoremy 4, my budem dalee nazyvat~ formennoæ set~¸, associirovannoæ s dannoæ naddiagonal~noæ podgruppoæ. Dalee my pokaßem, qto pri l¸boæ stepeni unitarnoæ giperboliqeskoæ gruppy dlØ l¸boæ ee naddiagonal~noæ podgruppy moßno govorit~ ob associirovannoæ s fftoæ podgruppoæ toqnoæ formennoæ D-seti.

6. FormennaØ set~, associirovannaØ s naddiagonal~noæ podgruppoæ

Pust~ R – nekommutativnoe telo, (R, Λ) – formennoe kol~co nad R. Fiksiruem proizvol~nu¸ naddiagonal~nu¸ podgruppu H unitarnoæ gruppy (Δ(2n, R, Λ) 6 H 6 U (2n, R, Λ)) i dlØ l¸byh indeksov iz mnoßestva Ω poloßim Γ_i = {α ∈ Λ_i | T_{i,−i}(α) ∈ H}, σ_{i,−i} = ⟨Γ_i⟩, σ_{i,i} = R i σ_{ij} = {α ∈ R | T_{ij} (α) ∈ H} pri i ≠ ±j. Sledu¸wee utverßdenie, qastnyæ sluqaæ kotorogo pri n = 1 dokazan v teoreme 4, ØvlØetsØ perenosom na nekommutativnyæ sluqaæ lemmy 1 iz [10].

Lemma 5. DlØ privedennyh vyxe matricy σ = (σij) i nabora Γ =

(Γ_i) para (σ, Γ) ØvlØetsØ toqnoæ formennoæ D-set~¸ porØdka 2n nad (R, Λ) i U (σ, Γ) 6 H. Esli (τ, B) – drugaØ toqnaØ formennaØ set~, dlØ kotoroæ U (τ, B) 6 H, to τ_{ij} 6 σ_{ij} i B_i 6 Γ_i pri l¸byh indeksah.

Dokazatel~stvo. My ne budem privodit~ podrobnyh rassußde-

niæ (oni poqti doslovno povtorØ¸t dokazatel~stvo lemmy 1

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 171

iz [10]), a otmetim tol~ko kl¸qevye momenty. Kak i v processe dokazatel~stva teoremy 4, formennoe kol~co moßno sqitat~ normalizovannym. Snaqala sleduet proverit~, qto σ – set~ idealov. Zdes~ nekotorye sloßnosti ime¸tsØ tol~ko s vkl¸qeniØ- mi σ_{i,−i}σ_{−i,j} 6 σ_{ij} i σ_{ij}σ_{j,−j} 6 σ_{i,−j} pri i ≠ ±j. DlØ proverki pervogo vkl¸qeniØ (vtoroe proverØetsØ analogiqno) dostatoqno pokazat~, qto pri nenulevyh Γ_i i σ_{−i,j} ideal σ_{ij} raven R. Esli char R ≠ 2, to dlØ fftogo dostatoqno pri nenulevom α ∈ Γ_i vzØt~ kommutatory [T_{i,−i}(α), T_{−i,j}(1)] i [[T_{i,−i}(α), T_{−i,j}(1)], T_{−i,j}(1)]. V sluqae char R = 2 dlØ θ ∈ R^∗ rassmatrivaem matricy a(θ) =

[T_{i,−i}(θαθ), T_{−i,k}(θ^{−1})] i ispol~zuem ravenstvo a(θ_1)a(θ_2) = T_{ij}((θ_1+ θ_2)α).

Iz ostal~nyh utverßdeniæ naxeæ lemmy v dokazatel~stve nußdaetsØ tol~ko vkl¸qenie αβα ∈ Γ_i pri nenulevyh α ∈ Γ_i i

β ∈ Γ_{−i}. DlØ fftogo v [10] my ispol~zovali redukci¸ k slu-

qa¸ n = 1. My rassmatrivali podgruppu H_i gruppy H, sostoØwu¸ ih teh matric a, vse vnediagonal~nye fflementy a_{kl} kotoryh ravny 0 pri (k, l) ≠ (i, −i), (−i, i). Zatem my brali gomomorfizm

H_i → U (2, R, Λ^M), sopostavlØ¸wiæ matrice a matricu vtorogo

porØdka

a^{(i)} = ( a_{ii} a_{i,−i} a_{−i,i} a_{−i,−i} ) . Esli F_i – obraz H_i otnositel~no ukazannogo gomomorfizma, to v [10] dlØ poluqeniØ nußnogo vkl¸qeniØ my ispol~zovali predloßenie 3 iz [23]. Vse ffti rassußdeniØ dlØ nekommutativnogo tela moßno bukval~no povtorit~, no vmesto predloßeniØ 3 iz [23] soslat~sØ na uße dokazannu¸ nami teoremu 4. �

Dalee, estestvenno, nam predstoit dokazat~, qto esli H – naddiagonal~naØ podgruppa gruppy U (2n, R, Λ) i (σ, Γ) – associirovannaØ s gruppoæ H v silu lemmy 5 toqnaØ formennaØ D-set~, to kaßdaØ matrica iz H normalizuet formennu¸ setevu¸ podgruppu U (σ, Γ). DlØ fftogo po teoreme 1 sleduet proverit~, qto gruppa H soderßit dostatoqno mnogo unitarnyh transvekciæ. Poskol~ku skffæling formennogo kol~ca oznaqaet soprØßenie matricy pri pomowi nekotoroæ diagonal~noæ, vezde dalee formennoe kol~co my moßem sqitat~ normalizovannym.

172 E. V. DYBKOVA

7. Izvleqenie transvekciæ v gruppe U (2n, R, Λ) pri naliqii v matrice nulevogo fflementa

Vezde v fftoæ qasti raboty R – nekommutativnoe telo s invol¸cieæ, (R, Λ) – normalizovannoe formennoe kol~co nad R, n > 2, H – fiksirovannaØ naddiagonal~naØ podgruppa U (2n, R, Λ), (σ, Γ)– associirovannaØ s H toqnaØ formennaØ D-set~.

Kak v [1, 9, 10], my naqnem s proverki qasti usloviæ teoremy 1 dlØ dostatoqno prostyh matric – takih, u kotoryh v nekotoroæ stroke poqti vse fflementy ravny 0.

Lemma 6. Esli dlØ matricy a ∈ H naædetsØ takoæ indeks r, qto

a_{rk} = 0 pri vseh k ≠ r, to a_{ir} ∈ σ_{ir} pri l¸byh i ≠ ±r i S_{−r,r} (a^{−1}) ∈ Γ_{−r}.

Dokazatel~stvo. Srazu otmetim, qto v usloviØh naxeæ lemmy

a^′_{rk} = 0 pri vseh k ≠ r, to est~ iz vseh fflementov (−r)-ogo stolbca

matricy a nenulevym ØvlØetsØ tol~ko a_{−r,−r} . Snaqala pokaßem, qto a_{ir} ∈ σ_{ir} pri l¸byh i ≠ ±r. Razob~em dokazatel~stvo na neskol~ko qasteæ.

Pust~ snaqala ravny 0 vse vnediagonal~nye fflementy, krome a_{−r,r} , a_{kr} i a_{−r,−k} dlØ nekotorogo k ≠ ±r; vse diagonal~nye fflementy moßno sqitat~ ravnymi 1. Voz~mem v R fflement θ, otliqnyæ ot 0 i 1. Legko podsqitat~, qto nenulevymi vnediagonal~nymi fflementami matricy b = ad_k(θ)a^{−1} mogut byt~ tol~ko

b_{kr} = (1 − θ)a_{kr} i b_{−r,−k}. PonØtno, qto pri umnoßenii na podho-

dØwu¸ diagonal~nu¸ unitarnu¸ matricu b prevrawaetsØ v unitarnu¸ transvekci¸ T_{kr}(αa_{kr}) pri nenulevom α. Ots¸da sleduet

a_{kr} ∈ σ_{kr}; vkl¸qeniØ a_{ir} ∈ σ_{ir} pri i ≠ k, ±r trivial~ny.

Teper~ pust~ nul¸ ravny vse vnediagonal~nye fflementy, krome pØti: a_{kr}, a_{−r,−k}, a_{−k,r}, a_{−r,k} i a_{−r,r} (k ≠ ±r – fiksirovannyæ indeks). Vnov~ sqitaem ediniqnymi vse diagonal~nye fflementy. Iz vseh dokazyvaemyh vkl¸qeniæ netrivial~nymi ØvlØ¸tsØ tol~ko dva – a_{kr} ∈ σ_{kr} i a_{−k,r} ∈ σ_{−k,r}; dostatoqno proverit~ pervoe iz nih, poskol~ku k i −k ravnopravny. ZamenØØ pri neobhodimosti a na d^{−1}_k (a_{kr})ad_k(a_{kr}), moßno sqitat~ a_{kr} = 1. Pri obratimom θ budem rassmatrivat~ matricy

b = b(θ) = ad_k(θ)d_r (θ^{−1})a^{−1}. Legko podsqitat~, qto, kak i matri-

ca a, matrica b imeet ne bolee pØti nenulevyh vnediagonal~nyh

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 173

fflementov, priqem b_{kr} = θ^{−1} − θ i b_{−k,r} = a_{−k,r}θ^{−1} − θ^{−1}a_{−k,r}. Esli

θ ∈ ζ_R(a_{−r,k}), to b_{−k,r} = b_{−r,k} = 0; ostaetsØ zametit~, qto dlØ

vseh nenulevyh fflementov ukazannogo centralizatora ravenstvo

θθ = 1 nevozmoßno (sm. [21, 6.1.A]), pofftomu naxe utverßdenie

sleduet iz predyduweæ qasti dokazatel~stva.

Predpoloßim teper~, qto nenulevye vnediagonal~nye fflementy matricy a stoØt tol~ko v ee (−r)-oæ stroke i r-om stolbce i dlØ nekotorogo k ≠ ±r imeem a_{kr} ≠ 0. Pri obratimom θ ∈ R rassmotrim matricu b = ad_k(θ)a^{−1}. Legko zametit~, qto ffta matrica udovletvorØet usloviØm predyduwego punkta i b_{kr} = a_{kr}(θ−1)a^′_{rr} .

Pust~, nakonec, a – l¸baØ matrica, udovletvorØ¸waØ usloviØm lemmy. DlØ θ ∈ R^∗ rassmatrivaem matricu b = ad_r(θ)a^{−1} – ee nenulevye vnediagonal~nye fflementy stoØt tol~ko v (−r)-oæ stroke i r-om stolbce i b_{kr} = a_{kr}(θ − 1)a^′_{rr} pri k ≠ ±r, pofftomu moßno soslat~sØ na predyduwu¸ qast~ dokazatel~stva.

Dokazatel~stvo S_{−r,r} (a^{−1}) ∈ Γ_{−r} provedem v 3 xaga. Snaqala predpoloßim, qto a_{ir} = 0 pri vseh i ≠ ±r; togda a_{−r,i} = 0 dlØ takih i i S_{−r,r} (a^{−1}) = ±a^′_{−r,r} a_{rr} . Pri θ ∈ R^∗ rassmotrim matricu b = ad_r(θ)a^{−1} – pri i ≠ ±r ee diagonal~nye fflementy ravny 1, a iz vnediagonal~nyh netrivial~nym moßet byt~ tol~ko b_{−r,r} = a_{−r,r}(θ − 1)a^′_{rr} + a_{−r,−r}(θ^{−1} − 1)a^′_{−r,r}. �to znaqit, qto d_r(b^{−1}_{rr} )b = T_{−r,r} (α) pri α = b^′_{−r,−r} b_{−r,r}. V naxeæ situacii

β = a^′_{−r,r} a_{rr} ∈ R^0, pofftomu podtelo R_1 = ζ_R(β) invariantno otno-

sitel~no invol¸cii. Esli brat~ θ ∈ R^0_1, to α = a^{−1}_{rr} (1 − θ^2)a^′_{−r,r} , otkuda poluqaem (θ^2 − 1)a^′_{−r,r} a_{rr} ∈ Γ_{−r}. Iz takogo vkl¸qeniØ legko poluqit~ to, qto nam nußno: pri char R ≠ 2 berem θ ≠ 0, ±1 i togda θS_{−r,r} (a^{−1})θ ∈ Γ_{−r} ; v sluqae char R = 2 dostatoqno vspomnit~, qto θ^2 − 1 = (θ − 1)^2.

Teper~ pokaßem, qto a^′_{−r,r} a_{−r,r} ∈ Γ_{−r}, esli matrica a udovletvorØet uslovi¸ lemmy. My uße dokazali, qto gruppe H prinadleßit matrica b = ∏ i≠±r T_{ir}(−a_{ir} a^{−1}_{rr} )a. Ee r-yæ stolbec i (−r)-aØ stroka sostoØt poqti splox~ iz nuleæ, pofftomu S_{−r,r} (b^{−1}) = ±b^′_{−r,r} b_{rr} ∈ Γ_{−r}, qto i dokazyvaet naxe vkl¸qenie.

Teper~ dlØ matricy a, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ lemmy, po-

174 E. V. DYBKOVA

loßim c = ∏ i≠±r ε(i)=ε(r) T_{ir}(−a_{ir}a^{−1}_{rr} )a.

Iz predyduwego rassußdeniØ imeem c^′_{−r,−r}c_{−r,r} ∈ Γ_{−r}. OstaetsØ podsqitat~, qto c^′_{−r,−r}c_{−r,r} = ±S_{−r,r} (a^{−1}).� Preßde qem perehodit~ k sledu¸weæ lemme ob izvleqenii transvekciæ, ustanovim prostoæ fakt, kasa¸wiæsØ razreximosti v nekommutativnom tele odnogo specifiqeskogo uravneniØ.

Lemma 7. Esli dlØ matricy a ∈ U (2n, R, Λ) pri nekotoryh in-

deksah r i k fflementy a_{r,±k} otliqny ot 0, to dlØ suwestvovaniØ v tele R fflementa θ ≠ 0, 1, udovletvorØ¸wego uslovi¸ a_{rk}(θ − 1)a^′_{k,−r} + a_{r,−k}(θ^{−1} − 1)a^′_{−k,−r} = 0, (2) neobhodimo i dostatoqno, qtoby proizvedenie a^{−1}_{rk} a_{r,−k} prinadleßalo Tr (R). Pri vypolnenii fftogo usloviØ uravnenie (2) imeet v tele R beskoneqno mnogo rexeniæ.

Dokazatel~stvo. Poloßim a^{−1}_{rk} ar,−k = α. Togda uravnenie (2)

moßno zapisat~ v vide

θ − 1 = α(θ^{−1} − 1)α^{−1}. (3)

Posle primeneniØ invol¸cii poluqaem

θ − 1 = α^{−1}(θ^{−1} − 1)α.

Iz fftih dvuh ravenstv sleduet, qto

θ − 1 = (1 − θ^{−1})αθ^{−1}α^{−1},

a ffto iz-za θ ≠ 1 ffkvivalentno sootnoxeni¸ θαθ = α. (4) Zametim, qto odnovremenno (3) i (4) mogut vypolnØt~sØ tol~ko pri α ∈ R^0, priqem v fftom sluqae uravneniØ (3) i (4) ffkvivalentny. Esli vvesti novu¸ invol¸ci¸ ~, ravenstvom ~ω = αωα^{−1},

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 175

to uravnenie (4) prevrawaetsØ v uslovie θ~θ = 1. OstaetsØ vspomnit~, qto otnositel~no novoæ invol¸cii gruppa U(R) koneqna tol~ko v tom sluqae, kogda harakteristika tela ravna 2, invol¸ciØ trivial~na na centre i imeet ortogonal~nyæ tip (lemma 2), to est~ pri α /∈ Tr (R). �

Sledu¸waØ lemma posvØwena matricam, soderßawim hotØ by odin nulevoæ fflement. Ona analogiqna lemme 6 iz [9] i lemme 4 iz [10].

Lemma 8. Predpoloßim, qto dlØ matricy a ∈ H pri nekotoroæ

pare indeksov r i k imeem a_{rk} = 0. Togda

1) a_{ik}a^′_{kr}, i a_{i,−k}a^′_{−k,r} prinadleßat σ_{ir} dlØ vseh i ≠ ±r; 2) a_{−r,k}S_{k,−k}(a^{−1})a^′_{−k,r}, i a_{−r,−k}S_{−k,k}(a^{−1})a^′_{kr} prinadleßat Γ_{−r}. Dokazatel~stvo. PolagaØ b(θ) = ad−k(θ)a^{−1}, rassmotrim dlØ

obratimyh θ, η, χ ∈ R matricu c = c(θ, η, χ) = b(θ)d_r (χ)b(η^{−1}). Iz-za oqevidnogo ravenstva b_{r,−r}(θ) = 0 pri vseh θ ∈ R^∗ dlØ kaßdogo j ≠ r imeem

c_{rj} = b_{rj} (θη^{−1}) + b_{rr} (θ)(χ − 1)b_{rj}(η^{−1}) = = (a_{r,−k}(θη^{−1} − 1) + (1 + a_{r,−k}(θ − 1)a^′_{−k,r})(χ − 1)a_{r,−k}(η^{−1} − 1))a^′_{−k,j}. Esli nam udastsØ podobrat~ θ, η, χ tak, qto kofffficient pri

a^′_{−k,j} okaßetsØ ravnym nul¸, to k matrice c dlØ takoæ troæki

moßet byt~ primenena lemma 6. Legko podsqitat~, qto v takom sluqae naxi tri parametra dolßny byt~ svØzany sootnoxeniem (1 + a_{r,−k}(θ − 1)a^′_{−k,r})χa_{r,−k}(η^{−1} − 1) = =a_{r,−k}(θ − 1)(a^′_{−k,r}a_{r,−k}(η^{−1} − 1) − η^{−1}). (5) K soßaleni¸, v obweæ situacii fflementy c_{ir} matricy c ves~- ma sloßno svØzany s interesu¸wimi nas proizvedeniØmi a_{ik}a^′_{kr} i a_{i,−k}a^′_{−k,r}, pofftomu my razob~em dokazatel~stvo na neskol~ko qasteæ i budem ispol~zovat~ lemmu 6 v svØzi s matriceæ c tol~- ko dlØ nekotoryh dostatoqno prostyh v vyqislitel~nom plane sluqaev. Nam udobny budut pri fftom oboznaqeniØ μ = a^′_{−k,r}a_{r,−k} i ν = a^′_{kr}a_{r,−k}.

176 E. V. DYBKOVA

1) Naqnem s rassmotreniØ qastnogo sluqaØ μ = 1. Vyberem razliqnye θ i η tak, qtoby oni byli otliqnymi ot 0 i 1. V naxeæ situacii sootnoxenie (5) ffvivalentno ravenstvu χ = a_{r,−k}(θ^{−1} − 1)(η^{−1} − 1)^{−1}a^′_{−k,r}, priqem χ ≠ 0, 1. Po lemme 6 pri kaßdom i ≠ ±r c_{ir} = a_{ik}(θ^{−1} − η^{−1})a^′_{kr} + a_{i,−k}(θ + θ^{−1} − η − η^{−1})(η − 1)^{−1}a^′_{−k,r}+ +a_{ik}((θ^{−1} − 1)ν(θ^{−1} − η^{−1}) − (η^{−1} − θ^{−1})ν)(η − 1)^{−1}a^′_{−k,r} ∈ σ_{ir}. (6)

Fiksiruem i i zametim, qto vkl¸qenie a_{i,−k}a^′_{−k,r} ∈ σ_{ir} oqevidno pri a_{ik}a^′_{kr} = 0 (dlØ proizvol~nogo θ dostatoqno vybrat~ η ∈ ζ_R(θ) tak, qtoby η ≠ 0, 1, θ, θ^{−1}), pofftomu dal~xe proizvedenie a_{ik}a^′_{kr} my sqitaem nenulevym (otmetim, qto v fftoæ situacii ν ≠ 0). Predpoloßim, qto utverßdenie lemmy dlØ dannogo i neverno i

σ_{ir} = 0; togda pri θ ≠ 0, 1 i η = θ^{−1} iz (6) imeem (ν + ν)θ − θ(ν + ν) = θνθ − ν. Netrudno zametit~, qto pri R_1 = ζ_R(ν + ν) dlØ vseh nenulevyh fflementov θ ∈ R^0_1 okazyvaetsØ vypolnennym toßdestvo θνθ = ν. PonØtno, qto iz takogo toßdestva sleduet θν +νθ +ν = 0 pri vseh

θ ≠ 0, −1 iz R^0_1, otkuda legko poluqaetsØ protivoreqie s ν ≠ 0:

dostatoqno vzØt~ θ_1 i θ_2 tak, qtoby θ_2 ≠ θ_1, θ_1 − 1. Tem samym pervaØ qast~ lemmy v rassmatrivaemom sluqae dokazana.

Pri dokazatel~stve vtoroæ qasti lemmy snaqala predpoloßim, qto σ_{−r,r} = 0. V fftoæ situacii pervoe iz dokazyvaemyh vkl¸qeniæ trivial~no, a vtoroe moßno perepisat~ v vide

a_{−r,k}νa^′_{−k,r} = 0. Dopustim, qto ν ≠ 0. Davaemoe v naxem sluqae

lemmoæ 6 vkl¸qenie S_{−r,r} (c^{−1}) ∈ Γ_{−r} oznaqaet, qto c_{−r,r} = 0; ffto uslovie pri η = θ^{−1} s pomow~¸ nesloßnyh, no dovol~no dlinnyh vyqisleniæ moßno preobrazovat~ v ravenstvo

(θ + 1)ν(1 − θ) = (θ − 1)ν(1 + θ), (7)

spravedlivoe dlØ vseh θ. Legko pokazat~, qto takoe toßdestvo vozmoßno lix~ pri ν + ν = 0 – dlØ fftogo dostatoqno θ zamenit~ na θ + 1. Zametim takße, qto naxa situaciØ moßet vozniknut~ tol~ko pri char R = 2 i ν ∈ R^0: dlØ θ ∈ ζ_R(ν) = R_2 ravenstvo (7) oznaqaet 2(θ − θ)ν = 0 i potomu pri char R ≠ 2 invol¸ciØ na

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 177

tele R_2 okazalas~ by trivial~noæ, hotØ sam ν – fflement fftogo tela, menØ¸wiæsØ pri invol¸cii. DlØ poluqeniØ protivoreqiØ v ostavxemsØ sluqae dostatoqno vzØt~ θ ∈ R^0_2 i rassmotret~ ravenstvo c_{−r,r} = 0 pri η ≠ θ, θ^{−1}, prinadleßawem ζ_{R2} (θ)^0.

Dal~xe my sqitaem σ_{−r,r} = R – ffto oznaqaet, qto dostatoqno rassmotret~ sluqaæ char R = 2. Ispol~zuØ lemmu 1, nesloßno proverit~, qto S_{−r,r} (c^{−1}) ≡ ≡ S_{−r,r} (b(ηθ^{−1})) + b_{−r,r} (η)(χ^{−1} − 1)S_{r,−r} (b(θ^{−1}))(χ^{−1} − 1)b_{−r,r} (η^{−1})+ + b_{−r,−r}(η)(χ − 1)S_{−r,r} (b(θ^{−1}))(χ − 1)b_{rr} (η^{−1}) (mod Λ^m).

ProvodØ v pravoæ qasti poluqennogo sravneniØ nekotorye preobrazovaniØ i uqityvaØ lemmu 6, zakl¸qaem, qto pri

α = ν(θ^{−1} −η^{−1})+(η −1)^{−1}(θ^{−1} −η^{−1})ν(θ^{−1} −1)+(η^{−1} −1)ν(θ^{−1} −η^{−1}) i β = (η − 1)^{−1}(θ + θ^{−1} − η − η^{−1})

dlØ vseh dopustimyh θ i η imeem αS_{k,−k}(a^{−1})α + βS_{−k,k}(a^{−1})β ∈ Γ_{−r}. Vtoroe utverßdenie naxeæ lemmy pofftomu soverxenno oqevidno pri a_{−r,−k} = 0 i dal~xe my sqitaem ν ≠ 0. Pri η = θ^{−1} imeem

β = 0 i α = (νθ + θν + (θ − 1)ν(θ − 1))(θ^{−1} − 1);

dlØ okonqaniØ dokazatel~stva ostaetsØ ustanovit~, qto α ≠ 0 dlØ nekotorogo dopustimogo θ. Esli by ffto bylo ne tak, to dlØ vseh θ ≠ 0, 1 my imeli by toßdestvo θν + νθ + ν = 0, a ono protivoreqit uslovi¸ ν ≠ 0.

2) Rassmotrim teper~ situaci¸, kogda μ = 0. PonØtno, qto

b_{r,−r} (θ) = 0 i b_{rr}(θ) = 1 pri l¸bom obratimom θ. Matrica b(θ)

udovletvorØet uslovi¸ predyduwego punkta i pofftomu dlØ kaßdogo i ≠ ±r i l¸bogo θ ∈ R^∗ imeem a_{ik}(θ − 1)a^′_{kr} + a_{i,−k}(θ^{−1} − 1)a^′_{−k,r} ∈ σ_{ir}. Esli oba proizvedeniØ a_{ik}a^′_{kr} i a_{i,−k}a^′_{−k,r} obratimy (inaqe pervoe utverßdenie naxeæ lemmy trivial~no), no σ_{ir} = 0, to dlØ

178 E. V. DYBKOVA

vseh obratimyh θ ≠ 0, 1 iz R_1 = ζ_R(a^′_{kr}(a^′_{−k,r})^{−1}) proizvedenie

(θ − 1)^{−1}(θ^{−1} − 1) postoØnno, iz qego legko sleduet toßdestvo θθ = 1 v R^∗_1, a ffto protivoreqit beskoneqnosti R_1. Pervoe utver-

ßdenie lemmy dokazano. Pri Γ_{−r} = 0 oba vkl¸qeniØ iz vtorogo utverßdeniØ trivial~ny; pri Γ_{−r} ≠ 0 i char R = 2 ostavxiesØ vkl¸qeniØ sledu¸t iz rassmotreniØ usloviØ S_{−r,r} (b(θ)) ∈ Γ_{−r}.

3) RazumeetsØ, vezde dalee v dokazatel~stve lemmy my budem sqitat~, qto μ ≠ 0, 1. RazberemsØ teper~ s ν = 0, to est~ predpoloßim, qto a^′_{kr} = 0. Vyberem θ ≠ η otliqnymi ot 0,1 i 1 − μ^{−1} i naædem χ iz uravneniØ (5) – legko ponØt~, qto ffto uravnenie razreximo, a ograniqeniØ na θ i η oznaqa¸t, qto χ ≠ 0, 1. Kak uße govorilos~ v samom naqale, dlØ takih znaqeniæ θ, η, χ matrica c udovletvorØet uslovi¸ lemmy 6. Legko podsqitat~, qto esli i ≠ ±r i a_{i,−k} ≠ 0, to c_{ir} ≠ 0 pri θ ∈ ζ_R(μ) = R_1 i η ∈ ζ_{R1} (θ), udovletvorØ¸wem dopolnitel~nomu ograniqeni¸ η ≠ θ^{−1}. �tim dokazana pervaØ qast~ lemmy. VtoraØ qast~ ustanavlivaetsØ tak ße, kak i v sluqae μ = 1.

Vezde dalee v dokazatel~stve my polagaem ν ≠ 0. 4) Predpoloßim dopolnitel~no, qto 2μ ≠ 1 i (ν + ν)μ ≠ ν.

Legko podsqitat~, qto pri θ = 1 − μ^{−1} spravedlivo ravenstvo

b_{rr} (θ) = 0. Matrica b = b(1 − μ^{−1}) udovletvorØet pofftomu uslo-

vi¸ vtoroæ qasti dokazatel~stva (μ^′ = b^′_{−r,r}b_{r,−r} = 0). DlØ poluqeniØ vseh vkl¸qeniæ lemmy v rassmatrivaemom sluqae dostatoqno vospol~zovat~sØ obratimost~¸ b^′_{rr} i b^′_{−r,r}, sledu¸weæ iz neravenstv dlØ μ i ν.

5) Pust~ teper~ v dopolnenie k usloviØm μ ≠ 0, 1 i 2μ ≠ 1 vypolnØetsØ takße ravenstvo (ν + ν)μ = ν. Pokaßem, qto togda dlØ nekotorogo θ ∈ R^∗ proizvedeniØ μ(θ) = b^′_{rr}(θ)b_{rr} (θ) i ν(θ) =

b^′_{−r,r} (θ)b_{rr} (θ) otliqny ot 0, priqem μ(θ) ≠ 1, 2μ(θ) ≠ 1 i (ν(θ) + ν(θ))μ(θ) ≠ ν(θ) (poskol~ku b_{r,−r} (θ) = 0 pri vseh θ ∈ R^∗, ffto budet oznaqat~, qto dlØ vybrannogo θ matrica b(θ) udovletvorØet usloviØm predyduwego punkta dokazatel~stva, iz qego legko sleduet utverßdenie lemmy).

Neravenstva μ(θ) ≠ 0, 1 obespeqit~ prosto – dostatoqno brat~

θ ≠ 1, (1 − μ^{−1})^{±1}. Qut~ sloßnee delo obstoit s ograniqeniem 2μ(θ) ≠ 1. DlØ θ ∈ ζ_R(μ) = R_1 uslovie 2μ(θ) = 1 ffkvivalentno

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 179

kvadratnomu uravneni¸

θ^2 + xθ + 1 = 0,

gde x – legko vyqislØemyæ fflement centra R_1. Esli v R_1 takoe uravnenie razreximo i θ_1 – odin iz ego korneæ, to v R_2 = ζ_{R1} (θ_1) ffto uravnenie imeet ne bolee dvuh korneæ θ_1 i θ^{−1}_1 . Takim obrazom, v nekotorom beskoneqnom podtele R_2 tela R_1 naædetsØ beskoneqno mnogo θ, dlØ kotoryh μ(θ) ≠ 0, 1 i 2μ(θ) ≠ 1. Predpoloßim dalee, qto dlØ vsØkogo dopustimogo θ ∈ R_2 imeem

(ν(θ) + ν(θ))μ(θ) = ν(θ). Po lemme 7 togda b_{−r,r} (θ)b^′_{rr} (θ) + b_{−r,−r} (θ)b^′_{−r,r} (θ) = 0. Iz-za θμ = μθ ffto uslovie moßno perepisat~ v vide a_{−r,k}(θ^{−1} − 1)(θ − 1)(μ − 1)a^′_{kr} + a_{−r,−k}(θ − 1)(θ^{−1} − 1)(μ − 1)a^′_{−k,r}+ +a_{−r,k}(θ^{−1} − 1)(ν − ν)(θ^{−1} − 1)a^′_{−k,r} = 0. Zametiv, qto dlØ kaßdogo dopustimogo θ fflement θ^{−1} takße dopustim, prihodim k ravenstvu θ(ν − ν)θ = (ν − ν). (8) Na dopustimye fflementy θ ∈ R_2 u nas imeetsØ koneqnoe qislo ograniqeniæ, pofftomu θ moßno vybrat~ tak, qtoby dopustimym byl takße θ + 1, a ffto oznaqaet, qto iz (8) sleduet ravenstvo (ν − ν)θ + θ(ν − ν) + ν − ν = 0. (9) Vnov~ vospol~zuemsØ beskoneqnost~¸ R_2 i vyberem η ∈ R_2 tak, qtoby dopustimymi byli η, η + 1, θ + η i θ + η + 1. PonØtno, qto, zamenØØ θ v (9) posledovatel~no na η i θ + η, poluqaem ν = ν, qto protivoreqit uslovi¸ 2μ ≠ 1 pri (ν + ν)μ = ν.

6) Nam ostalos~ dokazat~ lemmu v sluqae 2μ = 1 pri char R ≠ 2, a dlØ fftogo dostatoqno naæti θ ∈ R^∗, dlØ kotorogo μ(θ) ≠ 0, 1,^1_2 i ν(θ) ≠ 0 (oboznaqeniØ dlØ μ(θ) i ν(θ) takie ße, kak v predyduwem punkte). PonØtno, qto μ(θ) ≠ 0, 1, esli θ ≠ ±1. O neravenstve ν(θ) ≠ 0 sleduet bespokoit~sØ tol~ko pri a_{−r,k}a^′_{kr} +

a_{−r,−k}a^′_{−k,r} = 0: v fftom sluqae moßno rassmotret~ invariantnoe

otnositel~no invol¸cii podtelo R_1 = ζ_R(a^{−1}_{−r,k}a_{−r,−k}) i brat~

180 E. V. DYBKOVA

θ ∈ R^0_1. Nakonec, uslovie μ(θ) =^1_2 ffkvivalentno uravneni¸ θ^2 + 1 = 0: esli ffto uravnenie v R^0_1 imeet rexenie θ_1, to dostatoqno

poloßit~ R_2 = ζ_{R1} (θ_1) i brat~ θ ∈ R^0_2 tak, qtoby θ ≠ ±θ_1. �

Dalee nam hotelos~ by dokazat~, qto esli matrica a soderßit hotØ by odin nulevoæ fflement, to pri vseh indeksah ime¸tsØ vkl¸qeniØ a_{il}a^′_{lj} ∈ σ_{ij} dlØ i ≠ ±j i a_{il}S_{l,−l} (a^{−1})a^′_{−l,−i} ∈ Γ_i. (10) Esli a_{rk} = 0, to lemmoæ 8 ffti vkl¸qeniØ ustanovleny tol~ko dlØ j = r i l = ±k. Sledu¸wiæ xag v naxih rassußdeniØh – dokazatel~stvo vkl¸qeniæ (10) dlØ j = −r i l = ±k.

Lemma 9. Esli dlØ matricy a ∈ H pri nekotoryh indeksah

r i k imeem a_{rk} = 0, to a_{ik}a^′_{k,−r} ∈ σ_{i,−r} pri vseh i ≠ ±r i a_{r,−k}S_{−k,k}(a^{−1})a^′_{k,−r} ∈ Γ_r. Dokazatel~stvo. RazumeetsØ, vse tri fflementa ar,−k, a−r,k i

a_{−r,−k} moßno sqitat~ nenulevymi. Pust~ i ≠ ±r i a_{ik} ≠ 0. Esli a_{−i,−k} = 0, to pervoe vkl¸qenie – neposredstvennoe sledstvie

lemmy 8; pri a_{−i,−k} ≠ 0 vospol~zuemsØ oqevidnym ravenstvom

σ_{ir} = R i vyberem α ∈ R takim, qto dlØ matricy b = T_{ir}(α)a vy-

polnØetsØ ravenstvo b_{−r,−k} = 0, – ponØtno, qto naxe pervoe vkl¸- qenie sleduet iz primeneniØ lemmy 8 k matrice b. Pri dokazatel~stve vtorogo vkl¸qeniØ sqitaem S_{−k,k}(a^{−1}) ≠ 0. �to znaqit, qto dlØ nekotorogo poloßitel~nogo i ≠ ±r imeem a^′_{−k,i}a_{ik} ≠ 0, otkuda sleduet σ_{r,−r} = R. OstaetsØ ispol~zovat~ davaemoe lemmoæ 8 vkl¸qenie a_{−r,−k}S_{−k,k}(a^{−1})a^′_{kr} ∈ Γ_{−r} i vspomnit~, qto

βΓ_{−r} β ⊆ Γ_r dlØ l¸bogo β ∈ σ_{r,−r} po opredeleni¸ formennoæ

seti. �

8. Izvleqenie transvekciæ v gruppe U (4, R, Λ) pri naliqii v matrice nulevogo fflementa

V fftoæ qasti raboty my prodolßaem sqitat~ R nekommutativnym telom s invol¸cieæ, (R, Λ) – normalizovannym formennym kol~com nad R. Qerez H oboznaqena fiksirovannaØ naddiagonal~naØ podgruppa U (4, R, Λ), a qerez (σ, Γ)– associirovannaØ s H toqnaØ formennaØ D-set~.

�tot razdel raboty my naqnem s usileniØ lemm 8 i 9 i pokaßem, qto esli v matrice a na meste (r, k) stoit nulevoæ fflement, to vkl¸qeniØ (10) spravedlivy pri j = ±r i l¸bom indekse l.

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 181

Lemma 10. Esli dlØ matricy a ∈ H pri nekotoryh indeksah r i

k imeem a_{rk} = 0, to dlØ l¸bogo indeksa l 1) a_{il}a^′_{lr} ∈ σ_{ir}, i a_{il}a^′_{l,−r} ∈ σ_{i,−r} pri vseh i ≠ ±r; 2) a_{rl}S_{l,−l}(a^{−1})a^′_{−l,−r} ∈ Γ_r i a_{−r,l}S_{l,−l} (a^{−1})a^′_{−l,r} ∈ Γ_{−r}. Dokazatel~stvo. Fiksiruem indeks l i zametim, qto v silu pre-

dyduwih lemm moßno sqitat~ l ≠ ±k i a_{±r,±l} ≠ 0. V fftoæ situacii vtoroe utverßdenie naxeæ lemmy moßno pereformulirovat~ tak: S_{l,−l} (a^{−1}) ∈ Γ_r ∩ Γ_{−r}. Pri dokazatel~stve fftogo vkl¸- qeniØ bez dopolnitel~nyh ogovorok summu S_{l,−l} (a^{−1}) my budem sqitat~ nenulevoæ. Samo dokazatel~stvo razdelim na neskol~ko xagov.

1) Predpoloßim vnaqale, qto proizvedenie a_{r,−k}a^′_{−k,r} otliqno ot 0. Zametim, qto v takom sluqae nenulevymi ØvlØ¸tsØ proizvedeniØ a^′_{lr} a_{r,−k} i a^′_{l,−r}a_{−r,k}, a potomu σ_{lk} = σ_{l,−k} sovpada¸t s R v silu dvuh predyduwih lemm (a^′_{−k,−r} = 0).

Dokaßem vkl¸qeniØ pervogo punkta. Pust~ a_{il} ≠ 0 dlØ nekotorogo i ≠ ±r. Rassmotrim matricu b = aT_{l,−k}(α), vybrav α ∈ R^∗ tak, qtoby fflement b_{i,−k} = a_{i,−k} + a_{il}α byl nenulevym; togda

b_{i,−k}b^′_{−k,r} ∈ σ_{ir} = R iz-za b_{rk} = a_{rk} = 0 i b^′_{−k,r} = a^′_{−k,r} ≠ 0. Raven-

stvo σ_{i,−r} = R sleduet iz lemmy 9 pri nenulevom a_{ik}, pofftomu budem sqitat~ a_{ik} = 0. Vyberem β ∈ R^∗ tak, qtoby dlØ matricy

c = aT_{lk}(β) fflement c_{−r,k} byl nulevym; togda c_{ik}c^′_{k,−r} prinadle-

ßit σ_{i,−r}, priqem c_{ik} = a_{il}β ≠ 0 i c^′_{k,−r} = a^′_{k,−r} ≠ 0. �tim pervaØ qast~ lemmy dokazana.

Pri dokazatel~stve vtoroæ qasti lemmy rassmotrim matricu

b = aT_{k,−l}(α), vybiraØ α ∈ R^∗ tak, qtoby fflement b_{−r,−l} byl

nulevym. Togda v silu dvuh predyduwih lemm i obratimosti fflementov a_{±r,l} pereseqeni¸ Γ_r ∩ Γ_{−r} prinadleßit summa S_{l,−l}(b^{−1}) = S_{l,−l} (a^{−1}) + S_{lk} (a^{−1})α + S_{lk} (a^{−1})α ± αS_{−k,k}(a^{−1})α. (11) V silu lemmy 9 poslednee slagaemoe navernØka prinadleßit Γ_r iz-za a_{r,−k} ≠ 0. �toæ ße gruppe Γ_r prinadleßit i summa dvuh srednih slagaemyh v pravoæ qasti (11): esli S_{lk} (a^{−1}) ≠ 0, to

a^′_{lt}a_{tk} ≠ 0 dlØ nekotorogo indeksa t ≠ ±r, otkuda v silu uße do-

kazannyh vkl¸qeniæ poluqaem σ_{r,−r} = R i pofftomu summa naxih dvuh slagaemyh prinadleßit Γ^m_r . Takim obrazom, summa

S_{l,−l} (a^{−1}) prinadleßit Γ_r. Analogiqno proverØetsØ, qto ona so-

derßitsØ v Γ_{−r}, esli fflement a_{−r,−k} obratim. Pofftomu dal~xe

182 E. V. DYBKOVA

moßno sqitat~ a_{−r,−k} = 0. V fftom sluqae iskomoe vkl¸qenie legko poluqaetsØ iz rassmotreniØ matricy c = aT_{−k,−l}(β) pri takom

β ∈ R^∗, qto c_{r,−l} = 0.

2) Dokaßem teper~ naxe utverßdenie, esli a_{r,−k} = 0, no proizvedenie a_{−r,k}a^′_{kr} obratimo. Vospol~zuemsØ tem, qto a_{rp}a^′_{pr} ≠ 0 dlØ nekotorogo indeksa p (p ≠ ±k). Esli a_{r,−p} = 0, to matrica a udovletvorØet usloviØm predyduweæ qasti dokazatel~stva, pofftomu fflement a_{r,−p} sqitaem obratimym. Iz-za a^′_{−k,−r} = 0 po lemme 8 imeem a^′_{−p,−r} a_{−r,−k} ∈ σ_{−p,−k} = R, pofftomu pri l¸bom α ∈ R^∗ gruppe H prinadleßit matrica b = aT_{kp}(α), priqem b_{rk} = 0 i

b^′_{−k,r}b_{r,−k} ≠ 0, to est~ matrica b udovletvorØet usloviØm predy-

duweæ qasti dokazatel~stva. Esli a_{il} ≠ 0 dlØ nekotorogo i ≠ ±r, to, nakladyvaØ na α koneqnoe qislo ograniqeniæ, moßno sdelat~ obratimymi b_{il}, b^′_{lr} i b^′_{l,−r} , otkuda sleduet pervoe utverßdenie lemmy. DlØ dokazatel~stva vtorogo dobavim k uße ime¸wimsØ ograniqeniØm na α ewe odno tak, qtoby obratimym byl b_{−r,l}. V fftoæ situacii S_{l,−l} (b^{−1}) ∈ Γ_r ∩ Γ_{−r} . Legko ponØt~, qto pri l ≠ −p ffto oznaqaet vkl¸qenie S_{l,−l} (a^{−1}) ∈ Γ_r ∩ Γ_{−r}; sluqaæ l = −p rassmatrivaetsØ tak ße, kak v dokazatel~stve vtoroæ qasti lemmy v predyduwem punkte.

3) Pust~ teper~ a_{−r,k} = 0, no a^′_{kr}a_{r,−k} ≠ 0. Iz-za a^′_{−k,r} = 0 imeem a^′_{lr} a_{r,−k} ∈ σ_{l,−k} = R i a^′_{−l,r} a_{r,−k} ∈ σ_{−l,−k} = R. Pri dokazatel~stve pervoæ qasti lemmy moßno sqitat~, qto dlØ nekotorogo i ≠ ±r vse qetyre fflementa a_{±i,±l} obratimy, no a_{ik} = 0 (v protivnom sluqae utverßdenie sleduet iz a_{ik}a^′_{kr} ∈ σ_{ir} i a_{ik}a^′_{k,−r} ∈ σ_{i,−r}). Poskol~ku req~ idet o gruppe stepeni 4, to v fftoæ situacii

a^′_{k,−i}a_{−i,k} = 1. RassmatrivaØ matricu b = aT_{kl}(α) dlØ takogo α ∈ R^∗, qto b_{−i,l} = 0, poluqaem b_{−r,−l}b^′_{−l,−i} ∈ σ_{−r,−i} = R i b_{r,−l}b^′_{−l,−i} ∈ σ_{r,−i} = R. qto i trebuetsØ.

Pri dokazatel~stve vtoroæ qasti lemmy fiksiruem indeks p, dlØ kotorogo a^′_{kp}a_{pk} ≠ 0 (p ≠ ±r). PonØtno, qto togda σ_{pr} =

σ_{p,−r} = R. Zametim, qto fflement a_{−p,k} moßno sqitat~ nulevym: v

protivnom sluqae dostatoqno rassmotret~ matricu c = T_{pr} (β)a, vybrav β ∈ R^∗ tak, qtoby c_{−r,l} byl obratimym. Vnov~ vspomnim o tom, qto req~ idet o matrice stepeni 4: v fftoæ situacii a_{pk} okazyvaetsØ edinstvennym nenulevym fflementom k-ogo stolbca, a a_{−p,−k} – edinstvennym nenulevym fflementom (−p)-oæ stroki

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 183

naxeæ matricy; ots¸da sleduet, qto S_{l,−l} (a^{−1}) = ±a^′_{lr} a_{r,−l}. Izza malogo qisla fflementov v mnoßestve indeksov libo p = ±l, libo p = ±k. V pervom sluqae, kak legko podsqitat~, ediniqnym ØvlØetsØ hotØ by odin iz dvuh idealov σ_{rp} ili σ_{−r,p}; pri

p = −k oba fftih ideala ravny R. Nesloßno pokazat~, qto pri σ_{rp} = R vtoroe utverßdenie naxeæ lemmy sleduet iz rassmo-

treniØ matricy f = T_{rp}(γ)a, a pri σ_{−r,p} = R – iz rassmotreniØ

f = T_{−r,p}(γ)a (v oboih sluqaØh γ podbiraetsØ tak, qtoby dlØ

f vypolnØlis~ usloviØ pervoæ qasti dokazatel~stva). Pofftomu dal~xe sqitaem p = k.

Primenim dostatoqno standartnyæ priem, reduciru¸wiæ situaci¸ k gruppe men~xeæ stepeni, i rassmotrim v svØzi s fftim mnoßestvo

H_1 = {g ∈ H | g_{ik} = 0 dlØ vseh i ≠ k}.

PonØtno, qto H_1 – podgruppa H, soderßawaØ Δ(4, R, Λ), i qto

a ∈ H_1. DlØ g ∈ H_1 oboznaqim qerez Ψ(g) matricu vtorogo po-

rØdka, poluqa¸wu¸sØ iz g vyqerkivaniem ee strok i stolbcov s nomerami ±k. Legko proverit~, qto Ψ – ffpimorfizm H_1 na podgruppu H_2 gruppy U (2, R, Λ), soderßawu¸ Δ(2, R, Λ). Po teoreme 4 suwestvuet toqnaØ formennaØ D-set~ (τ, B) porØdka 2, dlØ kotoroæ U (τ, B) 6 H_2 6 N_U (τ, B). V silu teoremy 1 ots¸da sleduet, qto S_{l,−l} (Ψ(a)^{−1}) ∈ B_1 ∩ B_{−1}, to est~ dlØ nekotoryh matric g_1, g_2 ∈ H_1 imeem Ψ(g_1) = T_{1,−1}(S_{l,−l}(a^{−1})) i

Ψ(g_2) = T_{−1,1}(S_{l,−l} (a^{−1})). OstaetsØ zametit~, qto kaßdaØ iz ma-

tric g_1 i g_2 udovletvorØet usloviØm pervoæ qasti dokazatel~- stva: g_{r,−r} g_{−r,r} = 0 i g_{rr} g_{−r,−r} = 1. Do sih por my predpolagali, qto v qetverke a_{±r,±k} imeetsØ hotØ by dva nenulevyh fflementa; predpoloßim teper~, qto nenulevoæ fflement est~ tol~ko odin. ZamenØØ pri neobhodimosti r na −r ili k na −k, moßno sqitat~, qto a_{rk} = a_{r,−k} = a_{−r,k} = 0, no a_{−r,−k} ≠ 0. V fftom sluqae moßno vospol~zovat~sØ ravenstvom

σ_{l,−k} = R (ono sleduet iz primeneniØ k matrice a^{−1} lemmy 8),

zametiv, qto pri oqevidnom koneqnom mnoßestve ograniqeniæ na α matrica aT_{l,−k}(α) udovletvorØet usloviØm predyduweæ qasti dokazatel~stva.

5) Pust~ teper~ nulevymi ØvlØ¸tsØ vse fflementy qetverki

a_{±r,±k}. Pokaßem, qto v fftom sluqae naxa matrica a imeet ewe

ne menee dvuh nulevyh fflementov.

184 E. V. DYBKOVA

Iz-za ravnopraviØ r i −r moßno sqitat~, qto ε(r) = ε(l). Oboznaqim qerez p otliqnyæ ot r indeks, dlØ kotorogo ε(p) =

ε(l), i predpoloßim, qto a_{pl} ≠ 0. Legko podobrat~ matricu d ∈ Δ(4, R, Λ) tak, qtoby dlØ f = da vypolnØlis~ ravenstva f_{pl} = f_{rl} = 1. Esli f_{r,−l} = α i f_{−r,l} = β, to iz unitarnosti f

sleduet, qto f_{−r,l} = 1 + βα i f_{p,−l} = α, a ffto protivoreqit ravenstvu ∑ t f_{rt}f^′_{tr} = 0. Pofftomu a_{pl} = 0; iz ∑ t a_{pt}a^′_{t,−r} = 0 togda sleduet, qto fflement a_{p,−l} – takße nulevoæ.

Iz togo, qto fflementy a_{pl} i a_{p,−l} ravny 0, sleduet pervoe utverßdenie lemmy; ponØtno takße, qto v takom sluqae S_{l,−l}(a^{−1}) = ±a^′_{lr} a_{r,−l} = ±a^′_{l,−r} a_{−r,−l}. Zametim, qto esli hotØ by odin iz fflementov a_{−p,±l} otliqen ot 0, to σ_{−p,−r} = R, a potomu vtoroe utverßdenie legko poluqit~, rassmatrivaØ matricu c = T_{rp}(γ)a i podbiraØ γ tak, qtoby dlØ matricy c vypolnØlis~ usloviØ odnogo iz predyduwih punktov dokazatel~stva. Sledovatel~no, dal~xe vse fflementy qetverki

a_{±p,±l} moßno sqitat~ nulevymi.

PonØtno, qto zdes~ nam snova pridetsØ ispol~zovat~ redukci¸ k gruppe men~xeæ stepeni. Na fftot raz v kaqestve H_1 voz~- mem podgruppu vseh teh matric iz H, dlØ kotoryh v strokah i stolbcah s nomerami ±p nenulevymi ØvlØ¸tsØ tol~ko diagonal~nye fflementy, v kaqestve gomomorfizma Ψ – vyqerkivanie strok i stolbcov s nomerami ±p; qerez H_2 vnov~ oboznaqim

Ψ(H_1), a qerez (τ, B) – toqnu¸ formennu¸ D-set~, associirovan-

nu¸ s H_2. Nam dostatoqno pokazat~, qto S_{l,−l} (a^{−1}) ∈ B_1 ∩ B_2. DlØ opredelennosti indeksy l, r i p budem sqitat~ poloßitel~nymi.

Legko ponØt~, qto podgruppa H_1 soderßit vse matricy b =

b(θ) = ad_l(θ)a^{−1} dlØ obratimyh θ, pofftomu gruppe B_1 prinadle- ßat vse proizvedeniØ b_{rr}b^′_{rr} b_{r,−r}b^′_{−r,−r} i b_{r,−r} b^′_{−r,r}b_{rr} b^′_{r,−r}. Iz-za b_{rr} b^′_{rr}b_{r,−r} b^′_{−r,−r} = (1 − b_{r,−r} b^′_{−r,r})b_{r,−r} b^′_{−r,−r} = = b_{r,−r} b^′_{−r,−r} − b_{r,−r}b^′_{−r,r} b_{r,−r}b^′_{−r,−r} = b_{r,−r} b^′_{−r,−r} + b_{r,−r}b^′_{−r,r} b_{rr}b^′_{r,−r} okazyvaetsØ, qto b_{r,−r} b^′_{−r,−r} ∈ B_1. Pust~ ν = a^{−1}_{rl} a_{r,−l} i R_1 = ζ_R(ν). Vsledstvie oqevidnogo ravenstva a_{rl}a^′_{l,−r} +a_{r,−l}a^′_{−l,−r} = 0 fflement ν prinadleßit R^0, pofftomu R_1 – beskoneqnoe telo, invariantnoe

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 185

otnositel~no invol¸cii, a R^0_1 – beskoneqnaØ gruppa. Nesloßno podsqitat~, qto pri θ ∈ R^0_1 uslovie b_{r,−r}b^′_{−r,−r} ∈ B_1 oznaqaet, qto a_{rl}(θ − θ^{−1})a^′_{l,−r} a_{−r,−l}(θ − θ^{−1})a^′_{−l,−r} ∈ B_1. VybiraØ θ ≠ ±1, poluqaem togda S_{l,−l} (a^{−1}) ∈ B_1. Vkl¸qenie

S_{l,−l} (a^{−1}) ∈ B_2 proverØetsØ analogiqno. �

Teper~ my gotovy dokazat~ vkl¸qeniØ (10) dlØ proizvol~nyh indeksov:

Lemma 11. Esli dlØ matricy a ∈ H pri nekotoryh indeksah r i

k imeem a_{rk} = 0, to dlØ l¸bogo indeksa l imeem

1) a_{il}a^′_{lj} ∈ σ_{ij} pri vseh i ≠ ±j;

2) a_{il}S_{l,−l} (a^{−1})a^′_{−l,−i} ∈ Γ_i pri l¸byh i.

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie ØvlØetsØ neposredstven-

nym sledstvie predyduweæ lemmy: esli i ≠ ±j, to libo i = ±r, libo j = ±r. Pri dokazatel~stve vtorogo dlØ i ≠ ±r sqitaem nenulevymi S_{l,−l} (a^{−1}) i vse fflementy qetverki a_{±i,±l}. Bolee togo, v silu predyduweæ lemmy moßno sqitat~, qto v strokah s nomerami ±i voobwe net nuleæ – inaqe vnov~ moßno soslat~- sØ na lemmu 10. Poskol~ku v strokah s nomerami ±r nenulevye fflementy navernØka est~, v silu predyduwih lemm dlØ associirovannoæ seti vse idealy σ_{±i,±r} – ediniqnye, a poskol~ku set~ unitarna i imeet porØdok 4, to vse idealy seti sovpada¸t s R. Fiksiruem kakoæ-nibud~ indeks p, dlØ kotorogo a_{rp} ≠ 0, poloßim α = −a_{ip}a^{−1}_{rp} i voz~mem matricu c = T_{ir}(α)a. Togda c_{ip} = 0 i pofftomu c_{il}S_{l,−l} (c^{−1})c^′_{−l,−i} ∈ Γ_i. Zdes~ c_{il} = a_{il} + αa_{rl}, priqem fflement a_{rl} moßno sqitat~ nulevym: v protivnom sluqae utverßdenie sleduet iz a_{rl}S_{l,−l}(a^{−1})a^′_{−l,−r} ∈ Γ_r i a_{il}a^{−1}_{rl} ∈ σ_{ir}. DlØ okonqaniØ dokazatel~stva ispol~zuem S_{l,−l} (c^{−1}) ∈ Γ_i i σ_{i,−i} = R. � Vkl¸qeniØ (10), kak my tol~ko qto ustanovili, vypolneny dlØ teh matric iz H, kotorye soderßat hotØ by odin nulevoæ fflement. Pokaßem teper~, qto ffti ße vkl¸qeniØ spravedlivy i dlØ proizvol~noæ matricy iz H, esli ffta podgruppa soderßit kaku¸-nibud~ odnu netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa.

186 E. V. DYBKOVA

Lemma 12. Esli σrk = R pri nekotoryh indeksah r ≠ ±k, to dlØ

l¸boæ matricy a ∈ H i proizvol~nogo indeksa l imeem

1) a_{il}a^′_{lj} ∈ σ_{ij} pri vseh i ≠ ±j;

2) a_{il}S_{l,−l} (a^{−1})a^′_{−l,−i} ∈ Γ_i pri l¸byh i.

Dokazatel~stvo. Vse fflementy matricy a budem, koneqno, sqi-

tat~ nenulevymi. Pokaßem s ispol~zovaniem predyduweæ lemmy, qto v fftoæ situacii vse idealy D-seti σ sovpada¸t s R.

Rassmotrim matricu b = T_{rk}(α)a, vybrav α tak, qto b_{rk} = 0. Togda dlØ l¸bogo indeksa l imeem b_{kl}b^′_{lr} = a_{kl}a^′_{lr} i po predyduweæ lemme σ_{kr} = R. Dalee nahodim indeksy l_1 i l_2, dlØ kotoryh b_{rl1} i b_{−k,l2} obratimy, to est~ otliqny ot 0 proizvedeniØ b_{rl1} b^′_{l1 ,−k} i

b_{−k,l2} b^′_{l2r} . Iz fftogo sleduet σ_{r,−k} = σ_{−k,r} = R. No togda σ_{ij} = R

pri vseh i ≠ ±j iz-za unitarnosti σ. OstaetsØ zametit~, qto i stoØwie na poboqnoæ diagonali idealy sovpada¸t s R iz-za vkl¸qeniØ σ_{ij}σ_{j,−i} 6 σ_{i,−i} v opredelenii seti.

Iz dokazannogo i opredeleniØ formennoæ D-seti sleduet, qto v naxeæ situacii dlØ vseh indeksov i formennye parametry Γ_i odinakovy. Pofftomu dlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ naxeæ lemmy dostatoqno ustanovit~, qto S_{l,−l}(a^{−1}) prinadleßit kakomu-nibud~ iz nih – naprimer, Γ_k. DlØ fftogo dostatoqno primenit~ k matrice b vtoru¸ qast~ lemmy 11 i ispol~zovat~ ravenstvo σ_{k,−k} = R. �

Iz teoremy 3 i lemmy 4 sleduet, qto uslovie lemmy 12 vypolneny, naprimer, v sledu¸weæ situacii, blizkoæ k kommutativnoæ

Lemma 13. Esli podgruppa H soderßit matricu a, vse fflemen-

ty kotoroæ otliqny ot 0 i prinadleßat nekotoromu podpol¸, invariantnomu otnositel~no invol¸cii, to ideal σ_{rk} sovpadaet s R dlØ nekotoryh indeksov r ≠ ±k.

V zakl¸qenie fftogo razdela raboty my pokaßem, qto dlØ perenosa teoremy 4 na sluqaæ gruppy qetvertoæ stepeni ostaetsØ proverit~ vypolnenie usloviØ lemmy 12.

Lemma 14. Esli vypolneno odno iz dvuh usloviæ

1) kaßdaØ matrica iz H soderßit hotØ by odin nulevoæ fflement ili

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 187

2) σ_{st} = R dlØ nekotoryh indeksov s ≠ ±t i pri fftom podgruppa

H soderßit hotØ by odnu matricu, vse fflementy kotoroæ otliqny ot 0, to (σ, Γ) – edinstvennaØ toqnaØ formennaØ D-set~, udovletvorØ- ¸waØ uslovi¸ U (σ, Γ) 6 H 6 N_U (σ, Γ). (12)

Dokazatel~stvo. Vkl¸qenie H 6 NU (σ, Γ) oznaqaet, qto dlØ

proizvol~noæ matricy a ∈ H vypolneny normalizatornye usloviØ teoremy 1. Pri k = l dlØ proverki pervogo usloviØ fftoæ teoremy dostatoqno pokazat~, qto esli a soderßit nulevoæ fflement i pri nekotoryh indeksah proizvedenie a_{ik}a^′_{k,−i} otliqno ot 0, to σ_{i,−i} = R. Predpoloßim, qto σ_{i,−i} raven 0. V lemme 11 my dokazali vkl¸qenie a_{ik}S_{k,−k}(a^{−1})a^′_{−k,−i} ∈ Γ_i – iz nego togda sleduet S_{k,−k}(a^{−1}) = 0. V to ße vremØ, dlØ kaßdogo p ≠ ±i imeem po toæ ße lemme a_{ik}a^′_{kp} ∈ σ_{ip} i a_{ik}a^′_{k,−p} ∈ σ_{i,−p}, priqem

σ_{ip}σ_{i,−p} ∈ σ_{i,−i}, a potomu a^′_{kp}a_{p,−k} = 0 dlØ vseh takih p. No togda S_{k,−k}(a^{−1}) = ±a^′_{ki}a_{i,−k}; znaqit a^′_{ki} = 0. RassmatrivaØ vkl¸qeniØ a_{i,−k}S_{−k,k}(a^{−1})a^′_{k,−i} ∈ Γ_i, a_{i,−k}a^′_{−k,p} ∈ σ_{ip} i a_{i,−k}a^′_{−k,−p} ∈ σ_{i,−p}, po- kazyvaem analogiqnym obrazom, qto a_{−i,k} = 0. Dalee ispol~zuem sootnoxenie ∑ m a^′_{km}a_{mk} = 1 i vyberem indeks m ≠ ±k tak, qto-

by a^′_{km}a_{mk} ≠ 0. PonØtno, qto ßelaemoe protivoreqie sleduet iz oqevidnyh vkl¸qeniæ a_{mk}a^′_{k,−i} ∈ σ_{m,−i} i a_{ik}a^′_{km} ∈ σ_{im}.

DlØ proverki pervogo usloviØ teoremy 1 v sluqae k ≠ ±l i

σ_{kl} = R dostatoqno rassmotret~ matricy aT_{kl}(α) pri razliq-

nyh α ∈ R. V sluqae k = −l i σ_{k,−k} = R formennyæ parametr

Γ_k otliqen ot 0 i potomu dokazatel~stvo svoditsØ k rassmotre-

ni¸ matric aT_{k,−k}(β) pri razliqnyh β ∈ Γ_k. Vtoroe uslovie

a_{ik}Γ_ka^′_{−k,−i} 6 Γ_i teoremy 1 pri a_{i,−k} ≠ 0 netrudno dokazat~ pri-

meneniem vtoryh qasteæ lemm 11 i 12 k matricam aT_{k,−k}(β)a^{−1} s

β ∈ Γ_k; pri a_{i,−k} = 0 matricu a sleduet zamenit~ proizvedeniem aT_{k,−k}(β) s nenulevym β ∈ Γ_k.

Edinstvennost~ toqnoæ formennoæ D-seti, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (12), oqevidna. �

Itak, dalee nam ostaetsØ pokazat~, qto esli naddiagonal~naØ podgruppa soderßit hotØ by odnu matricu, vse fflementy kotoroæ otliqny ot 0, to ffta podgruppa soderßit i kaku¸-to netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo kornevogo tipa.

188 E. V. DYBKOVA

9. Izvleqenie transvekciæ s pomow~¸ matric, podobnyh diagonal~nym

Po tradicii raboty s naddiagonal~nymi podgruppami v lineænyh gruppah teper~ sleduet ispol~zovat~ tot fakt, qto vmeste s matriceæ a naxa podgruppa soderßit i vse proizvedeniØ

ada^{−1} dlØ diagonal~nyh matric d.

V fftom razdele my prodolßaem sqitat~, qto R – nekommutativnoe telo s invol¸cieæ, (R, Λ) – normalizovannoe formennoe kol~co nad nim. Pod H ponimaetsØ fiksirovannaØ naddiagonal~- naØ podgruppa gruppy U (4, R, Λ), pod a – fiksirovannaØ matrica iz H, ne soderßawaØ nulevyh fflementov. Kak i ranee, toqnu¸ formennu¸ D-set~, associirovannu¸ s H, my oboznaqaem (σ, Γ).

IdeØ ispol~zovat~ matricy ada^{−1} svØzana, koneqno, s tem, qto nekotorye iz takih matric ime¸t nulevye fflementy, a ffto daet xans na izvleqenie iskomoæ transvekcii. V pervu¸ oqered~ v kaqestve matric d my budem brat~ prosteæxie diagonal~nye matricy d_l(θ) pri obratimyh θ. Fiksiruem indeks l i poloßim b(θ) = ad_l(θ)a^{−1}. Pri fftom, razumeetsØ, voznikaet potrebnost~ v issledovanii uravneniæ b_{rk}(θ) = 0, v qastnosti, horoxo by imet~ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ na kofffficienty, pri kotoryh takoe uravnenie imeet rexenie θ ≠ 1. DlØ k = −r takie usloviØ sformulirovany v lemme 7. DlØ k ≠ ±r qastiqnyæ otvet na nax vopros daet sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 15. Esli dlØ k ≠ ±r vypolneno uslovie a_{rl}a^′_{lk} + a_{r,−l}a^′_{−l,k} = 0, to uravnenie b_{rk}(θ) = 0 imeet rexenie θ ≠ 1 togda i tol~ko togda, kogda proizvedenie a^{−1}_{rl} a_{r,−l} libo ne prinadleßit R^0, libo soderßitsØ v Tr (R).

Dokazatel~stvo. Poloßim a^{−1}_{rl} ar,−l = α; togda v naxeæ situacii

uravnenie b_{rk}(θ) = 0 moßno perepisat~ v vide θαθ = α. Iz dokazatel~stva lemmy 7 sleduet, qto pri α ∈ R^0 takoe uravnenie imeet netrivial~noe rexenie tol~ko v sluqae α ∈ Tr (R).

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 189

Esli ße α /∈ R^0, to netrivial~nym rexeniem naxego uravneniØ ØvlØetsØ, oqevidno, θ = αα^{−1}. �

K soßaleni¸, dlØ k ≠ ±r my ne moßem dat~ stol~ ße prostoæ otvet na vopros o suwestvovanii netrivial~nogo rexeniØ sootvetstvu¸wego uravneniØ pri a_{rl}a^′_{lk} + a_{r,−l}a^′_{−l,k} ≠ 0. Moßno bylo by privesti paru izvestnyh nam dostatoqnyh usloviæ netrivial~noæ razreximosti upomØnutogo uravneniØ, no odno iz fftih usloviæ svØzano s kommutacionnym sootnoxeniem dlØ kofffficientov, drugoe – s algebraiqnost~¸ kofffficientov nad centrom, pofftomu ffffektivnoe ispol~zovanie takogo roda usloviæ predstavlØetsØ somnitel~nym. Ewe bolee besperspektivnym delom kaßetsØ issledovanie uravneniØ b_{rr}(θ) = 0. Vse ffto oznaqaet, qto pri ispol~zovanii lemmy 11 dlØ matricy b(θ) nam pridetsØ rabotat~ ne s samimi rexeniØmi, a s ih prizrakami. PrimenØt~ ße poluqa¸wiesØ pri fftom fakty moßno budet v sluqae udaqnogo steqeniØ obstoØtel~stv.

Predvarim formulirovku sledu¸weæ lemmy zameqaniem o primenØemom v neæ oboznaqenii. PonimaØ opredelitel~ v smysle D~edonne, my budem nazyvat~

Δ^{kl}_{ij} (a) = | | | a_{ik} a_{il} a_{jk} a_{jl} | | | minorom vtorogo porØdka matricy a (v [4, 9, 10] takie minory ispol~zovalis~ dlØ kommutativnoæ situacii). Napomnim neskol~ko trivial~nyh obstoØtel~stv, kotorye dalee budut ispol~zovat~sØ. Vo-pervyh, ravenstvo Δ^{kl}_{ij} (a) = 0 ffkvivalentno uslovi¸ a_{jk}a^{−1}_{ik} = a_{jl}a^{−1}_{il} . Vo-vtoryh, vsledstvie unitarnosti matricy a uslovie Δ^{kl}_{ij} (a) = 0 ffkvivalentno uslovi¸ Δ^{−i,−j}_{−k,−l}(a^{−1}) = 0. V-tret~ih, pri k ≠ l iz-za lineænoæ nezavisimosti sprava kogo i l-ogo stolbcov naxeæ matricy Δ^{kl}_{ij} (a) ≠ 0 dlØ nekotoroæ pary indeksov i ≠ j.

Lemma 16. Pust~ dlØ nekotoryh indeksov r i k uravnenie brk(θ) =

0 imeet rexenie θ ≠ 1 i pust~ i ≠ ±r. Predpoloßim takße, qto vypolneno odno iz sledu¸wih dvuh usloviæ

1) k = −r ili

2) po kraæneæ mere odin iz dvuh minorov Δ^{l,−l}_{i,−i}(a) ili Δ^{l,−l}_{r,−r} (a) otliqen ot 0.

190 E. V. DYBKOVA

Togda H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto br,−r (θ) = 0 dlØ ne-

kotorogo θ ≠ 1. Zametim, qto po lemme 7 takih θ suwestvuet beskoneqno mnogo i dlØ vseh nih

b_{rr} (θ) = 1 + a_{rl}(θ − 1)μ

pri nekotorom μ, ne zavisØwem ot θ. Uravnenie b_{rr} (θ) = 0 imeet, oqevidno, ne bolee odnogo rexeniØ, pofftomu naædetsØ takoæ

θ ≠ 1, qto b_{r,−r} (θ) = 0 i pri fftom b_{rr} (θ)b^′_{rr}(θ) ≠ 0. Legko ponØt~,

qto dlØ takogo θ qetverka fflementov b_{±i,±r}(θ) ne moßet sostoØt~ tol~ko iz nuleæ – inaqe vse minory Δ^{l,−l}_{mj} (a) pri l¸byh m i j byli by nulevymi. Pofftomu naxe utverßdenie ØvlØetsØ sledstviem lemmy 11.

Pust~ teper~ k ≠ −r i uravnenie b_{j,−j}(η) = 0 imeet tol~ko trivial~noe rexenie pri l¸bom indekse j. I v fftom sluqae qetverka fflementov b_{±i,±r}(θ) ne moßet sostoØt~ tol~ko iz nuleæ – inaqe oba upomØnutyh v uslovii minora byli by nulevymi. Pofftomu my opØt~ moßem soslat~sØ na lemmu 11. �

Koneqno, ograniqitel~noe uslovie na minory v lemme 16 ØvlØetsØ ves~ma nepriØtnym. Pozdnee my ego snimem, no snaqala s pomow~¸ tol~ko qto dokazannoæ lemmy neskol~ko oslabim uslovie lemmy 13 i pokaßem, qto podgruppa H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa, esli v kakoæ-nibud~ ee matrice, ne soderßaweæ nulevyh fflementov, vse fflementy dvuh simmetriqnyh stolbcov (ili dvuh simmetriqnyh strok) prinadleßat odnomu podpol¸, invariantnomu otnositel~no invol¸- cii.

Lemma 17. Predpoloßim, qto dlØ nekotorogo indeksa l vse ffle-

menty l-ogo i (−l)-ogo stolbcov matricy a kommutiru¸t drug s drugom i so vsemi fflementami l-oæ i (−l)-oæ strok matricy a^{−1}. Togda H soderßit netrivial~nu¸ korotku¸ transvekci¸.

Dokazatel~stvo. Legko ponØt~, qto pri vypolnenii ukazanno-

go usloviØ vse fflementy l-ogo i (−l)-ogo stolbcov matricy a soderßatsØ v nekotorom invariantnom otnositel~no invol¸cii podpole K, soderßawem takße i centr naxego tela R. Po lemme 4 pole K moßno sqitat~ beskoneqnym. DlØ l¸bogo θ ∈ K^∗ vse fflementy matricy b(θ) prinadleßat pol¸ K. PonØtno, qto

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 191

esli dlØ nekotorogo θ ∈ K^∗ vse fflementy matricy b(θ) otliqny ot 0, to naxe utverßdenie sleduet iz lemmy 13. Budem pofftomu sqitat~, qto dlØ kaßdogo θ hotØ by odin fflement b_{ij}(θ) matricy

b(θ) raven 0 (indeksy i i j, koneqno, zavisØt ot θ). Pri r ≠ ±k

oba minora Δ^{l,−l}_{r,−r}(a) i Δ^{l,−l}_{k,−k}(a) moßno sqitat~ nulevymi – inaqe naxe utverßdenie sleduet iz lemmy 16.

Iz-za beskoneqnosti K v nem moßno vybrat~ obratimyæ θ, dlØ kotorogo θθ ≠ 1. Zametim, qto dlØ takogo θ fflement b_{k,−k}(θ) ne moßet byt~ nulevym ni pri kakom k. Esli dlØ vybrannogo θ imeem b_{ij}(θ) ≠ 0 pri vseh i ≠ j i b_{kk}(θ) = 0 dlØ nekotorogo k, to naxe utverßdenie sleduet iz vkl¸qeniØ b_{ij}(θ)b^′_{j,−j}(θ) ∈ σ_{i,−j} pri

i ≠ ±j. Predpoloßim pofftomu, qto i ≠ ±j i b_{ij}(θ) = 0. Togda iz-za

kommutativnosti K i usloviØ θθ ≠ 1 imeem b_{ij}(η) ≠ 0 dlØ vseh

η ∈ K^∗, otliqnyh ot θ i 1. V qastnosti, b_{ij}(θ^{−1}) ≠ 0; ostaetsØ

ispol~zovat~ vkl¸qenie b_{ij}(θ^{−1})b^′_{j,−j}(θ^{−1}) ∈ σ_{i,−j}. �

Sledu¸wee utverßdenie pozvolit nam v dal~neæxih rassußdeniØh sqitat~ nenulevymi vse qastiqnye summy dlinnogo tipa dlØ matric, ne soderßawih nulevyh fflementov.

Lemma 18. Esli Sr,−r (a) = 0 dlØ nekotorogo indeksa r, to H so-

derßit netrivial~nu¸ korotku¸ transvekci¸.

Dokazatel~stvo. UmnoßaØ pri neobhodimosti naxu matricu

sprava na podhodØwu¸ diagonal~nu¸, budem sqitat~, qto a_{r1} =

a_{r2} = 1 (qastiqnye summy pri takom umnoßenii ne menØ¸tsØ).

DlØ obratimogo θ nam potrebu¸tsØ matricy d(θ) = ∏ l>0 d_l(θ) i g(θ) = ad(θ)a^{−1}. Legko zametit~, qto g_{r,−r} (θ) = 0 dlØ vseh θ. Pofftomu g^′_{rr}(θ)g_{rk} (θ) ∈

σ_{rk} v silu lemmy 11. OstaetsØ pokazat~, qto dlØ nekotoryh θ i

k proizvedenie g^′_{rr}(θ)g_{rk} (θ) otliqno ot 0.

Poloßim a_{r,−1} = α (togda a_{r,−2} = −α) i a^′_{−1,r} − a^′_{−2,r} = β. Nesloßnyæ podsqet pokazyvaet, qto pri k ≠ ±r g_{rk}(θ) = (α − θαθ)θ^{−1}(a^′_{−1,k} − a^′_{−2,k}). Ravenstva a^′_{−1,k} = a^′_{−2,k} i a^′_{−1,−k} = a^′_{−2,−k} odnovremenno vypolnØt~- sØ ne mogut – v protivnom sluqae iz ∑ t a_{rt}a^′_{tk} = ∑ t a_{rt}a^′_{t,−k} = 0 my imeli by a^′_{1k} + a^′_{2k} = a^′_{1,−k} + a^′_{2,−k} = 0, a ffto protivoreqit

192 E. V. DYBKOVA ∑ t a_{kt}a^′_{tk} = 1. Pofftomu esli θαθ ≠ α, to hotØ by odin iz dvuh

fflementov g_{rk}(θ) ili g_{r,−k}(θ) otliqen ot 0. VyqislØØ vtoroæ somnoßitel~ naxego proizvedeniØ, poluqaem g^′_{rr} (θ) = θ^{−1}(1 − (α − θαθ)β). Takim obrazom, nam sleduet pokazat~, qto dlØ nekotorogo obratimogo θ proizvedenie (α − θαθ)(1 − (α − θαθ)β) otliqno ot 0. PonØtno, qto pri β = 0 interesu¸wee nas proizvedenie byvaet nenulevym: v kaqestve θ dostatoqno vzØt~ α, esli

α /∈ U(R), i otliqnyæ ot 0 i 1 fflement ζ_R(α)^0 v protivnom slu-

qae. Pri β ≠ 0 rassußdenie qut~ dlinnee. Poloßim R_1 = ζ_R(α) i rassmotrim dva sluqaØ.

Esli R_1 invariantno otnositel~no invol¸cii, to budem v kaqestve θ brat~ fflementy R^0_1, otliqnye ot 0 i ±1. Po ponØtnym priqinam moßno sqitat~, qto hotØ by odin vybrannyæ fflement (naprimer, θ_1) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ g^′_{rr}(θ) = 0, to est~

θ^2_1 = 1 − α^{−1}β^{−1}. Voz~mem togda beskoneqnoe i invariantnoe ot-

nositel~no invol¸cii telo R_2 = ζ_{R1} (θ_1). Legko ponØt~, qto dlØ l¸bogo θ ∈ R^0_2, otliqnogo ot 0, ±1 i ±θ_1, interesu¸wee nas proizvedenie otliqno ot nulØ.

Esli R_1 ne invariantno otnositel~no invol¸cii, vyberem

θ ∈ R_1 tak, qtoby θ ne prinadleßal R_1. Otmetim, qto θθ ≠ 1,

pofftomu α − θαθ ≠ 0. Esli dlØ vybrannogo θ imeetsØ ravenstvo

θθ = 1−α^{−1}β^{−1}, to (θ +1)(θ +1) ≠ 1−α^{−1}β^{−1} – v protivnom sluqae

okazalos~ by, qto 0 = (θ + 1)(θ + 1) − θθ = θ + θ + 1, a ffto protivoreqit θ /∈ R_1. Takim obrazom, i v fftom sluqae interesu¸wee nas proizvedenie moßno sdelat~ nenulevym. �

Teper~ my moßem snØt~ ograniqenie na minory v lemme 16 i svesti dal~neæxie rassußdeniØ k situacii, kogda naxa podgruppa H poroßdaetsØ vsemi diagonal~nymi unitarnymi matricami i ewe odnoæ matriceæ a, vse fflementy i vse qastiqnye summy dlinnogo tipa kotoroæ otliqny ot 0, priqem dlØ l¸bogo indeksa l matrica b = ad_l(θ)a^{−1} ne imeet nenulevyh fflementov ni pri kakom obratimom θ, otliqnom ot 1.

Lemma 19. Esli pri nekotoryh indeksah r i k uravnenie brk(θ) = 0

imeet rexenie θ ≠ 1, to H soderßit netrivial~nu¸ korotku¸ transvekci¸.

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 193

Dokazatel~stvo. Pust~ qastiqnye summy Sj,−j(a) i Sj,−j(a^{−1})

otliqny ot 0. V silu lemmy 16 my moßem sqitat~, qto pri kaßdom indekse j uravnenie b_{j,−j}(θ) = 0 imeet tol~ko trivial~noe rexenie, oba minora Δ^{l,−l}_{r,−r}(a) i Δ^{l,−l}_{i,−i}(a) ravny 0 i dlØ nekotorogo

θ ≠ 1 vse fflementy b_{±i,±r}(θ) – nulevye. Fiksiruem takoæ θ. DlØ

dokazatel~stva naxego utverßdeniØ dostatoqno pokazat~, qto v qetverke b_{±r,±i}(θ) est~ nenulevoæ fflement.

Dopustim protivnoe i dlØ kaßdogo indeksa j poloßim μ_j =

a^{−1}_{j,−l}a_{jl} (uslovie na minory oznaqa¸t ravenstva μ_i = μ_{−i} i μ_r =

μ_{−r} no μ_i ≠ μ_r iz-za Δ^{l,−l}_{ir} (a) ≠ 0). Esli oba fflementa b_{ir}(θ) i b_{−r,−i}(θ) ravny 0, to

μ_i(θ − 1) = (θ^{−1} − 1)μ_r i μ_i(θ^{−1} − 1) = (θ − 1)μ_r , (13)

otkuda legko sleduet, qto μ_i = θμ_iθ i μ_r = θμ_rθ. Sledstviem fftih usloviæ i (13) ØvlØetsØ ravenstvo μ_i = μ_r (otmetim, qto v takom sluqae μ_i /∈ R^0.). Soverxenno oqevidno togda ravenstvo

a_{il}a^′_{lr} + a_{i,−l}a^′_{−l,r} = 0, a ono v naxih usloviØh znaqit, qto a_{jl}a^′_{ls} + a_{j,−l}a^′_{−l,s} = 0, (14) pri l¸byh indeksah j ≠ ±s.

Legko ponØt~, qto svoæstvo (14) sohranØetsØ pri umnoßenii matricy a (sleva ili sprava) na l¸bu¸ diagonal~nu¸ unitarnu¸ matricu; pofftomu dal~xe moßno sqitat~ fflementy a_{11}, a_{12} i a_{21} naxeæ matricy ravnymi 1. Esli provesti skffæling formennogo kol~ca, to dlØ estestvennogo obraza matricy a v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe nad novym formennym kol~- com svoæstvo (14) takße budet vypolneno. Nam udobno provesti skffæling pri pomowi fflementa, obratnogo k S_{−1,1}(a^{−1}): ffto pozvolit v dopolnenie k predyduwim usloviØm na matricu sqitat~

S_{−1,1}(a^{−1}) = 1. Poloßim dalee a_{−1,1} = α, togda a_{−2,1} = −(α + 1);

pri a_{1,−1} = β imeem a_{2,−1} = β, a_{−2,−1} = −(α + 1)β, a_{−1,−1} = αβ. Zametim,qto iz sootnoxeniØ ∑ t a^′_{1t}a_{t1} = 1 legko sleduet soot-

noxenie (α − α)(β − β) = 1, pofftomu α, β /∈ R^0. Pust~, nakonec,

a_{1,−2} = γ, a_{−1,2} = δ i a_{−2,2} = ν; togda iz ∑ t a_{1t}a^′_{t2} = 0 poluqa-

em a_{−2,−2} = νγ, a iz-za ∑ t a_{−1,t}a^′_{t2} = 0 imeem a_{−1,−2} = δγ. Takim

194 E. V. DYBKOVA

obrazom, naxa matrica i obratnaØ k neæ ime¸t vid a = 1 1 γ β 1 ∗ ∗ β −(α + 1) ∗ ∗ −(α + 1)β α δ δγ αβ i a^{−1} = βα −β(α + 1) −β −β γδ ∗ ∗ −γ −δ ∗ ∗ 1 −α α + 1 1 1 . Nesloßno uvidet~, qto togda iz sootnoxeniØ ∑ t a_{1t}a^′_{t1} = 1 sledu-

et α = δ, qto protivoreqit sootnoxeni¸ ∑ t a_{−1,t}a^′_{t,−1} = 1 iz-za

S_{1,−1}(a) ∈ R^0. Poluqennoe protivoreqie i dokazyvaet naxu lem-

mu. �

10. Izvleqenie transvekciæ pri naliqii sledovoæ qastiqnoæ summy dlinnogo tipa V fftom razdele raboty my pokaßem, qto gruppa H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa, esli hotØ by dlØ odnoæ matricy iz nenulevyh fflementov, soderßaweæsØ v H, kakaØ-nibud~ ee qastiqnaØ summa dlinnogo tipa ØvlØetsØ sledom. My prodolßaem sqitat~ (R, Λ) normalizovannym formennym kol~com nad nekommutativnym telom s invol¸cieæ R, H – naddiagonal~noæ podgruppoæ gruppy U (4, R, Λ), (σ, Γ) – associirovannoæ s neæ toqnoæ formennoæ D-set~¸, a – matriceæ iz H, ne soderßaweæ nulevyh fflementov. My sqitaem takße, qto dlØ proizvol~nogo indeksa l i matric b(θ) = ad_l(θ)a^{−1} i c(θ) = a^{−1}d_l(θ)a ni odno iz uravneniæ b_{rk}(θ) = 0 i c_{rk}(θ) = 0 ne imeet rexeniæ, otliqnyh ot 1, ni pri kakih r i k. Predpoloßim dopolnitel~no, qto vse qastiqnye summy S_{i,−i}(a) i S_{i,−i}(a^{−1}) otliqny ot 0 pri l¸- bom indekse i, priqem dlØ nekotorogo indeksa r qastiqnaØ summa S_{r,−r} (a) prinadleßit mnoßestvu Tr (R).

Oboznaqim qerez m tot edinstvennyæ otliqnyæ ot r indeks, dlØ kotorogo ε(m) = ε(r). Moßno sqitat~, qto a_{rr} = a_{rm} =

a_{mr} = 1, umnoßaØ v protivnom sluqae matricu a sleva ili spra-

va na podhodØwie diagonal~nye matricy; otmetim, qto posle opisannogo umnoßeniØ matrica prodolßaet udovletvorØt~ vsem

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 195

postavlennym vyxe usloviØm, v qastnosti, S_{r,−r} (a) prodolßaet ostavat~sØ nenulevym sledom. Dalee provedem skffæling naxego formennogo kol~ca, vvedØ novu¸ invol¸ci¸ ~ω = sωs^{−1} pri

s = (S_{r,−r} (a))^{ε(r)}. ˚sno, qto dlØ estestvennogo obraza a_1 naxeæ

matricy a v novoæ unitarnoæ gruppe okazyvaetsØ S_{r,−r} (a_1) = 1, a vse ostal~nye postavlennye ograniqeniØ sohranØ¸tsØ. Osobo otmetim tot fakt, qto poskol~ku skffæling provodilsØ pri pomowi sleda, 1 ØvlØetsØ sledom otnositel~no novoæ invol¸cii nezavisimo ot harakteristiki tela.

Poskol~ku req~ idet ob izvleqenii netrivial~noæ transvekcii korotkogo tipa v naxeæ gruppe, moßno sqitat~, qto 1 prinadleßit mnoßestvu sledov otnositel~no ishodnoæ invol¸cii (i pofftomu gruppa U(R) beskoneqna), a dlØ naxeæ matricy a vypolneny vse pereqislennye vyxe usloviØ. Poloßim dlØ opredelennosti r = 1 (ostal~nye sluqai rassmatriva¸tsØ analogiqno). Drugimi slovami, dalee v fftom razdele v dopolnenie k ranee postavlennym usloviØm my budem sqitat~, qto

1 = x + x (15)

pri nekotorom x ∈ R, a matricy a i obratnaØ k neæ zapisyva¸tsØ v vide

a = 1 1 −1 − α α 1 β γ δ κ μ ν ξ π ρ τ ω i a^{−1} = ω ξ −δ −α τ ν −γ 1 + α −ρ μ β 1 −π −κ 1 1 . DlØ θ ∈ U(R) my budem rassmatrivat~ matricy g(θ) = ad(θ)a^{−1}. i, razumeetsØ,vospol~zuemsØ tem, qto g_{1,−1}(θ) = 0 dlØ vseh θ. Ostal~nye fflementy pervoæ stroki matricy g(θ) ravny g_{11}(θ) = θ + (αθ − θα)(ρ − π) g_{12}(θ) = (αθ − θα)(μ − κ) g_{1,−2}(θ) = (αθ − θα)(1 − β). Poloßim dalee

R_1 = ζ_R(α)

196 E. V. DYBKOVA

i predpoloßim na nekotoroe vremØ, qto fflement θ iz U(R) ne prinadleßit telu R_1. Legko ponØt~, qto togda hotØ by odin iz fflementov g_{12}(θ) ili g_{1,−2}(θ) otliqen ot 0: v protivnom sluqae my imeli by β = 1 i μ = κ, otkuda vsledstvie sootnoxeniæ ∑ l a^′_{−1,l}a_{l1} = ∑ l a^′_{−2,l}a_{l1} = 0 poluqilos~ by nevozmoßnoe dlØ obra-

timoæ matricy ravenstvo ρ = π. Pofftomu somnenie v suwestvovanii iskomoæ transvekcii voznikaet tol~ko v sluqae, kogda dlØ naxego fflementa θ ime¸tsØ takße ravenstva g_{11}(θ) = g^′_{11}(θ) = 0 – v protivnom sluqae moßno vospol~zovat~sØ lemmoæ 11. V fftoæ situacii my poluqaem ravenstva (θαθ − α)(ρ − π) = (θαθ − α)(ρ − π) = −1. (16) Pervoe utverßdenie fftoæ qasti raboty oznaqaet, qto opisannoe vyxe podtelo R_1 moßno dal~xe sqitat~ dostatoqno blizkim k centru vsego tela R.

Lemma 20. Esli R^− ne soderßitsØ v R1, to H soderßit netri-

vial~nu¸ korotku¸ transvekci¸.

Dokazatel~stvo. My vyberem y /∈ R1 tak, qtoby telo R2 = ζR(y)

bylo invariantnym otnositel~no invol¸cii, priqem my hotim, qtoby R_2 soderßalo dostatoqno mnogo unitarnyh fflementov, ne prinadleßawih R_1 (otmetim, qto v takoæ situacii invol¸ciØ na centre R_2 dolßna deæstvovat~ netrivial~no). Posle fftogo my pokaßem, qto v beskoneqnoæ gruppe U(R_2) suwestvuet fflement θ, ne prinadleßawiæ R_1 i ne udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ (16). Poskol~ku dlØ obwego sluqaØ vykladki okazyva¸tsØ ves~ma gromozdkimi, rassußdeniØ razob~em na qasti v zavisimosti ot harakteristiki R.

Snaqala razberemsØ s telom harakteristiki ≠ 2. Voz~mem v kaqestve y proizvol~nyæ fflement iz R^− \ R_1. PonØtno, qto R_2 =

ζ_R(y) – telo s invol¸cieæ vtorogo roda. DlØ kaßdogo z ∈ R^0_2

fflement θ_z = (1 + yz)(1 − yz)^{−1} unitaren; ponØtno, qto θ_{z1} = θ_{z2} tol~ko pri z_1 = z_2. ˚sno takße, qto θ_z prinadleßit podtelu

R_1 togda i tol~ko togda, kogda yz ∈ R_1. V qastnosti, iz-za y /∈ R_1 v R_1 ne popadaet θ_1; pofftomu moßno sqitat~, qto dlØ nego

vypolneno uslovie (16), iz kotorogo sledu¸t ravenstva θ_1αθ_1 =

θ_1αθ_1. PonØtno, qto v takom sluqae θ^2_1 ∈ R_1, otkuda poluqaem

(1 + y^2)αy = yα(1 + y^2). (17)

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 197

Pri char R ≠ 3 ots¸da legko poluqit~ protivoreqie s y /∈ R_1: dostatoqno vospol~zovat~sØ oqevidnym usloviem 2y /∈ R_1 i v predyduwem rassußdenii zamenit~ θ_1 na θ_2 – togda narØdu s (17) imeem (1 + 4y^2)αy = yα(1 + 4y^2) i potomu yα = αy.

Pust~ teper~ char R = 3 i 1 + y^2 ≠ 0. PonØtno, qto togda y^2 /∈

R_1 – v protivnom sluqae iz (17) sledovalo by, qto yα = αy.

Poloßim z = y^2(1 + y^2)^{−1} i zametim, qto z prinadleßit R^0_2 i otliqen ot 0 i ±1. Legko ponØt~, qto yz /∈ R_1 (v protivnom sluqae iz-za (17) my imeli by y^2 ∈ R_1). Pofftomu moßno polagat~, qto θ_z udovletvorØet ravenstvu (16), iz kotorogo poluqaem θ_z θ_1 ∈ R_1. Netrudno podsqitat~, qto togda

(1 − y^2)yα(1 + y^2 + y^4) = (1 + y^2 + y^4)α(1 − y^2)y. (18)

No 1 + y^2 + y^4 = (1 − y^2)^2 pri char R = 3 i togda (17) i (18) protivoreqat y /∈ R_1.

V sluqae 1 + y^2 = 0 pri char R = 3 vyberem t ∈ R^0_2 tak, qtoby on byl otliqen ot 0 i ±1. V troæke t, t + 1 i t + 2 vse fflementy otliqny ot 0 i ±1, a raznost~ dvuh l¸byh fflementov fftoæ troæki prinadleßit centru. Pofftomu po kraæneæ mere dva fflementa troæki yt, y(t + 1) i y(t + 2) ne vhodØt v R_1. Iz-za char R = 3 ffto oznaqaet, qto dlØ nekotorogo fflementa z iz R^0_2, otliqnogo ot 0 i ±1, oba proizvedeniØ yz i y(z + 1) ne soderßatsØ v R_1. RazumeetsØ, moßno sqitat~, qto togda θ_z i θ_{z+1} udovletvorØ¸t (16), a potomu θ_1θ_z i θ_1θ_{z+1} prinadleßat R_1. Opuskaem podrobnosti dal~neæxih vyqisleniæ – i v fftom sluqae poluqaetsØ protivoreqie s y /∈ R_1.

Pust~ teper~ char R = 2 i x udovletvorØet uslovi¸ (15). Pri

x /∈ R_1 poloßim y = x, esli ße x ∈ R_1, to poloßim y = x +

v, vzØv v ∈ R^0 \ R_1 (napomnim, qto R^0 = R^− v naxem sluqae). Takim obrazom y /∈ R_1 i y + y = 1. PonØtno, qto R_2 = ζ_R(y) – telo s invol¸cieæ vtorogo roda. Kaßdyæ otliqnyæ ot 1 fflement gruppy U(R_2) odnoznaqno moßet byt~ predstavlen v vide θ_z =

(y + z)(y + z)^{−1} pri nekotorom z ∈ R^0. PonØtno, qto θ_z ∈ R_1 togda

i tol~ko togda, kogda y + z kommutiruet s α. DlØ z = 0 ffto ne tak, pofftomu budem sqitat~, qto θ_0 udovletvorØet uslovi¸ (16), otkuda poluqaem y^2 ∈ R_1. Vyberem dalee z ∈ R^0_2 tak, qtoby on byl otliqen ot 0 i 1, a summa y + z ne soderßalas~ v R_1 – takoæ vybor, oqevidno, vozmoßen pri R^0_2 ⊆ R_1; esli ße suwestvuet

u ∈ R^0_2, ne vhodØwiæ v R_1, to dlØ R_3 = ζ_{R2} (u) i l¸bogo t ∈ R^0_3

198 E. V. DYBKOVA

hotØ by odna iz summ y + tu ili y + (t + 1)u ne prinadleßit R_1. PonØtno, qto v fftoæ situacii moßno sqitat~, qto θ^2_z , θ_zθ_0 i θ^{−1}_z θ_0 prinadleßat R_1, to est~ okazyvaetsØ, qto z^2 kommutiruet s α, z kommutiruet s αy + yα i pri fftom

(y^2 + y)(αz + zα) = (z^2 + z)(αy + yα). (19)

Otmetim, qto v takom sluqae z /∈ R_1.

Teper~ naxa situaciØ neskol~ko napominaet sluqaæ harakteristiki 3. PonØtno, qto summa z + z^{−1} prinadleßit R^0_2, otliqna ot 0, 1, z i z + 1 i ne kommutiruet s α. Predpoloßim, qto summa y + z + z^{−1} takße ne kommutiruet s α i povtorim naxi rassußdeniØ. �to znaqit, qto v (19) moßno z zamenit~ na

z+z^{−1}, otkuda posle nebol~xih preobrazovaniæ poluqaem raven-

stvo (z+1)^2(αy+yα) = 0, protivoreqawee y /∈ R_1. Pofftomu dal~xe moßno sqitat~ y + z + z^{−1} ∈ R_1; v takom sluqae y + z^{−1} ne kommutiruet s α (otmetim, qto z^{−1} otliqen ot 0, 1, z, z + 1, z + z^{−1} i

z +z^{−1} +1). Vnov~ povtorØØ naxi rassußdeniØ, prihodim k vkl¸-

qeni¸ θ_zθ_z�1 ∈ R_1, iz kotorogo sleduet ravenstvo θ_0 = (z +1)^3z^{−1}. PonØtno, qto takoe ravenstvo nevozmoßno, poskol~ku ego pravaØ qast~ prinadleßit R^0, a levaØ ØvlØetsØ unitarnym fflementom, otliqnym ot 1. Naxa lemma polnost~¸ dokazana. �

Takim obrazom, dal~xe v fftom razdele moßno sqitat~, qto α kommutiruet so vsemi fflementami iz R^−, v qastnosti, s α − α, a ffto znaqit, qto telo

R_2 = ζ_R(α) ∩ ζ_R(α)

beskoneqno i invariantno otnositel~no invol¸cii. Gruppa U(R_2) unitarnyh fflementov fftogo tela, oqevidno, beskoneqna.

Otmetim, qto v takom sluqae fflement α ne prinadleßit R^0 – inaqe uravnenie a_{11}(θ − 1)a^′_{1,−1} + a_{1,−1}(θ^{−1} − 1)a^′_{−1,−1} = 0 imelo by beskoneqnoe mnoßestvo netrivial~nyh rexeniæ, a ffto protivoreqit postavlennomu v naqale fftogo razdela uslovi¸. Ewe odno zameqanie kasaetsØ tela R, ime¸wego harakteristku 2: naxe novoe uslovie oznaqaet, qto α kommutiruet so vsemi fflementami iz

R^0, a soglasno lemme ȷ. D~edonne iz [20] nekommutativnoe telo

harakteristiki 2 poroßdaetsØ svoimi fflementami, nepodvißnymi otnositel~no invol¸cii; pofftomu pri harakteristike 2 nax fflement α prinadleßit centru.

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 199

Dokaßem teper~ qasto ispol~zuemyæ v dal~neæxem fakt, ØvlØ¸wiæsØ variacieæ na temu unitarnogo analoga teoremy Brauffra–Kartana–Hua (podrobnosti obsußdeniØ fftogo voprosa privedeny v zakl¸qitel~noæ glave [22]).

Lemma 21. Pust~ t – fflement nekommutativnogo tela s invol¸-

cieæ R, ne prinadleßawiæ R^0, priqem t i t kommutiru¸t. Esli nekotoryæ fflement y iz R kommutiruet so vsemi unitarnymi fflementami tela T = ζ_R(t) ∩ ζ_R(t), to y prinadleßit centru tela T .

Dokazatel~stvo. Pust~ snaqala char R ≠ 2 i s = t − t. Vos-

pol~zovavxis~ tem, qto y kommutiruet s unitarnym fflementom

θ_1 = (1 + s)(1 − s)^{−1} iz T , poluqaem ys = sy. Dalee pri θ_2 = tt^{−1}

ispol~zuem ravenstvo yθ_2 = θ_2y, poluqaØ yt = ty i y ∈ T . Esli u – proizvol~nyæ fflement iz T^0, to θ_3 = (u + s)(u − s)^{−1} ∈ U(T ), pofftomu yu = uy. Nakonec, esli v – proizvol~nyæ fflement iz T^−, to θ_4 = (1 + v)(1 − v)^{−1} ∈ U(T ) i pofftomu yv = vy. OstaetsØ teper~ soslat~sØ na additivnoe razloßenie T = T^0 ⊕ T^−.

Dalee rassmotrim sluqaæ char R = 2 i poloßim s = t(t + t)^{−1} (Øsno, qto togda s + s = 1). Snaqala ispol~zuem kommutirovanie y s θ_1 = ss^{−1} ∈ U(T ), poluqaØ ys = sy. BerØ

θ_2 = (t + t + s)(t + t + s)^{−1} ∈ U(T ),

poluqaem y(t + t) = (t + t)y, otkuda sleduet y ∈ T . Esli z ∈ T^0, to y kommutiruet s

θ_3 = (z + s)(z + s)^{−1} ∈ U(T )

i potomu yz = zy. Ostalos~ zametit~, qto v fftom sluqae libo telo T kommutativno i togda naxe utverßdenie oqevidno, libo pri nekommutativnom T naxe utverßdenie ØvlØetsØ sledstviem lemmy D~edonne. �

VernemsØ k matrice g(θ), u kotoroæ vse vnediagonal~nye fflementy pervoæ stroki ravny 0 dlØ l¸bogo θ ∈ U(R_2), i vyqislim drugie ee fflementy: g_{21}(θ) = (βθ − θβ)(τ + (1 + α)ρ) − (δθ − θδ)(π − ρ) g_{−2,1}(θ) = κg_{21}(θ) + ((μ − κβ)θ(τ + (1 + α)ρ) − (ξ − κδ)θ(π − ρ)) g_{−1,1}(θ) = −θρ + πg_{21}(θ) + ((ρ − πβ)θ(τ + (1 + α)ρ) − (ω − πδ)θ(π − ρ))

200 E. V. DYBKOVA g_{2,−2}(θ) = −(βθ − θβ)(γ + (1 + α)β) + (δθ − θδ)(1 − β) g_{22}(θ) = θ + (βθ − θβ)(ν + (1 + α)μ) − (δθ − θδ)(κ − μ). RazumeetsØ, esli dlØ nekotorogo θ ∈ U(R_2) hot~ odin iz fflementov g_{21}(θ) ili g_{−2,1}(θ) otliqen ot 0, to naliqie v H interesu¸- weæ nas transvekcii sleduet iz lemmy 8, pofftomu dal~xe ffti dva fflementa matricy g(θ) moßno sqitat~ nulevymi pri vseh θ. �to uslovie nam udobnee formulirovat~ v neskol~ko inom vide, vvodØ oboznaqeniØ

q = τ + (1 + α)ρ i r = π − ρ;

togda dalee moßno sqitat~, qto pri vsØkom θ ∈ U(R_2) (βθ − θβ)q = (δθ − θδ)r i (μ − κβ)θq = (ξ − κδ)θr. (20) Zametim, qto, ispol~zuØ sootnoxeniØ meßdu fflementami matric a i a^{−1}, nesloßno pokazat~, qto vvedennye nami fflementy q i r udovletvorØ¸t usloviØm (1 − β)q − (α − δ)r = 1, (μ − κβ)q − (ξ − κδ)r = 0, (ρ − πβ)q − (ω − πδ)r = ρ. Predpoloßim teper~, qto pri vypolnenii usloviæ (20) fflement g_{−1,1}(θ) okazalsØ nenulevym dlØ nekotorogo θ ∈ U(R_2). Po lemme 8 imeem g_{−1,1}(θ)g^′_{11}(θ) ∈ Γ_{−1} i pofftomu formennyæ parametr Γ_{−1} soderßit Tr (R), a naxa gruppa H soderßit matricu

h = aT_{−1,1}(α^{−1}α^{−1}) (poskol~ku 1 ØvlØetsØ sledom v R, dlØ vseh z ∈ R proizvedeniØ zz takße prinadleßat Tr (R)). Zametim, qto S_{1,−1}(h) = 0, a potomu v fftoæ situacii naliqie v H iskomoæ

transvekcii sleduet iz lemmy 18. Sledovatel~no, moßno sqitat~, qto g_{−1,1}(θ) = 0 dlØ vseh θ ∈ U(R_2). Drugimi slovami, dalee my budem predpolagat~, qto dlØ vseh θ ∈ U(R_2) vypolneno ravenstvo θρ = (ρ − πβ)θq − (ω − πδ)θr. (21) PonØtno, qto naxi q i r odnovremenno ne mogut byt~ ravnymi 0. RazberemsØ s situacieæ, kogda nul¸ raven odin iz fftih fflementov.

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 201

Lemma 22. Esli qr = 0, to H soderßit netrivial~nu¸ korotku¸

transvekci¸.

Dokazatel~stvo. Pust~ snaqala q = 0, to est~ τ + ρ(1 + α) = 0.

Iz-za usloviØ (20) togda δ kommutiruet so vsemi fflementami gruppy U(R_2) i potomu δ prinadleßit centru Z_2 tela R_2 po lemme 21. PonØtno, qto r = π − ρ takße prinadleßit Z_2, tak kak v naxeæ situacii (α − δ)r = −1. Iz usloviØ (21) sleduet, qto ρ ∈ Z_2. No togda, kak legko ponØt~, fftomu ße pol¸ Z_2 prinadleßat π, τ i ω, a ffto znaqit, qto matrica a^{−1} udovletvorØet usloviØm lemmy 17; pri q = 0 naxe utverßdenie ustanovleno.

Pri r = 0 predyduwee rassußdenie povtorØetsØ poqti doslovno: ponØtno, qto ρ i β prinadleßat Z_2, pofftomu π, q, τ i ω takße soderßatsØ v Z_2, to est~ vnov~ primenima lemma 17. �

Dalee oba fflementa q i r my sqitaem nenulevymi i polagaem s = rq^{−1}. Iz ranee privedennyh usloviæ sledu¸t ravenstva 1 − β − (α − δ)s = q^{−1} βθ − θβ = (δθ − θδ)s (μ − κβ)θ = (ξ − κδ)θs θρq^{−1} = (ρ − πβ)θ − (ω − πδ)θs pri l¸bom θ ∈ U(R_2). Zametim, qto raznost~ μ − κβ otliqna ot 0 – inaqe my imeli by μ = κβ i ξ = κδ, otkuda vsledstvie sootnoxeniæ ∑ l a_{2l}a^′_{l,−1} = ∑ l a_{−2,l}a^′_{l,−1} = 0 poluqilos~ by nevozmoßnoe

dlØ obratimoæ matricy ravenstvo ν = κγ. Pofftomu dva poslednie iz ukazannyh usloviæ oznaqa¸t, qto s i ρq^{−1} prinadleßat pol¸ Z_2. Legko ponØt~, qto esli pol¸ Z_2 prinadleßit takße fflement δ, to β, q, ρ, π, τ i ω takße soderßatsØ v Z_2, a v fftom sluqae H soderßit netrivial~nu¸ transvekci¸ korotkogo tipa po lemme 17. Takim obrazom, nam ostalos~ rassmotret~ posledniæ sluqaæ:

Lemma 23. Esli δ ne prinadleßit pol¸ Z2, to H soderßit ne-

trivial~nu¸ korotku¸ transvekci¸.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim tri raznye situacii.

202 E. V. DYBKOVA

1) Pust~ snaqala δδ = δδ i δ kommutiruet s α. V fftom sluqae naxi argumenty poqti polnost~¸ sovpadaet s dokazatel~stvom lemmy 22. Poloßim R_3 = ζ_{R1} (δ) ∩ ζ_{R1} (δ) – ffto beskoneqnoe telo s invol¸cieæ vtorogo roda imeet centr Z_3, soderßawiæ Z_2. PonØtno, qto β kommutiruet s l¸bym θ ∈ U(R_3) i pofftomu prinadleßit Z_3. RassußdaØ tak ße, kak i v dokazatel~stve lemmy 22, pokazyvaem, qto pol¸ Z_3 prinadleßat vse fflementy pervoæ i posledneæ strok matricy a, a zatem ssylaemsØ na lemmu 17.

2) Pust~ teper~ δδ = δδ i δ /∈ R_1. Srazu poØsnim, qto req~ v fftom sluqae idet o tele harakteristiki, otliqnoæ ot 2 (inaqe α centralen). My budem rassußdat~ v stile dokazatel~stva lemmy 20. Nam potrebuetsØ beskoneqnoe i invariantnoe otnositel~no invol¸cii telo

R_4 = ζ_R(δ) ∩ ζ_R(δ)

(otmetim, qto δ /∈ R_1 iz-za vvedennogo ranee usloviØ R^− ⊆

R_1). PonØtno, qto δ ≠ δ (inaqe −1 byla by kornem uravneniØ

a_{21}(θ − 1)a^′_{1,−2} + a_{2,−1}(θ^{−1} − 1)a^′_{−1,−2} = 0, a ffto protivoreqit uslo-

vi¸ v naqale razdela); Øsno takße, qto δ ≠ −δ iz-za R^− ⊆ R_1 i pofftomu δ^2 ≠ δ^2. Sledovatel~no, na centre Z_4 tela R_4 invol¸ciØ deæstvuet netrivial~no i gruppa U(R_4) beskoneqna. Kak ponØtno iz dokazatel~stva lemmy 20, nam dostatoqno ustanovit~, qto naædutsØ takie θ_1 i θ_2 iz U(R_4) \ R_1, qto θ_1αθ_1 ≠ θ_2αθ_2.

Pri z ∈ R^0_4 poloßim

η_z = (z + δ)(z + δ)^{−1}

– ffti fflementy prinadleßat U(R_4). PonØtno, qto η_0 ne vhodit v

R_1, pofftomu pri η^2_0 /∈ R_1 moßno vzØt~ θ_1 = η_0 i θ_2 = η_0. Znaqit

moßno sqitat~ η^2_0 ∈ R_1, to est~ α ∈ ζ_R(δ^2) ∩ ζ_R(δ^2). Legko ponØt~, qto η_1 takße ne soderßitsØ v R_1, priqem η_1 ≠ η_0, η_0 – inaqe δ+δ = −1 i δ ∈ R_1. Legko podsqitat~, qto v takom sluqae proizvedenie

η_1η_0 ne prinadleßit R_1, sledovatel~no, moßno vzØt~ θ_1 = η_0 i θ_2 = η_0.

3) Nam ostalos~ razobrat~sØ so sluqaem δδ ≠ δδ. V fftoæ situacii raznost~ y = δ − δ, soderßawaØsØ v R_2, ne kommutiruet s δ. Poloßim

R_5 = ζ_{R2} (y)

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 203

i otmetim, qto na centre fftogo beskoneqnogo tela invol¸ciØ deæstvuet netrivial~no. Pokaßem, qto naædutsØ takie θ_1 i θ_2 v gruppe U(R_5), qto ni odin iz nih ne kommutiruet s δ i

θ_1δθ_1 ≠ θ_2δθ_2. Kak i pri dokazatel~stve lemmy 20, vo izbeßa-

nie gromozdkih vykladok rassußdeniØ postavim v zavisimost~ ot harakteristiki tela.

Pri char R ≠ 2 otliqnye ot 1 fflementy U(R_5) mogut byt~ zapisany v vide

η_z = (1 + yz)(1 − yz)^{−1}

pri z ∈ R^0_5. PonØtno, qto η_1 ne kommutiruet s δ i qto moßno pri fftom sqitat~ η^2_1 kommutiru¸wim s δ. Kak vidim, naqalo naxih rassußdeniæ praktiqeski sovpadaet s sootvetstvu¸wim kuskom dokazatel~stva lemmy 20; dal~neæxie vykladki moßno takße provodit~ po sheme dokazatel~stva upomØnutoæ lemmy, pofftomu my ih opuskaem.

Pri char R = 2 rassußdaem neskol~ko inaqe. V fftom sluqae, kak bylo pokazano ranee, fflement α centralen i pofftomu R_2 = R. Pri z ∈ R^0_5 rassmotrim unitarnye fflementy

η_z = (z + α)(z + α)^{−1}.

PonØtno, qto η_z kommutiruet s δ togda i tol~ko togda, kogda

zδ = δz. �lement η_y ne kommutiruet s δ, pofftomu moßno sqitat~,

qto η^2_y kommutiruet s δ, a ffto oznaqaet y^2δ = δy^2. Dalee vospol~zuemsØ tem, qto y^{−1} takße ne kommutiruet s δ; sledovatel~- no, my moßem sqitat~, qto s δ kommutiruet proizvedenie η_yη_y�1 . Legko proverit~, qto v takom sluqae δ kommutiruet s proizvedeniem y(1 + αα), a ffto vozmoßno tol~ko pri αα = 1. OstaetsØ vospol~zovat~sØ oqevidnym neravenstvom (y + y^{−1})δ ≠ δ(y + y^{−1}): ffto pozvolØet sqitat~ proizvedenie η_yη_{y+y}�1 kommutiru¸wim s δ, qto oznaqaet uslovie y^2(y + 1)δ = δy^2(y + 1), nesovmestimoe s yδ ≠ δy. Zametim teper~, qto esli θ ∈ U(R_2) ne kommutiruet s δ, to θ ne kommutiruet takße s β, priqem (δθ − θδ)^{−1}(βδ − δβ) = s. Ispol~zuØ ffto ravenstvo, prØmymi i dovol~no dlinnymi vyqisleniØmi moßno pokazat~, qto g_{2,−2}(θ)(ξ − κδ) = δθ − θδ i g_{22}(θ) = θ − (δθ − θδ)(ξ − κδ)^{−1}κ

204 E. V. DYBKOVA

(napomnim, qto ranee my ustanovili obratimost~ raznosti ξ − κδ). Skazannoe, razumeetsØ, spravedlivo, esli v kaqestve θ beretsØ θ_1, θ_1, θ_2 ili θ_2. Esli by my imeli g_{22}(θ_1) = g_{22}(θ_2) = 0, to proizvedeniØ θ_1δθ_1 i θ_2δθ_2 okazalis~ by odinakovymi, a ffto ne tak. Pofftomu dlØ nekotorogo θ ∈ U(R_2), ne kommutiru¸wego s δ, fflement g_{22}(θ) otliqen ot 0. Matrica g(θ) ne imeet, koneqno, nulevyh strok, a potomu hotØ by odin iz fflementov g_{−2,2}(θ) ili

g_{−2,−2}(θ) takße ne raven 0. Po lemme 11 proizvedeniØ

g_{22}(θ)g^′_{2,−2}(θ)g_{−2,−2}(θ)g^′_{−2,−2}(θ) i g_{2,−2}(θ)g^′_{−2,−2}(θ)g_{−2,2}(θ)g^′_{2,−2}(θ)

prinadleßat formennomu parametru Γ_2, priqem odno iz fftih proizvedeniæ ne ravno 0. Sledovatel~no, v naxeæ gruppe H soderßitsØ unitarnaØ transvekciØ dlinnogo tipa T_{2,−2}(1). DlØ okonqaniØ dokazatel~stva lemmy 23 dostatoqno vzØt~ matricu

f = aT_{2,−2}(1)

i, zametiv, qto S_{1,−1}(f) = 0, primenit~ k fftoæ matrice lemmu 18.

�

Prostym sledstviem rassußdeniæ fftogo razdela i lemmy 14 ØvlØetsØ standartnost~ opisaniØ rexetki naddiagonal~nyh podgrupp unitarnoæ gruppy stepeni 4 v horoxem sluqae:

Teorema 5. Pust~ R – nekommutativnoe telo, (R, Λ) – horoxee

formennoe kol~co nad R i

Δ(4, R, Λ) 6 H 6 U (4, R, Λ).

Togda suwestvuet edinstvennaØ toqnaØ formennaØ D-set~ (σ, Γ) porØdka 4, dlØ kotoroæ

U (σ, Γ) 6 H 6 N_U (σ, Γ).

V zakl¸qenie avtor sqitaet priØtnym dolgom vyrazit~ svo¸ iskrenn¸¸ blagodarnost~ N. A. Vavilovu za vnimanie k rabote i poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. —Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

O NADDIAGONAL^NYH PODGRUPPAH 205

2. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. MIAN SSSR 148 (1978), 43–57.

3. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~- nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Vestn. LGU 1 (1981), 10–15.

4. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp I, II. — Sib. mat. ß. 29:3 (1988), 12–25; Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 42–63.

5. N. A. Vavilov, Podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Tr. Leningr. Mat. Ob-va 1 (1990), 64–109.

6. N. A. Vavilov, E. V. Dybkova, Podgruppy polnoæ simplektiqeskoæ gruppy, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. —Zap. nauqn. semin. LO- MI 103 (1980), 31–47.

7. E. V. Dybkova, O setevyh podgruppah v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe. — Algebra i analiz 9:4 (1997), 79–86.

8. E. V. Dybkova, O soprØßennosti setevyh podgrupp v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe nad polem. — Vestn. S.-Peterburg. un-ta, Ser. 1 22 (1997), 10–12.

9. E. V. Dybkova, Naddiagonal~nye podgruppy giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy dlØ horoxego formennogo kol~ca nad polem. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 87–96.

10. E. V. Dybkova, Formennye seti i rexetka naddiagonal~nyh podgrupp simplektiqeskoæ gruppy nad polem harakteristiki 2. — Algebra i analiz 10:4 (1998), 113–129.

11. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — Uspehi mat. nauk 36:6 (1981), 56–107.

12. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — V kn.: Itogi nauki. Algebra, geometriØ, topologiØ 21 (1983), 135–182.

13. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — V kn.: Itogi nauki i tehniki.

Sovremennye problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniØ 37 (1989), 114–228.

14. P. Kon, Svobodnye kol~ca i ih svØzi. Mir, M. (1975). 15. S. L. Krupeckiæ, O podgruppah unitarnoæ gruppy nad lokal~nym polem.

— Zap. nauqn. semin. LOMI 94 (1979), 81–103.

16. S. L. Krupeckiæ, Promeßutoqnye podgruppy v unitarnoæ gruppe nad telom kvaternionov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 116 (1982), 96–101.

17. A. Bak, On modules with quadratic forms. — Lecture Notes in Math. 108 (1969), 55–66.

18. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I. Elementary subgroups. — Algebra Colloq. 7:2 (2000), 159–196.

19. P. M. Cohn, Skew fields. Theory of general division rings. Encyclopedia of Mathematics and its Applications. 57 Cambridge Univ. Press, Cambridge (1995).

20. J. Dieudonné, On the structure of unitary groups. — Trans. Amer. Math. Soc.

72 (1952), 367–385.

21. A. J. Hahn, O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Springer, Berlin et al. (1989).

206 E. V. DYBKOVA

22. I. N. Herstein, Rings with involution. The University of Chicago Press, Chicago, Ill. London, Chicago Lectures in Mathematics (1976).

23. O. King, On the subgroup structure of the symplectic group in characteristic two.

— J. London Math. Soc. 43:2 (1991), 91–95.

24. A. A. Klein, Involutorial division rings with arbirary centers. — Proc. Amer.

Math. Soc. 34 (1972), 38–42.

25. M. A. Knus, A. Merkurjev, M. Rost, J. P. Tignol, The book of involutions. — Coll. Publ. Amer. Math. Soc. 44 (1998).

26. Li Shangzhi, A new type of classical groups over skew-fields of characteristic 2.

—J. Algebra 138 (1991), 399–419.

27. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. — Proc. Conf. Groups of Lie type and their Geometries (Como–1993), Cambridge Univ. Press (1995), pp. 233–280.

Dybkova E. V. On overdiagonal subgroups of the hyperbolic unitary group for a skew field.

In the hyperbolic unitary group over a skew field we study the lattice of subgroups containing all diagonal unitary matrices. We have proved for the group of degree 4 that if a form parameter is minimal, this lattice has the standard description in terms of form net subgroups.

Postupilo 1 aprelØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet