Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

S. A. Evdokimov^∗, I. N. Ponomarenko^{∗∗}

KOL^CA KONEQNYH PROEKTIVNYH PLOSKOSTE` I IH IZOMORFIZMY

1. Proektivnoæ ploskost~¸ nazyvaetsØ troæka, sostoØwaØ iz

mnoßestva toqek, mnoßestva prØmyh i otnoxeniØ incidentnosti meßdu toqkami i prØmymi, takogo, qto l¸bye dve razliqnye toqki (sootv. prØmye) incidentny edinstvennoæ prØmoæ (sootv. toqke) i suwestvu¸t qetyre razliqnye toqki, nikakie tri iz kotoryh ne incidentny odnoæ i toæ ße prØmoæ. Pod izomorfizmom proektivnyh ploskosteæ ponimaetsØ biekciØ, perevodØxaØ toqki (sootv. prØmye) odnoæ ploskosti v toqki (sootv. prØmye) drugoæ ploskosti i sohranØ¸waØ otnoxenie incidentnosti. Esli mnoßestva toqek i prØmyh koneqny, to proektivnaØ ploskost~ nazyvaetsØ koneqnoæ. V fftom sluqae suwestvuet celoe qislo q ¿ 2, takoe, qto kaßdaØ toqka (sootv. prØmaØ) incidentna toqno q + 1 prØmoæ (sootv. toqke) i qislo toqek ravno qislu prØmyh i sovpadaet s q^2 + q + 1 (sm. [3]). Qislo q nazyvaetsØ porØdkom proektivnoæ ploskosti. Esli q = p^d, gde p – prostoe qislo, to proektivnaØ ploskost~, mnoßestvami toqek i prØmyh kotoroæ ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno mnoßestva vseh odnomernyh i dvumernyh podprostranstv trœhmernogo lineænogo prostranstva nad polem Galua porØdka q, a incidentnost~ opredelØetsØ vkl¸qeniem, nazyvaetsØ ploskost~¸ Galua porØdka q. Ploskosti Galua ffto v toqnosti te koneqnye proektivnye ploskosti, dlØ kotoryh spravedliva teorema Dezarga (sm. [3]). Neizvestno, suwestvu¸t ili net proektivnye ploskosti porØdka, otliqnogo ot stepeni prostogo qisla.

S kaßdoæ koneqnoæ proektivnoæ ploskost~¸ P svØzan (neorientirovannyæ) graf Γ = Γ(P), mnoßestvo verxin kotorogo V est~ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie mnoßestv toqek i prØmyh ploskosti P, a mnoßestvo reber R sostoit iz par verxin, incidentnyh drug drugu. Izvestno, qto Γ – distancionno-regulØrnyæ dvu-

�Podderßano grantom RFFI, 01-01-00219.

�Podderßano grantami RFFI, 99-01-00098, 01-01-00219. 207

208 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO dol~nyæ graf s 2(q^2 + q + 1) verxinami, diametra 3 i stepeni q + 1, gde q – porØdok ploskosti P. Poloßim

R_i = {(u, v) ∈ V^2 : d_Γ(u, v) = i}, i = 0, . . . , 3, (1)

gde d_Γ(u, v) – rasstoØnie meßdu verxinami u i v v grafe Γ. ˚sno, qto R_1 = R. Podkol~co W = W (P) polnogo matriqnogo kol~ca Mat_V = Mat_V (Z), poroßdennoe matriceæ smeßnosti A = A(R) otnoxeniØ R, obladaet Z-bazisom M(W ) = {A(R_i)}^3_{i=0}, sostoØwim iz simmetriqeskih {0,1}-matric. Ots¸da sleduet, qto W – kommutativnoe kletoqnoe kol~co na V so standartnym bazisom M(W ) (sm. [8, 7]); my nazyvaem ego kol~com proektivnoæ ploskosti P.

2. SleduØ [5, 6, 7], dlØ natural~nogo qisla m i proizvol~nogo

kletoqnogo kol~ca W na V oboznaqim qerez cW^{(m)} naimen~xee po vkl¸qeni¸ kletoqnoe podkol~co kol~ca Mat_V m, soderßawee m-u¸ tenzornu¸ stepen~ W^m kol~ca W i matricu smeßnosti I_m diagonal~nogo otnoxeniØ {(v, . . . , v) ∈ V^m : v ∈ V }. Kletoqnoe kol~co cW^{(m)} nazyvaetsØ m-rasxirennym kol~com kol~ca W . ˚sno, qto cW^{(1)} = W . Pervyæ rezul~tat nastoØweæ raboty (teorema 1 niße) sostoit v vyqislenii standartnogo bazisa kol~ca cW^{(2)}, gde W – kol~co proizvol~noæ koneqnoæ proektivnoæ ploskosti P.

V oboznaqeniØh punkta 1 opredelim ternarnoe otnoxenie R_4 ⊂ V^3, sostoØwee iz vseh troek poparno razliqnyh toqek (sootv. prØmyh) ploskosti P, incidentnyh odnoæ i toæ ße prØmoæ (sootv. toqke), i kvaternarnoe otnoxenie R_5 ⊂ V^4, sostoØwee iz vseh qetverok (v_1, v_2, v_3, v_4), takih, qto posle podhodØweæ perestanovki v_1, v_2 (sootv. v_3, v_4) – razliqnye toqki (sootv. prØmye) ploskosti P, priqœm prØmaØ, incidentnaØ v_1 i v_2, i toqka, incidentnaØ v_3 i v_4, takße incidentny. Otmetim, qto kaßdoe otnoxenie R_i, i ∈ {0, . . . , 5}, invariantno otnositel~no l¸byh perestanovok koordinat. Dalee, dlØ kaßdogo fflementa v = (v_1, . . . , v_4) iz V^4 i podmnoßestva s = {s_1, . . . , s_l}, s_1 < · · · < s_l, mnoßestva {1, . . . , 4} opredelim celoe qislo d(v, s) ravnoe i + 1, esli (v_{s1} , . . . , v_sl) ∈ R_i dlØ nekotorogo i ∈ {0, . . . , 5}, i ravnoe 0 v protivnom sluqae. Mnoßestvo vseh formal~nyh summ vida

S(v) = X s⊂{1,... ,4} d(v, s)s, v ∈ V^4,

KOL^CA KONEQNYH PROEKTIVNYH PLOSKOSTE` 209 oboznaqim qerez S(P). Kaßdoæ summe S ∈ S(P) otveqaet otnoxenie, sostoØwee iz vseh v ∈ V^4, dlØ kotoryh S(v) = S. OtoßdestvlØØ estestvennym obrazom mnoßestvo V^4 s (V^2)^2, budem rassmatrivat~ ego kak binarnoe otnoxenie na V^2; matricu smeßnosti fftogo otnoxeniØ, prinadleßawu¸ Mat_V 2 , oboznaqim qerez A_S .

Teorema 1. Pust~ W – kol~co koneqnoæ proektivnoæ ploskosti

P i cW = cW (2). Togda M(cW ) = {A_S : S ∈ S(P)} i strukturnye

konstanty kol~ca W otnositel~no bazisa M(cW ) zavisØt tol~ko ot porØdka ploskosti P.

Nabrosok dokazatel~stva. Ispol~zuØ utverßdenie (1) lem-

my 6.2 iz [7], moßno pokazat~, qto A_S ∈ cW dlØ vseh S ∈ S(P). S drugoæ storony, netrudno videt~, qto mnoßestvo {A_S : S ∈ S(P)} zamknuto otnositel~no transponirovaniØ, sostoit iz ortogonal~nyh po Adamaru {0,1}-matric, v summe da¸wih matricu, iz vseh edinic, a ego lineænaØ oboloqka soderßit matricu I_2 i kol~co W^2. Takim obrazom, v silu minimal~nosti kol~ca

cW dostatoqno proverit~, qto l¸boe proizvedenie A_S A_T , gde

S, T ∈ S(P), ØvlØetsØ Z-lineænoæ kombinacieæ matric iz fftogo mnoßestva i vyqislit~ kofffficienty sootvetstvu¸wih razloßeniæ. �to moßet byt~ sdelano prØmym vyqisleniem. •

3. V svØzi s izuqeniem grupp ranga 3 v rabote [4] dlØ sil~no-

regulØrnyh grafov bylo vvedeno ponØtie t-usloviØ, kotoroe zatem bylo obobweno na proizvol~nye raskraxennye grafy v [8] (sm. takße [7]). Po opredeleni¸ vse sil~no-regulØrnye grafy udovletvorØ¸t 3-uslovi¸, odnako izvestno lix~ neskol~ko seriæ sil~no-regulØrnyh grafov, udovletvorØ¸wih 5-uslovi¸ i ne ØvlØ¸wihsØ grafami ranga 3 (sm. [9]). Bolee togo, do nastoØwego vremeni ne bylo izvestno ni odnogo distancionnoregulØrnogo grafa, udovletvorØ¸wego 6-uslovi¸, no ne ØvlØ¸- wegosØ distancionno-tranzitivnym v smysle [2] (primery raskraxennyh grafov, udovletvorØ¸wih t-uslovi¸ s proizvol~no bol~xim t, no ne inducirovannyh mnoßestvom 2-orbit gruppy perestanovok, byli postroeny v [7], odnako ffti grafy ne ØvlØ¸tsØ distancionno-regulØrnymi). Teorema 1 pozvolØet ukazat~ nekotoroe semeæstvo distancionno-regulØrnyh raskraxennyh grafov diametra 3, kotorye, ne ØvlØØs~ distancionnotranzitivnymi, udovletvorØ¸t 6-uslovi¸. Nazovem raskraxen-

210 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO nym grafom proektivnoæ ploskosti P raskraxennyæ graf eœ kletoqnogo kol~ca W (P), t.e graf s mnoßestvom verxin V i cvetnymi klassami R_i, i = 0, . . . , 3.

Teorema 2. Raskraxennyæ graf l¸boæ koneqnoæ proektivnoæ plos-

kosti udovletvorØet 6-uslovi¸.

Dokazatel~stvo. Pust~ P – proektivnaØ ploskost~ i W 6 MatV

– eœ kletoqnoe kol~co. Togda, ispol~zuØ Øvnyæ vid standartnogo bazisa kol~ca cW = cW^{(2)}, naædennyæ v teoreme 1, netrudno proverit~, qto f(R_i) ∈ M(cW ), i = 0, . . . , 3, gde f : Mat_V → Mat_V 2 – vloßenie, inducirovannoe otobraßeniem V → V^2, perevodØwim v v (v, v). V terminah raboty [7] ffto v toqnosti oznaqaet, qto kol~co W ØvlØetsØ 2-zamknutym. Pofftomu v silu teoremy 6.4 toæ ße raboty my zakl¸qaem, qto raskraxennyæ graf kletoqnogo kol~ca W udovletvorØet 6-uslovi¸, qto i trebovalos~ dokazat~. •

Kak bylo otmeqeno v punkte 1, graf l¸boæ proektivnoæ ploskosti P ØvlØetsØ distancionno-regulØrnym grafom diametra 3. Krome togo, kak dokazano v [7], fftot graf distancionnotranzitiven togda i tol~ko togda, kogda P ØvlØetsØ ploskost~¸ Galua. Takim obrazom, teorema 2 daet beskoneqnoe semeæstvo distancionno-regulØrnyh grafov diametra 3, udovletvorØ¸- wih 6-uslovi¸, no ne ØvlØ¸wihsØ distancionno-tranzitivnymi. V qastnosti, berØ v kaqestve P ploskost~ Holla porØdka 9 (sm. [3]), my poluqaem primer takogo grafa na 182 verxinah.

4. SleduØ [5], nazovœm kletoqnye kol~ca W 6 MatV i W^′ 6 MatV 0

slabo izomorfnymi, esli suwestvuet izomorfizm matriqnyh kolec φ : W → W^′, sohranØ¸wiæ adamarovo umnoßenie. L¸- boæ takoæ izomorfizm nazyvaetsØ slabym izomorfizmom iz W v W^′. Pust~ m – natural~noe qislo. Nazovem slabyæ izomorfizm ψ : cW^{(m)} → cW^{′(m)} m-rasxireniem izomorfizma φ, esli

ψ(I_m ) = I^′_m i ψ(A) = φ^m(A) dlØ vseh A ∈ W^m,

gde φ^m – slabyæ izomorfizm iz W^m v (W^′)^m, inducirovannyæ φ. Slabyæ izomorfizm nazyvaetsØ m-izomorfizmom, esli on imeet m-rasxirenie. Svoæstva m-izomorfizmov byli detal~no izuqeny v [6, 7].

KOL^CA KONEQNYH PROEKTIVNYH PLOSKOSTE` 211

Teorema 3. Kol~ca koneqnyh proektivnyh ploskosteæ odnogo i

togo ße porØdka 2-izomorfny.

Nabrosok dokazatel~stva. Pust~ W = W (P) i W^′ = W (P), gde

P i P^′ – proektivnye ploskosti odnogo i togo ße porØdka. Togda netrudno videt~, qto otobraßenie φ : W → W^′, inducirovannoe biekcieæ M(W ) → M(W^′), perevodØweæ A(R_i) v A(R^′_i), i = 0, . . . , 3, ØvlØetsØ slabym izomorfizmom. S drugoæ storony, iz teoremy 1 sleduet, qto mnoßestva S(P) i S(P^′) ravny i sootvetstvu¸waØ biekciØ M(cW ) → M( cW^′), gde cW = cW^{(2)} i cW^′ =

cW ′^{(2)}, induciruet nekotoryæ slabyæ izomorfizm ψ : cW → cW ′.

Poskol~ku, kak netrudno videt~, ψ ØvlØetsØ 2-rasxireniem φ, posledniæ ØvlØetsØ 2-izomorfizmom. •

5. Kletoqnye kol~ca W na V i W^′ na V^′ nazyva¸tsØ sil~no-

izomorfnymi, esli W^g = W^′ dlØ nekotoroæ biekcii g : V → V^′, nazyvaemoæ sil~nym izomorfizmom iz W v W^′. Otmetim, qto kletoqnye kol~ca proektivnyh ploskosteæ P i P^′ sil~no izomorfny togda i tol~ko togda, kogda ploskost~ P izomorfna P^′ ili dvoæstvennoæ k neæ ploskosti. Legko videt~, qto kaßdyæ sil~nyæ izomorfizm induciruet slabyæ izomorfizm. Bolee togo, moßno dokazat~ (sm. [6, teorema 4.5 i formula (7)], qto

Isow_1(W, W^′) ⊃ . . . ⊃ Isow_n(W, W^′) = . . . = Isow_∞(W, W^′), (2)

gde Isow_m(W, W^′) – mnoßestvo vseh m-izomorfizmov iz W v W^′, Isow_∞(W, W^′) – mnoßestvo vseh slabyh izomorfizmov iz W v W^′, inducirovannyh sil~nymi izomorfizmami, i n – mownost~ mnoßestva V . Kletoqnoe kol~co W nazyvaetsØ m-otdelimym, esli Isow_m(W, W^′) = Isow_∞(W, W^′) dlØ l¸bogo kletoqnogo kol~ca W^′. Iz formuly (2) sleduet, qto m-otdelimoe kol~co ØvlØetsØ lotdelimym dlØ vseh l ¿ m. Poloßim

s(W ) = min{m : W ØvlØetsØ m-otdelimym}

i nazovœm ffto qislo qislom otdelimosti kol~ca W . Sledu¸- waØ teorema usilivaet rezul~tat iz [7] o tom, qto dlØ l¸boæ ploskosti Galua qislo otdelimosti eœ kol~ca ne prevoshodit 6.

Teorema 4. Pust~ W = W (P) – kol~co proektivnoæ ploskosti P

porØdka q. Togda s(W ) = 1, esli l¸baØ proektivnaØ ploskost~ porØdka q izomorfna P ili dvoæstvennoæ k neæ ploskosti, i s(W ) ¿ 3

212 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO v protivnom sluqae. Bolee togo, esli P – ploskost~ Galua, to v poslednem sluqae s(W ) = 3.

Nabrosok dokazatel~stva. Otmetim preßde vsego, qto esli W^′

– kletoqnoe kol~co, slabo izomorfnoe W , to, oqevidno, W^′ ØvlØetsØ kol~com nekotoroæ proektivnoæ ploskosti P^′ porØdka q. Bolee togo, Isow(W, W^′) = {φ}, gde φ – edinstvennyæ slabyæ izomorfizm, perevodØwiæ matricu A(R_i) ploskosti P v sootvetstvu¸wu¸ matricu A(R^′_i) ploskosti P^′, i = 0, . . . , 3. V qastnosti, esli kol~ca W i W^′ sil~no izomorfny, to l¸boæ sil~nyæ izomorfizm iz W v W^′ induciruet φ. Takim obrazom, esli l¸- baØ ploskost~ porØdka q izomorfna P ili dvoæstvennoæ k neæ ploskosti, to s(W ) = 1. V protivnom sluqae kol~ca W i W^′ ne ØvlØ¸tsØ sil~no-izomorfnymi, i pofftomu iz teoremy 3 sleduet, qto s(W ) ¿ 3.

Kak bylo otmeqeno v punkte 1, ploskost~ P ØvlØetsØ ploskost~¸ Galua togda i tol~ko togda, kogda dlØ neœ spravedliva teorema Dezarga. Soglasno [3, Ch.4.1] ffto ffkvivalentno tomu, qto l¸baØ central~naØ para tregol~nikov ploskosti P ØvlØetsØ osevoæ paroæ i naoborot. Poslednee svoæstvo vyraßaetsØ v vide utverßdeniØ o tom, qto nekotoraØ opredelœnnaØ matrica A(P) iz Mat_V 3 ravna nul¸. Ispol~zuØ utverßdenie (1) lemmy 6.2 iz [7], moßno pokazat~, qto A(P) ∈ cW^{(3)}, a s pomow~¸ utverßdeniØ (2) toæ ße lemmy proverit~, qto esli W^′ – kol~co proektivnoæ ploskosti P^′ i vvedœnnyæ vyxe slabyæ izomorfizm φ ØvlØetsØ 3-izomorfizmom, to φ(A(P)) = A(P^′). No togda A(P^′) = 0 i, znaqit, v ploskosti P^′ vypolnena teorema Dezarga, otkuda sleduet, qto P^′ – ploskost~ Galua. Poskol~ku vse ploskosti Galua odnogo porØdka izomorfny, naædœtsØ izomorfizm iz P v P^′. L¸boæ takoæ izomorfizm, oqevidno, ØvlØetsØ sil~nym izomorfizmom iz W v W^′, induciru¸wim φ. Takim obrazom, φ ∈ Isow_∞(W, W^′), otkuda sleduet, qto s(W ) 6 3. •

Pust~ q – stepen~ prostogo qisla. Izvestno, qto, pri q 6 8 suwestvuet edinstvennaØ s toqnost~¸ do izomorfizma proektivnaØ ploskost~ porØdka q. �to daleko ne tak pri sostavnom

q ¿ 9. Vopros o suwestvovanii proektivnoæ ploskosti prosto-

go porØdka, ne izomorfnoæ ploskosti Galua, ØvlØetsØ otkrytoæ problemoæ [1].

KOL^CA KONEQNYH PROEKTIVNYH PLOSKOSTE` 213 Literatura

1. A. Beutelspacher, Projective planes, Handbook of incidence geometry. — North- Holland, Amsterdam, 1995, 107–136.

2. A. E. Brouwer, A. M. Cohen, A. Neumaier, Distance-Regular graphs. — Springer, Berlin, 1989.

3. P. Dembowski, Finite Geometries. — Springer, Berlin, 1968. 4. D. G. Higman, Characterization of families of rank 3 permutation graphs by the subdegree I, II. — Arch. Math., 21 (1970), 151–156; 353–361.

5. S. A. Evdokimov, M. Karpinski, I. N. Ponomarenko, On a New High Dimensional Weisfeiler-Leman Algorithm. — Journal of Algebraic Combinatorics, 10 (1999), 29–45.

6. S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko, On highly closed cellular algebras and highly closed isomorphisms. — Electronic Journal of Combinatorics, 6 (1999), #R18.

7. S. Evdokimov, I. Ponomarenko, Separability Number and Schurity Number of Coherent Configurations. — Electronic Journal of Combinatorics, 7 (2000), #R31.

8. I. A. Faradžev, M. H. Klin, M. E. Muzychuk, Cellular rings and groups of automorphisms of graphs. — In: I.A. Faradžev et al. (eds): Investigations in algebraic theory of combinatorial objects, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1994, 1–152.

9. S. Reichard, A criterion for the t-vertex condition of graphs. — J. Combin. Theory Ser. A, 90 (2000), 304–314.

Evdokimov S.A., Ponomarenko I.N. Rings associated to finite projective planes and their isomorphisms.

In this paper we announce an explicit form of the standard basis of the 2-extended ring associated to the cellular ring generated by the incidence graph of a finite projective plane. This enables us to find the first example of a distance-regular graph satisfying the 6-condition which is not a distance-transitive one. One more corollary of the result obtained is that the cellular rings of any two projective planes of the same order are 2-isomorphic. This implies that if there exist at least two nonisomorphic and nondual to each other projective planes of a given order, then the separability number of any projective plane of this order is greater or equal to 3 and, moreover, it is equal to 3 for a Galois plane.

Postupilo 13 noØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii RAN

E-mail: evdokim@pdmi.ras.ru

S.-Peterburgskoe otdelenie matematiqekogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: inp@pdmi.ras.ru