Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

N. S. Semenov

O GURVICEVOSTI GRUPP VE`L˚

Vvedenie

V nastoØweæ rabote my dokazyvaem, qto kommutant gruppy VeælØ tipa D_n ØvlØetsØ gurvicevoæ gruppoæ dlØ vseh dostatoqno bol~xih n.

Napomnim, qto koneqnaØ gruppa G nazyvaetsØ gurvicevoæ, esli ona (2,3,7)-poroßdena, to est~ esli ona poroßdaetsØ invol¸cieæ x i fflementom y porØdka 3, proizvedenie xy kotoryh imeet porØdok 7. Izuqeni¸ gurvicevyh grupp posvØwena obxirnaØ literatura (sm., naprimer, [3]), odnako do samogo poslednego vremeni bylo izvestno oqen~ malo primerov gurvicevyh grupp bol~xogo ranga. Zameqatel~nym iskl¸qeniem byl rezul~tat G. Higmena i M. Kondera [2], utverßda¸wiæ, qto vse znakoperemennye gruppy A_n, n ≥ 168, gurvicevy. Sovsem nedavno A. Lukkini, M. K. Tamburini i Dß. Uilson, ispol~zuØ rezul~tat Higmena-Kondera, dokazali, qto poqti vse klassiqeskie gruppy nad koneqnym polem dostatoqno bol~xih rangov gurvicevy. V deæstvitel~nosti, imi poluqeny gorazdo bolee obwie rezul~taty, svØzannye s (2,3,7)-poroßdeniem fflementarnyh grupp

E(n, R) nad koneqno-poroßdennymi kol~cami (sm. [8–10]). Meto-

dy ih rabot osnovany na diagrammah Higmena–Kondera.

V nastoØweæ rabote my zameqaem, qto neznaqitel~noe vidoizmenenie rassußdeniØ Lukkini–Tamburini–Uilsona, pozvolØet poluqit~ rezul~tat o gurvicevosti kommutanta W(D_n). Krome togo, my poluqaem nekotorye rezul~taty o poroßdenii kommutanta gruppy VeælØ sistemy korneæ tipa B_n.

§1. Sistema korneæ Bl

Oboznaqim qerez W(B_l), W(D_l) gruppy VeælØ sistem korneæ tipa B_l i D_l sootvetstvenno. Qerez S_l, A_l, C_2 i N(l, Z) oboznaqim simmetriqesku¸ gruppu stepeni l, znakoperemennu¸ gruppu stepeni l, cikliqesku¸ gruppu porØdka 2 i gruppu celoqislennyh monomial~nyh matric porØdka l. 260

O GURVICEVOSTI GRUPP VE`L˚ 261

Sledu¸waØ lemma horoxo izvestna.

Lemma 1. Ime¸t mesto sledu¸wie izomorfizmy:

W(B_l) ≃ S_l i C^l_2 ≃ N(l, Z),

[W(B_l), W(B_l)] ≃ A_l i C^l_2,

W(D_l) ≃ S_l i C^l�^1_2 ,

[W(D_l), W(D_l)] ≃ A_l i C^l�^1_2 .

Dokazatel~stvo. Izvestno (sm. [1]), qto gruppa W(Bl) zadaetsØ

obrazu¸wimi s_1, . . . , s_l i sootnoxeniØmi:

s^2_i = 1; (s_is_j )^2 = 1, |i − j| > 1;

(s_is_{i+1})^3 = 1, i ≠ l − 1, l; (s_l�_1s_l)^4 = 1,

a ee porØdok raven 2^l(l!). Legko videt~, qto fftim usloviØm udovletvorØ¸t sledu¸wie fflementy S_{2l} — gruppy perestanovok na mnoßestve {−l, . . . , −1, 1, . . . , l}: s_1 = (12)(−2, −1), s_2 = (23)(−3, −2), . . . , s_l�_1 = (l − 1, l)(−l, −l + 1), s_l = (l, −l). Takim obrazom, podgruppa v S_{2l}, poroßdennaØ fftimi perestanovkami, izomorfna W(B_l).

Teper~ rassmotrim fflementy N(l, Z) : s0_1, . . . , s0_l�_1 — matricy perestanovki, sootvetstvu¸wie perestanovkam (12), . . . , (l − 1, l) sootvetstvenno, i s0_l — matricu, otliqa¸wu¸sØ ot ediniqnoæ tol~ko minus ediniceæ v pozicii (l, l). Neposredstvenno proverØetsØ, qto postroennoe takim obrazom sootvetstvie s_i ↔ s0_i zadaet izomorfizm W(B_l) ≃ N(l, Z). Ostal~nye izomorfizmy horoxo izvestny (sm. [1]).

Opredelenie. Gruppa G nazyvaetsØ (2, 3, n)-poroßdennoæ, esli

ona ØvlØetsØ ffpimorfnym obrazom gruppy

⟨X, Y | X^2 = Y^3 = (XY )^n = 1⟩.

Gruppa G nazyvaetsØ (2, 3)-poroßdennoæ, esli ona poroßdaetsØ invol¸cieæ i fflementom tret~ego porØdka.

262 N. S. SEMENOV

Lemma 2. Pust~ Al deæstvuet na mnoßestve Ω iz l fflementov.

Esli A_l poroßdaetsØ fflementami x, y takimi, qto x^2 = y^3 = 1, i suwestvuet slovo w(x, y) = 1, v kotoroe x vhodit neqetnoe qislo raz, men~xee l, i mnoßestvo fflementov mnoßestva Ω, kotorye osta¸tsØ na meste pod deæstviem perestanovki x, nepusto, to gruppa [W(B_l), W(B_l)] ØvlØetsØ (2, 3)-poroßdennoæ.

Dokazatel~stvo. Predstavim fflementy Al matricami peresta-

novok standartnym obrazom. Zamenim kaku¸-nibud~ edinicu na diagonali v matrice x na minus edinicu i oboznaqim novu¸ matricu qerez x. Ravenstvo w(x, y) = 1 perehodit v ravenstvo

w(x, y) = neqetnomu qislu smen znakov, to est~ diagonal~noæ ma-

trice, u kotoroæ na diagonali stoØt ±1, priqem minus edinic neqetnoe qislo.

Legko videt~, qto v gruppe G = ⟨x, y⟩ soderßatsØ vse qetnye matricy-perestanovki, byt~ moßet so znakami. Sledovatel~no, v fftoæ gruppe soderßitsØ matrica, kotoraØ otliqaetsØ ot ediniqnoæ naliqiem odnoæ minus edinicy gde-to na glavnoæ diagonali, i, takim obrazom, v G soderßitsØ i vsØ gruppa A_l i C^l_2.

Lemma 3. Esli Al ne (2, 3)-poroßdena (t.e. l = 6, 7, 8), to gruppy

[W(B_l), W(B_l)], [W(D_l), W(D_l)] ne (2, 3)-poroßdeny.

Dokazatel~stvo. Lemma sleduet iz togo, qto pri perehode k

faktorgruppam svoæstvo (2, 3)-poroßdaemosti sohranØetsØ.

Sledstvie. Pri l > 168 gruppa [W(Bl), W(Bl)] ØvlØetsØ (2, 3, 14)-

poroßdennoæ.

§2. Sistema korneæ Dl

Napomnim vkratce zameqatel~nu¸ konstrukci¸ Higmena– Kondera [2].

Rassmotrim sledu¸wu¸ gruppu:

Δ = ⟨X, Y, T | X^2 = Y^3 = (XY )^7 = T^2 = (XT )^2 = (Y T )^2 = 1⟩,

a takße podgruppu Δ v Δ, poroßdennu¸ X i Y . Konder Øvno stroit ffpimorfizmy iz Δ v simmetriqesku¸ gruppu S_n i iz Δ v znakoperemennu¸ gruppu stepeni n pri vseh dostatoqno bol~- xih n. A imenno, on stroit neskol~ko “bazisnyh” diagramm, kotorye opisyva¸t tranzitivnye perestanovoqnye predstavleniØ Δ i zatem ob¨ØsnØet, kak ih skleivat~ i poluqat~ dal~neæxie predstavleniØ Δ. Skleæka predstavleniæ osuwestvlØetsØ

O GURVICEVOSTI GRUPP VE`L˚ 263

posredstvom tak nazyvaemyh ruqek. Ruqka — ffto para a, b razliqnyh fflementov nekotorogo mnoßestva U , na kotorom tranzitivno deæstvuet Δ, takih, qto X ostavlØet ih na meste, a Y i T otobraßa¸t a v b. Nam ponadobØtsØ lix~ 17 diagramm Kondera, a imenno diagrammy G, E, A i H_d iz raboty [2], gde d ∈ D,

D = {36, 42, 57, 77, 115, 135, 136, 142, 144, 165, 180, 187, 195, 216}.

Legko videt~, qto qisla iz mnoßestva D obrazu¸t polnyæ nabor celoqislennyh predstaviteleæ po modul¸ 14. Takim obrazom, l¸boe dostatoqno bol~xoe celoe qislo n moßno predstavit~ v vide n = 42a + 14b + d, a > 1, b ∈ {0, 1, 2}, d ∈ D. Stepeni predstavleniæ, sootvetstvu¸wih diagrammam G, E, A i H_d ravny sootvetstvenno 42, 28, 14 i d.

Pust~ Ω — mnoßestvo iz n fflementov, gde qislo n dopuskaet predstavlenie v vide n = 42a + 14b + d, kak vyxe. Tak, Ω moßno predstavit~ kak diz¨¸nktnoe ob¨edinenie G_1, . . . , G_a a kopiæ G i kopii H_d, a esli b ≠ 0, to takße kopii libo E, libo A. My oboznaqim fflementy Ω qerez v_1, . . . , v_n tak, qto

G_r = {v_i | 42(r − 1) + 1 6 i 6 42r}, r 6 a,

H_d = {v_i | 42a + 14b + 1 6 i 6 n}.

Takße my predpolagaem, qto v_i → v_{42+i} induciruet izomorfizm Δ-mnoßestv G_r, i ruqki v G_r sledu¸wie:

v_{2+42(r}�_{1)}, v_{3+42(r}�_{1)}; v_{14+42(r}�_{1)}, v_{15+42(r}�_{1)}; v_{32+42(r}�_{1)}, v_{33+42(r}�_{1)}.

Otmetim, qto diagrammy E, A i H_d soderßat po odnoæ ruqke. Tak, s pomow~¸ fftih ruqek my ob¨edinØem vse diagrammy i poluqaem tranzitivnoe deæstvie Δ na Ω: my polagaem

v_{32+42(r}�_{1)}X = v_{2+42r}, v_{33+42(r}�_{1)}X = v_{3+42r}, 1 6 r < a,

a takße skleivaem G_a s H_d s pomow~¸ ruqki v_{32+42(a}�_{1)},

v_{33+42(a}�_{1)} i ispol~zuem ruqku v_{14+42(a}�_{1)}, v_{15+42(a}�_{1)} dlØ svØzi

s A ili E. Podrobnee ffta procedura opisana v rabote [10].

Pust~ Alt(Ω) — gruppa qetnyh perestanovok na mnoßestve Ω. Konder Øvno ukazyvaet 2 fflementa ξ i y iz Alt(Ω), kotorye ØvlØ- ¸tsØ obrazami X i Y otnositel~no ffpimorfizma iz Δ v Alt(Ω),

264 N. S. SEMENOV

opisannogo vyxe. Svoæstva fflementov ξ i y Øvno opisany v lemme niße. Poleznyæ cikl dlØ ξ, y — ffto cikl neqetnogo prostogo porØdka s nositelem v H_d, kotoryæ soderßit orbitu ξ i dve toqki iz orbity y. Vse rassmatrivaemye dalee deæstviØ sqita¸tsØ pravymi.

Lemma 4. Pust~ |Ω| = n = 42a + 14b + d, gde a > 2 i b = 0, 1, 2 ili

a = 1 i b = 0, a d, kak i vyxe, prinadleßit D. Togda

1. v_{32}ξ = v_{44}, v_{33}ξ = v_{45}, i ξ deæstvuet na G_1 \ {v_{32}, v_{33}} kak perestanovka

(v_1, v_4)(v_5, v_7)(v_6, v_{10})(v_8, v_{12})(v_9, v_{24})(v_{11}, v_{29})(v_{13}, v_{16})

(v_{17}, v_{19})(v_{18}, v_{25})(v_{20}, v_{27})(v_{21}, v_{23})(v_{22}, v_{39})(v_{26}, v_{30})

(v_{28}, v_{41})(v_{31}, v_{34})(v_{35}, v_{37})(v_{36}, v_{40})(v_{38}, v_{42}),

v qastnosti, ξ ostavlØet na meste v_2, v_3, v_{14}, v_{15}. 2. Pust~ v_i ∈ G_r dlØ nekotorogo r < a i v_i ≠ v_2, v_3, v_{14+42(a}�_{2)},

v_{15+42(a}�_{2)}, v_{32+42(a}�_{2)}, v_{33+42(a}�_{1)}. Esli v_iξ = v_j , to v_{i+42}ξ = v_{j+42}.

3. Na S^a_{r=1} G_r y deæstvuet kak

Y_{06j614a�1(v3j+1, v3j+2, v3j+3).}

4. NekotoraØ stepen~ kommutatora [ξ, y] — poleznyæ cikl dlØ ξ, y. 5. Alt(Ω) = ⟨ξ, y⟩ i ξ^2 = y^3 = (ξy)^7 = 1.

Dokazatel~stvo. �ta lemma ne qto inoe, kak lemma 3 v rabote

[10].

Pust~ V — svobodnyæ Z-modul~ s bazisom Ω, gde |Ω| = n. Otoßdestvim perestanovki na mnoßestve Ω s matricami GL(V ) standartnym obrazom. Rassmotrim gomomorfizm x_1 ∈ GL(V ) kotoryæ ostavlØet na meste vse fflementy, krome sledu¸wih:

v_2x_1 = −v_2, v_3x_1 = −v_3.

V rabote [10] opredelØetsØ oqen~ pohoßiæ gomomorfizm i opisyva¸tsØ ego svoæstva.

O GURVICEVOSTI GRUPP VE`L˚ 265

Lemma 5. Poloßim x = x1ξ. Togda

1. x^2 = y^3 = (xy)^7 = 1.

2. NekotoraØ stepen~ kommutatora [x, y] — poleznyæ cikl dlØ ξ, y. 3. Alt(Ω) 6 ⟨x, y⟩.

Dokazatel~stvo. V oboznaqeniØh [10] poloßim m = 1, t1 = 0.

Teper~ ffta lemma sleduet iz lemmy 4 [10] i iz dokazatel~stva teoremy A [10].

Teorema. V usloviØh lemmy 4 [W(Dn), W(Dn)] — gurviceva grup- pa. Dokazatel~stvo. x, y ∈ [W(Dn), W(Dn)] i Alt(Ω) 6 ⟨x, y⟩, sledova-

tel~no, x_1 ∈ ⟨x, y⟩ i, sledovatel~no, [W(D_n), W(D_n)] = ⟨x, y⟩. Po lemme 5 x^2 = y^3 = (xy)^7 = 1. Teorema dokazana.

Zameqanie. UsloviØ fftoæ teoremy vypolnØ¸tsØ pri n ∈ {14m + d | m > 6, d ∈ D} ∪ {42 + d | d ∈ D}, v qastnosti, dlØ vseh n, b&ol~xih 286.

Avtor vyraßaet iskrenn¸¸ blagodarnost~ N. A. Vavilovu za pomow~ pri podgotovke stat~i i razrabotke dannoæ tematiki.

Literatura

1. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li, gl. IV–VI, M., Mir (1972). 2. M. Conder, Generators for alternating and symmetric groups. — J. London Math.

Soc. (2) 22, No. 1 (1980), 75–86.

3. M. Conder, Hurwitz groups: a brief survey. — Bull. Amer. Math. Soc. 23, No. 2

(1990), 359–370.

4. M. Conder, Two element generation of the finite reflection groups. — Quart. J.

Math. Oxford Ser. (2) 46, No. 181 (1995), 95–106.

5. M. Conder, Some results on quotients of triangle groups. — Bull. Austral. Math.

Soc. 30, No. 1 (1984), 73-90.

6. M. Conder, More on generators for alternating and symmetric groups. — Quart.

J. Math. Oxford Ser. (2) 32, No. 126 (1981), 137–163.

7. L. Di Martino, M. C. Tamburini, A. E. Zalesskii, On Hurwitz groups of low rank.

— Comm. Algebra 28, No. 11 (2000), 5383–5404.

8. A. Lucchini, (2; 3; k)-generated groups of large rank. — Arch. Math. (Basel) 73,

No. 4 (1999), 241–248.

9. A. Lucchini, M. C. Tamburini, Classical groups of large rank as Hurwitz groups.

— J. Algebra 219 (1999), 531–546.

10. A. Lucchini, M. C. Tamburini, J. S. Wilson, Hurwitz groups of large rank. — J.

London Math. Soc. (2) 61, No. 1 (2000), 81–92.

266 N. S. SEMENOV

Semenov N. S. On the Weyl groups as Hurwitz groups. A new series of Hurwitz groups is obtained: it is proved that the commutator subgroup of the Weyl group of type D_n is Hurwitz for any sufficiently large n.

Postupilo 20 i¸nØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet