Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

E. A. Sopkina

O SUMME KORNE` ZAMKNUTOGO MNOȷESTVA

Vvedenie

Sistemy korneæ i gruppy VeælØ ih avtomorfizmov estestvenno voznika¸t pri opisanii poluprostyh algebr Li i ih lineænyh predstavleniæ, pri klassifikacii prostyh algebraiqeskih grupp. KombinatornaØ interpretaciØ v terminah sistem korneæ pozvolØet dat~ otvet na mnogie voprosy, svØzannye so strukturoæ algebr Li i grupp Xevalle.

V qastnosti, zamknutymi podmnoßestvami sistemy korneæ parametrizu¸tsØ reduktivnye nadgruppy maksimal~nogo raswepimogo tora v gruppe Xevalle i regulØrnye podalgebry algebry Li.

V sluqae sistemy tipa A_l zamknutye podmnoßestva okazalis~ naprØmu¸ svØzany s topologiØmi na koneqnom mnoßestve. Putem redukcii snaqala k T_0-topologiØm, a potom k V -topologiØm Z. I. Boreviqu [1] udalos~ podsqitat~ koliqestvo zamknutyh mnoßestv v sistemah tipa A_l dlØ l 6 11.

Drugie sistemy korneæ klassiqeskoæ serii – B_l, C_l i D_l – ustroeny znaqitel~no sloßnee, i potomu vopros ob ih klassifikacii i daße o redukcii k special~nym zamknutym mnoßestvam ostaetsØ otkrytym. Qastiqnye rezul~taty v fftom napravlenii poluqeny F. M. Malyxevym, sm. naprimer [3].

Ne menee interesen vopros o klassifikacii zamknutyh podmnoßestv dlØ iskl¸qitel~nyh sistem korneæ tipa E_6, E_7 i E_8. Otvet na nego takße neizvesten.

Cel~ nastoØweæ raboty – opisanie struktury zamknutyh mnoßestv. DlØ fftogo v rabote vvoditsØ novyæ invariant zamknutogo mnoßestva, nazvannyæ napravlØ¸wim vektorom, obobwa¸wiæ konstrukci¸, ispol~zovannu¸ v [7] dlØ klassifikacii zamknutyh mnoßestv, dopolnenie k kotorym takße zamknuto. NapravlØ- ¸wiæ vektor otraßaet vaßnye osobennosti struktury zamknutogo mnoßestva: raspoloßenie ego simmetriqnoæ qasti, razmer i raspoloßenie special~noæ qasti, stabiliziru¸wu¸ ego pod- 277

278 E. A. SOPKINA gruppu v gruppe VeælØ. V terminah napravlØ¸wego vektora v rabote opredelØ¸tsØ associirovannye bazisy – bazisy, v kotoryh zamknutoe mnoßestvo imeet naibolee prostoæ vid. Ispol~- zuØ ffti ponØtiØ, my poluqaem novoe fflementarnoe dokazatel~- stvo teoremy Xevalle o paraboliqeskih podmnoßestvah. Central~nym rezul~tatom ØvlØetsØ teorema, v kotoroæ opredelØetsØ mnoßestvo vsevozmoßnyh znaqeniæ napravlØ¸wego vektora. PoslednØØ qast~ nastoØweæ stat~i posvØwena “sborke” zamknutogo mnoßestva iz zamknutoæ podsistemy i special~nogo mnoßestva.

1. Predvaritel~nye svedeniØ

Vezde v dal~neæxem Φ – sistema korneæ ranga l, W (Φ) – ee gruppa VeælØ. FiksiruØ sistemu Π fundamental~nyh korneæ, my budem rassmatrivat~ vmeste s neæ mnoßestvo Φ^+ poloßitel~- nyh otnositel~no nee korneæ i fundamental~nu¸ kameru VeælØ

C(Φ^+).

SkalØrnoe proizvedenie vektorov x i y budem oboznaqat~

⟨x, y⟩. Esli ugol meßdu kornØmi α i β tupoæ, t.e. ⟨α, β⟩ < 0, to α + β takße ØvlØetsØ kornem.

Kak izvestno, gruppa VeælØ deæstvuet na vsevozmoßnyh sistemah fundamental~nyh korneæ (ili, qto to ße samoe, na kamerah VeælØ) prosto-tranzitivno. Krome togo, zamykanie kamery VeælØ C(Φ^+) ØvlØetsØ fundamental~noæ oblast~¸ dlØ gruppy

W (Φ), deæstvu¸weæ na ob¨eml¸wem prostranstve Rl. (Iz fftogo,

v qastnosti, sleduet, qto podgruppa v gruppe W (Φ), stabiliziru¸waØ dannyæ vektor, sovpadaet s gruppoæ VeælØ podsistemy korneæ, ortogonal~nyh fftomu vektoru.)

Opredelenie. Podmnoßestvo S sistemy korneæ Φ nazyvaetsØ zamknutym, esli dlØ l¸byh dvuh korneæ α i β, prinadleßawih

mnoßestvu S, summa kotoryh α+β ØvlØetsØ kornem, α+β takße leßit v S.

Primery. 1. Mnoßestvo vseh poloßitel~nyh korneæ zamknuto.

2. Pereseqenie Φ s l¸bym lineænym podprostranstvom zamknuto.

Kaßdoe zamknutoe mnoßestvo S ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨- edineniem svoeæ simmetriqnoæ qasti S^r = {α ∈ S| − α ∈ S} i svoeæ special~noæ qasti S^u = {α ∈ S| − α /∈ S}.

O SUMME KORNE` 279 Xiroko izvestna sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. 1. S^r – zamknutaØ podsistema korneæ v Φ.

2. DlØ l¸byh korneæ α ∈ S^u i β ∈ S, summa α + β kotoryh ØvlØetsØ kornem, α + β leßit v S^u.

Iz vtoroæ qasti lemmy, v qastnosti, sleduet, qto S^u zamknu- to. V sluqae, kogda S = S^r, i sootvetstvenno, S^u = ∅, struktura S dovol~no prosta i horoxo izuqena. V qastnosti, vse zamknutye podsistemy klassificirovany v rabotah BorelØ, de ZibentalØ [5] i Dynkina [8]. A imenno, vse zamknutye podsistemy mogut byt~ poluqeny iz Φ v rezul~tate mnogokratnogo primeneniØ sledu¸weæ pary operaciæ:

1) dlØ kaßdoæ neprivodimoæ sostavlØ¸weæ rassmatrivaemoæ podsistemy vyberem korni, obrazu¸wie bazis, i maksimal~nyæ koren~;

2) iz poluqennogo nabora korneæ vyberem proizvol~noe podmnoßestvo i pereædem k rassmotreni¸ minimal~nogo zamknutogo mnoßestva (ono avtomatiqeski budet zamknutoæ podsistemoæ), soderßawego vse ffti korni i protivopoloßnye k nim. Opredelenie. Zamknutye podmnoßestva S i S0 sistemy Φ soprØßeny, esli suwestvuet takoæ fflement w ∈ W (Φ), qto w(S) = S0. Vopros o klassifikacii zamknutyh mnoßestv – vseh ili vseh s toqnost~¸ do soprØßeniØ – ostaetsØ otkrytym.

2. NapravlØ¸wiæ vektor:

opredelenie i prosteæxie svoæstva Opredelenie. Vektor ξ(S), ravnyæ summe vseh korneæ zamknuto-

go mnoßestva S, nazyvaetsØ napravlØ¸wim vektorom.

Sledu¸waØ lemma sleduet neposredstvenno iz opredeleniØ. Lemma 2. 1. ξ(S) = ξ(S^u).

2. Vse kofffficienty v razloßenii ξ(S) po bazisu, sostoØwemu iz fundamental~nyh korneæ, celye.

Primer. Rassmotrim zamknutoe mnoßestvo Φ^+, sostoØwee iz vseh poloßitel~nyh korneæ. DlØ nego ξ(Φ^+)/2 = ρ, pri fftom ρ leßit v fundamental~noæ kamere VeælØ, w_α(ρ) = ρ − α i

280 E. A. SOPKINA

⟨ρ, α⟩ = ⟨α, α⟩ dlØ l¸bogo fundamental~nogo kornØ α. Podrob-

nye dokazatel~stva privedeny v [2].

Predloßenie 1. 1. ξ(S) ortogonalen vsem kornØm iz S^r.

2. SkalØrnoe proizvedenie ξ(S) s l¸bym kornem iz Su poloßitel~no.

Dokazatel~stvo. 1. Pust~ α – proizvol~nyæ koren~ iz S^r. Zametim, qto otraßenie otnositel~no nego ostavlØet S na meste. Deæstvitel~no, kaßdyæ koren~ β, leßavxiæ v S, pri otraßenii otnositel~no α perehodit v koren~ w_α(β), poluqa¸wiæsØ iz β pribavleniem neskol~kih korneæ α ili −α i, sledovatel~no, leßawiæ v S. Pofftomu i vektor ξ, ØvlØ¸wiæsØ summoæ korneæ iz S, ostaetsØ na meste pod deæstviem w_α, t.e. perpendikulØren α.

2. Pust~ α – proizvol~nyæ koren~ iz S^u. Sopostavim kaßdomu korn¸ β iz S, skalØrnoe proizvedenie kotorogo s α otricatel~no, koren~ w_α(β). T.k. koren~ w_α(β) otliqaetsØ ot β neskol~kimi pribavleniØmi kornØ α, on takße leßit v S. Pri fftom skalØrnoe proizvedenie kornØ α s summoæ korneæ β i w_α(β) ravno nul¸. Itak, kaßdomu korn¸ iz S, skalØrnoe proizvedenie kotorogo s α otricatel~no, my sopostavili edistvennyæ koren~ iz S takoæ, qto skalØrnoe proizvedenie ih summy s α ravno nul¸, priqem raznym kornØm sopostavili raznye korni, a koren~ −α ne sopostavili nikakomu korn¸, t.k. −α ne prinadleßit S po opredeleni¸ S^u. Pofftomu ⟨ξ(S), α⟩ ≥ ⟨α, α⟩ > 0. Predloßenie 2. Pust~ S i T zamknutye mnoßestva takie, qto

Su strogo soderßitsØ v T u. Togda |ξ(S)| < |ξ(T )|.

Dokazatel~stvo. Pol~zuØs~ p. 1 lemmy 1, moßno sqitat~, qto oba mnoßestva sovpada¸t so svoeæ special~noæ qast~¸. Rassmotrim koren~ α ∈ T \S takoæ, qto ego skalØrnoe proizvedenie s ξ(S) maksimal~no.

Zametim, qto mnoßestvo S0 = S∪{α} zamknuto. Deæstvitel~no, mnoßestvo S zamknuto, a esli summa korneæ α i β ∈ S ØvlØetsØ kornem, to libo α + β ∈ S, qto soglasuetsØ s zamknutost~¸ S0, libo α + β ∈ T \S, no pri fftom ⟨ξ(S), α + β⟩ = ⟨ξ(S), α⟩ + ⟨ξ(S), β⟩ > ⟨ξ(S), α⟩, qto protivoreqit maksimal~nosti α. Pri fftom ⟨ξ(S0), ξ(S0)⟩ − ⟨ξ(S), ξ(S)⟩ = ⟨ξ(S0), ξ(S0)⟩ − ⟨ξ(S0) − α, ξ(S0) − α⟩ = 2⟨ξ(S0), α⟩ − ⟨α, α⟩ ≥ ⟨α, α⟩ > 0.

O SUMME KORNE` 281 ProdolßaØ takim ße obrazom dobavlØt~ k S po odnomu korn¸ iz T , poluqaØ na kaßdom xagu zamknutoe mnoßestvo s vse b&ol~xim po dline napravlØ¸wim vektorom, my poluqim v konce koncov vse mnoßestvo T . Ots¸da sleduet trebuemoe.

3. SoprØßennost~ i associirovannye bazisy

Sledu¸waØ lemma oqevidna.

Lemma 3. 1. Esli zamknutye mnoßestva S i S0 soprØßeny po-

sredstvom fflementa w, to w(ξ(S)) = ξ(S0).

2. Tak kak Sr ⊆ ξ(S)? ∩ Φ, W (Sr ) ⊆ X(S) ⊆ X(ξ(S)) = W (ξ(S)? ∩ Φ). (Zdes~ X(S) – “normalizator”, t.e. podgruppa v W (Φ), ostavlØ¸waØ mnoßestvo S na meste.)

Opredelenie. Bazis (ili sistema fundamental~nyh korneæ) Π

nazyvaetsØ associirovannym s zamknutym mnoßestvom S, esli ξ(S) ∈ C(Φ^+).

Horoxo izvestno, qto dlØ kaßdogo zamknutogo mnoßestva suwestvuet bazis, otnositel~no kotorogo vse korni special~noæ qasti poloßitel~ny. Induktivnoe dokazatel~stvo fftogo fakta, privedennoe v [2], gorazdo sloßnee, qem poluqa¸weesØ v rezul~- tate sledu¸wego rassußdeniØ v terminah napravlØ¸wego vektora.

Predloßenie 3. V bazise, associirovannom s S, vse korni S^u po-

loßitel~ny.

Dokazatel~stvo. Iz togo, qto ξ(S) leßit v zamykanii fundamental~noæ kamery VeælØ, sleduet, qto skalØrnoe proizvedenie

ξ(S) s kaßdym fundamental~nym kornem neotricatel~no i, sle-

dovatel~no, s kaßdym poloßitel~nym kornem neotricatel~no, a s kaßdym otricatel~nym kornem nepoloßitel~no. Ispol~zuØ vtoroæ punkt predloßeniØ 1, poluqaem, qto sredi korneæ S^u ne moßet byt~ otricatel~nyh, pofftomu S^u sostoit iz poloßitel~- nyh korneæ.

Sledstvie. Koordinaty ξ(S) v associirovannom bazise neotri-

catel~ny i ne prevoshodØt sootvetstvu¸wih koordinat ξ(Φ^+).

Vid zamknutogo mnoßestva v associirovannom bazise ØvlØetsØ v kakom-to smysle “kanoniqeskim”. Naprimer, s mnoßestvom,

282 E. A. SOPKINA sostoØwim iz odnogo kornØ, associirovany v toqnosti te bazisy, v kotoryh fftot koren~ ØvlØetsØ maksimal~nym. S paraboliqeskim mnoßestvom (kak budet pokazano v sledu¸wem predloßenii) associirovany te bazisy, v kotoryh ono soderßit vse poloßitel~nye korni, pri fftom vo vseh associirovannyh bazisah paraboliqeskoe mnoßestvo imeet odin i tot ße vid. V obwem sluqae zamknutoe mnoßestvo v raznyh associirovannyh s nim bazisah moßet vyglØdet~ po-raznomu.

Primer. Zamknutoe mnoßestvo, sostoØwee iz pary ortogonal~- nyh korneæ α_1 + α_2 i α_2 + α_3, v sisteme tipa A_3, v bazise β_1 = α_1,

β_2 = α_2 + α_3, β_3 = −α_3 imeet vid β_2 i β_1 + β_2 + β_3.

Dva zamknutyh mnoßestva S i S0 soprØßeny posredstvom fflementa w ∈ W (Φ) togda i tol~ko togda, kogda v nekotorom bazise Π S imeet takoæ ße vid, kak i S0 v bazise w(Π). DlØ kaßdogo

w_1 ∈ W (Φ) takogo, qto w_1(ξ(S)) = ξ(S0), fflement w raskladyvaet-

sØ v proizvedenie w = w_2w_1, gde w_2 ∈ W (Φ ∩ ξ(S0)?).

V terminah napravlØ¸wego vektora moßno privesti fflementaroe dokazatel~stvo sledu¸wego fakta, izvestnogo kak teorema Xevalle.

Predloßenie 4. Nesovpada¸wie zamknutye mnoßestva, soder-

ßawie Φ^+, ne soprØßeny.

Dokazatel~stvo. Zametim snaqala, qto napravlØ¸wiæ vektor

ξ(S) zamknutogo mnoßestva S, soderßawego Φ^+, leßit v C(Φ^+).

Deæstvitel~no, kaßdyæ fundamental~nyæ koren~ libo leßit v Su, i togda skalØrnoe proizvedenie ξ(S) s nim poloßitel~no, libo leßit v S^r , i togda skalØroe proizvedenie ξ(S) s nim ravno nul¸ (po predloßeni¸ 1). Takim obrazom, esli dva mnoßestva, soderßawie Φ^+, soprØßeny, to ih napravlØ¸wie vektory sovpada¸t (po p.1 lemmy 2 i potomu, qto C(Φ^+) ØvlØetsØ fundamental~noæ oblast~¸). No togda ffti mnoßestva sovpada¸t, t.k. sovpada¸t ih special~nye qasti (ffto v toqnosti te poloßitel~- nye korni, skalØrnoe proizvedenie ξ s kotorymi poloßitel~no), i sovpada¸t ih simmetriqnye qasti (ffto v toqnosti korni, ortogonal~nye ξ).

Iz togo, qto paraboliqeskoe mnoßestvo odnoznaqno opredelØetsØ svoim napravlØ¸wim vektorom (i tem, qto ono paraboliqeskoe), sleduet takße, qto paraboliqeskoe mnoßestvo imeet odin i tot ße vid vo vseh associirovannyh s nim bazisah.

O SUMME KORNE` 283

4. Teorema o znaqeniØh napravlØ¸wego vektora

V fftom paragrafe my vyØsnim, kakie znaqeniØ moßet prinimat~ napravlØ¸wiæ vektor ξ(S), kogda S probegaet vse zamknutye podmnoßestva sistemy Φ.

Esli rassmotret~ zamknutoe mnoßestvo S v kakom-nibud~ iz associirovannyh s nim bazisov Π, ξ(S) budet leßat~ v C(Φ^+), kofffficienty ξ(S) v fftom bazise budut celymi (po p. 2 lemmy 1), neotricatel~nymi i ne budut prevoshodit~ sootvetstvu¸wie kofffficienty v razloßenii ξ(Φ^+) (po sledstvi¸ iz predloßeniØ 3). OkazyvaetsØ, verno i obratnoe.

Teorema. L¸boæ vektor s celymi neotricatel~nymi koffffici-

entami v bazise, sostoØwem iz fundamental~nyh korneæ, leßawiæ v zamykanii fundamental~noæ kamery VeælØ ne vyxe vektora ξ(Φ^+), ØvlØetsØ napravlØ¸wim vektorom nekotorogo zamknutogo podmnoßestva Φ^+.

Dokazatel~stvo. Pust~ vektor ξ udovletvorØet uslovi¸ teoremy. Naædem zamknutoe podmnoßestvo Φ^+, napravlØ¸wim vektorom kotorogo on ØvlØetsØ.

Opixem proceduru, kotoru¸ v dal~neæxem budem nazyvat~ “sokrawenie”:

(a) esli nekotoryæ koren~ ne prinadleßit rassmatrivaemomu nami koneqnomu semeæstvu korneæ S, no predstavlØetsØ v vide summy nekotoryh dvuh korneæ fftogo semeæstva, to my zamenØem ffti dva kornØ na ih summu;

(b) esli semeæstvu S prinadleßit para protivopoloßnyh korneæ, ubiraem ih iz semeæstva;

povtorØem (a) i (b) do teh por, poka ffto vozmoßno (kogdanibud~ fftot process zakonqitsØ, t.k. posle (a) i (b) koliqestvo korneæ v semeæstve umen~xaetsØ).

Pereqislim nekotorye trivial~nye svoæstva fftoæ procedury, kotorye ponadobØtsØ nam v dal~neæxem:

I. Summa korneæ semeæstva S pri “sokrawenii” ne izmenØetsØ. II. Kratnost~ kornØ pri “sokrawenii” ne uveliqivaetsØ.

III. Podmnoßestvo Φ^+ ØvlØetsØ zamknutym togda i tol~ko to-

gda, kogda ono ne izmenØetsØ v rezul~tate primeneniØ k nemu “sokraweniØ”.

T.k. ξ imeet celye neotricatel~nye koordinaty v bazise, sostoØwem iz fundamental~nyh korneæ, i leßit ne vyxe summy

284 E. A. SOPKINA vseh poloßitel~nyh korneæ, on moßet byt~ predstavlen v vide summy korneæ semeæstva, sostoØwego iz vseh poloßitel~- nyh korneæ (kaßdyæ iz kotoryh beretsØ po odnomu razu) i neskol~kih korneæ, protivopoloßnyh fundamental~nym (vozmoßno, kratnyh). Primenim k fftomu semeæstvu proceduru “sokrawenie” i poluqim semeæstvo S, v kotorom kratnymi mogut byt~ tol~ko korni, protivopoloßnye fundamental~nym.

Pokaßem, qto semeæstvo S v deæstvitel~nosti ne soderßit otricatel~nyh korneæ (i, sledovatel~no, sostoit iz neskol~kih razliqnyh poloßitel~nyh korneæ).

Predpoloßim protivnoe, pust~ v S est~ otricatel~nye korni. Vyberem sredi nih koren~ x, leßawiæ ne vyxe kaßdogo iz ostal~nyh.

Zametim, qto skalØrnoe proizvedenie x s l¸bym kratnym kornem a semeæstva S neotricatel~no: inaqe ih summa a + x toße ØvlØetsØ kornem, toße leßit v semeæstve S, i t.k. a protivopoloßen fundamental~nomu, raspolagaetsØ niße x, qto protivoreqit minimal~nosti x. Rassmotrim mnoßestvo S0, sostoØwee iz vseh korneæ, leßawih v S (t.e. S0 sostoit iz teh ße korneæ, qto i S, no sredi nih net kratnyh). Po predloßeni¸ 1 ⟨x, ξ(S0)⟩ > 0. ⟨ξ, x⟩ = ⟨ξ(S0), x⟩ + (t_1 − 1)⟨a_1, x⟩ + ... + (tl − 1)⟨al, x⟩, gde t_i – kratnost~ i-ogo kratnogo kornØ a_i. Takim obrazom, ⟨ξ, x⟩ > 0. No x – otricatel~nyæ koren~, i iz togo, qto ξ leßit v C(Φ^+), sleduet, qto ⟨ξ, x⟩ ≤ 0.

Poluqennoe protivoreqie pokazyvaet, qto vse korni semeæstva S poloßitel~ny, razliqny i obrazu¸t zamknutoe mnoßestvo, napravlØ¸wim vektorom kotorogo ØvlØetsØ ξ. Teorema dokazana.

Zameqanie. Odin i tot ße vektor moßet byt~ napravlØ¸wim dlØ soverxenno raznyh zamknutyh podmnoßestv Φ^+. Primery. 1. V sisteme tipa A3 zamknutye mnoßestva {α1 +

α_2, α_2 + α_3} i {α_1, α_1 + α_2 + α_3} ime¸t odinakovye napravlØ-

¸wie vektory. Oni ØvlØ¸tsØ soprØßennymi (sr. predyduwiæ primer).

2. V sisteme tipa A_4 zamknutye mnoßestva {α_1, α_4, α_3 +α_4, α_1 +

α_2 + α_3, α_2 + α_3 + α_4, α_1 + α_2 + α_3 + α_4} i {α_1 + α_2, α_3 + α_4, α_1 + α_2 + α_3, α_2 +α_3 +α_4, α_1 +α_2 +α_3 +α_4} ime¸t odinakovye napravlØ¸wie

vektory, hotØ v nih raznoe koliqestvo korneæ.

O SUMME KORNE` 285

5. Sborka

Sledu¸wee predloßenie imeet otnoxenie k t.n. “sborke”, t.e. pomogaet otvetit~ na vopros, dlØ kakih par zamknutyh podsistem i special~nyh zamknutyh podmnoßestv suwestvuet takoe zamknutoe mnoßestvo, qto oni ØvlØ¸tsØ ego simmetriqnoæ i special~noæ qastØmi sootvetstvenno.

HotØ sledu¸wee predloßenie dovol~no estestvenno, ono ne vstretilos~ nam v rabotah, otnosØwihsØ k fftoæ tematike.

Predloßenie 5. Sredi vseh zamknutyh mnoßestv s fiksirovan-

noæ special~noæ qast~¸ est~ naibol~xee po vkl¸qeni¸.

Dokazatel~stvo. Pust~ ffta special~naØ qast~ – mnoßestvo S^u. Zametim, qto koren~ α moßet leßat~ v nekotoroæ simmetriqnoæ qasti S^r v tom i tol~ko v tom sluqae, esli on i protivopoloßnyæ k nemu ne leßat v S^u i mnoßestvo S^u ∪{α}∪{−α} zamknuto. V svete lemmy 1, dostatoqno proverit~, qto vse takie korni obrazu¸t zamknutu¸ podsistemu. T.e. qto dlØ l¸byh dvuh korneæ α i β, summa kotoryh takße ØvlØetsØ kornem, takih, qto Su ∪ {α} ∪ {−α} i Su ∪ {β} ∪ {−β} zamknuty, (*) Su ∪ {α + β} ∪ {−α − β} takße zamknuto. Predpoloßim protivnoe, t.e. naædetsØ koren~ γ ∈ S^u takoæ, qto γ + β + α ØvlØetsØ kornem, ne leßawim v S^u. Rassmotrim zamknutu¸ podsistemu Δ v Φ, poroßdennu¸ kornØmi α, β i γ. Rang Δ raven trem, t.k. α, β i γ lineæno nezavisimy. Opredelim S0_{= S ∩Δ} – zamknutoe mnoßestvo, soderßawee_γ i ne soderßawee

γ + β + α. T.k. α + β i γ + β + α ØvlØ¸tsØ kornØmi, leßawimi v

Δ, sistema Δ neprivodima. Pofftomu ona odnogo iz tipov A_3, B_3 ili C_3.

Zametim, qto α + γ (i, analogiqno, β + γ) ne moßet byt~ kornem, inaqe iz (*) sleduet, qto α + γ ∈ S^u i (α + γ) + β ∈ S^u, protivoreqie.

Horoxo izvestno, qto esli skalØrnoe proizvedenie pary korneæ otricatel~no, to ih summa ØvlØetsØ kornem, a esli ono poloßitel~no, to v sisteme tipa A_3, B_3 ili C_3 ih summa kornem ne ØvlØetsØ. Ots¸da srazu ße poluqaem, qto ⟨α, γ⟩ ≥ 0, ⟨β, γ⟩ ≥ 0 i

⟨α+β, γ⟩ ≤ 0. V kaßdom iz fftih neravenstvah dolßno dostigat~sØ

ravenstvo. Zametim, qto summa dvuh ortogonal~nyh korneæ ØvlØetsØ kornem tol~ko v tom sluqae, esli oni oba korotkie, t.e. α+β i γ dolßny byt~ korotkimi. Summa dvuh korneæ ØvlØetsØ korot-

286 E. A. SOPKINA kim kornem tol~ko v tom sluqae, esli sredi nih est~ korotkiæ, pofftomu sredi α i β est~ korotkiæ. No togda, poskol~ku rassmatrivaemaØ nami sistema tipa B_3 ili C_3, summa fftogo kornØ s ortogonal~nym emu korotkim kornem γ dolßna takße byt~ kornem, a kak bylo zameqeno vyxe, ni α + γ, ni β + γ kornØmi byt~ ne mogut. Poluqennoe protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo predloßeniØ.

Avtor vyraßaet priznatel~nost~ N. A. Vavilovu za vnimatel~noe qtenie rukopisi i poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, K voprosu pereqisleniØ koneqnyh topologiæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 71 (1977), 47–65.

2. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. gl. IV–VI, Mir, Moskva (1972). 3. F. M. Malyxev, O zamknutyh podmnoßestvah korneæ i kogomologiØh regulØrnyh podalgebr. — Mat. sb. 104(146)˝1(9) (1977), 140–150.

4. ȷ.-P. Serr, Algebry Li i gruppy Li. Mir, Moskva (1969).

5. A. Borel, J. de Siebenthal, Les sous-groupes fermés connexes de rang maximal de groupes de Lie clos. — Comm. Math. Helv. 23, No. 2 (1949), 200–221.

6. R. W. Carter, Conjugacy classes in the Weyl group. — Comp. Math. 25, fasc.1 (1972), 1–59.

7. D. Z. Djoković, P. Check, J.-Y. Hée, On closed subsets of root systems. — Canad.

Math. Bull. 37 (3) (1994), 338–345.

8. E. B. Dynkin, Semi-simple subalgebras of semi-simple Lie algebras. — Amer.

Math. Soc. Transl. Ser. 6 (1957), 111–244.

9. A. L. Harebov, N. A. Vavilov, On the lattice of subgroups of Chevalley groups containing a split maximal torus. — Commun. Algebra 24, No. 1 (1996), 109–133.

Sopkina E. A. On the sum of roots of a closed set.

The invariant of closed set which is equal to the sum of roots is introduced. For a closed subset in the root system we describe symmetric and special parts, and its stabilizer in the Weyl group by means of the sum of roots. We define associated bases with respect to which the closed set has the simplest form. All possible values of root sum are determined.

Postupilo 18 aprelØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet