Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 289, 2002 g.

E. A. Filippova

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY, SODERȷAWIH RASWEPIMY` MAKSIMAL^NY` TOR. III

Vvedenie.

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ prodolßeniem stateæ N. A. Vavilova [3, I i II] i perenosit osnovnoæ rezul~tat qasti II fftoæ raboty na sluqaæ neqetnomernyh spinornyh grupp Spin (2l + 1, K).

NastoØwaØ rabota otnositsØ k napravleni¸, svØzannomu s opisaniem nadgrupp maksimal~nyh torov i blizkih k nim podgrupp, kotoroe intensivno razvivalos~ poslednie 25 let. Osnovopolaga¸wu¸ rol~ v vozniknovenii fftogo napravleniØ sygrala rabota Z. I. Boreviqa [1], v kotoroæ poluqeno standartnoe opisanie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe GL (n, K) nad polem K, |K| ¿ 7, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. V dal~- neæxem v rabotah N. A. Vavilova, E. V. Dybkovoæ i O. Kinga ffti rezul~taty byli obobweny na drugie klassiqeskie gruppy. Ranniæ fftap razvitiØ fftoæ teorii podrobno osvewen v obzorah A. E. Zalesskogo i A. S. Kondrat~eva [12] i [13, 14]. S toqki zreniØ teorii algebraiqeskih grupp req~ zdes~ idet ob opisanii nadgrupp maksimal~nyh torov. V dal~neæxem v rabotah D. D~okoviqa, G. Zeætca, U. Kantora, V. A. Koæbaeva, S. L. Krupeckogo, V. P. Platonova i drugih dlØ nekotoryh klassov poleæ byli opisany nadgruppy ne obØzatel~no raswepimyh maksimal~nyh torov. Podrobnoe obsußdenie ime¸wihsØ zdes~ rezul~tatov i mnogo dal~neæxih ssylok moßno naæti takße v [4, 5, 17, 15].

V nastoØweæ rabote my prodolßaem izuqenie raspoloßeniØ podgrupp spinornoæ gruppy Spin (n, K), soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. DlØ qetnomernogo sluqaØ ffta zadaqa polnost~¸ rexena v rabotah N. A. Vavilova [2, I i II]. Tam ße dokazany osnovnye lemmy, ne zavisØwie ot qetnosti n i l. V rabotah [4] i [5] analogiqnyæ rezul~tat anonsirovan i dlØ neqetnomernoæ spinornoæ gruppy v predpoloßenii char K ≠ 2 i |K| ≥ 13, odnako dokazatel~stvo dlØ fftogo sluqaØ ne publikovalos~. Analogiq- 287

288 E. A. FILIPPOVA

nyæ rezul~tat dlØ koneqnogo osnovnogo polØ dokazan v rabotah G. Zeætca (sm., naprimer, [16]) takße v predpoloßenii char K ≠ 2 i |K| ≥ 13. V nastoØweæ rabote my pokazyvaem, qto pri uslovii, qto libo l = 2m, libo l = 2m + 1 i −1 ∈ K^{∗2}, prohodit ta ße redukciØ ot neqetnomernogo sluqaØ k qetnomernomu, qto i v rabotah N. A. Vavilova [3, I i II], i V. Golubovskogo [6, 7], posvØwennyh podgruppam v ortogonal~noæ gruppe SO (n, K). Sami vyqisleniØ v nastoØweæ rabote analogiqny vyqisleniØm v citirovannyh rabotah, no pri fftom my moßem ispol~zovat~ tol~ko fflementy iz Spin (n, K), s qem i svØzano poØvlenie dopolnitel~- nogo usloviØ −1 ∈ K^{∗2} v sluqae l = 2m + 1. Bez fftogo dopolnitel~nogo predpoloßeniØ rezul~tat ostaetsØ spravedlivym, no dlØ dokazatel~stva fftogo trebu¸tsØ znaqitel~no bolee trudnye vyqisleniØ, kotorym budet posvØwena sledu¸waØ rabota avtora. Otmetim, qto, krome togo, my usilivaem rezul~taty stateæ [3] i [16], ponißaØ trebovanie na pole K do |K| ≥ 9.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy.

Teorema. Pust~ K – pole harakteristiki, otliqnoæ ot 2, soder-

ßawee ne menee 9 fflementov, l ≥ 3. Poloßim, qto libo l = 2m, libo l = 2m + 1 i −1 ∈ K^{∗2}. Togda dlØ l¸boæ podgruppy H gruppy ~Γ = Spin (2l + 1, K), soderßaweæ maksimal~nyæ raswepimyæ tor T (2l + 1, K), suwestvuet edinstvennaØ ortogonal~naØ D-set~ σ = (σ_{ij}) idealov v K porØdka 2l + 1 takaØ, qto ~Γ(σ) ≤ H ≤ ~N_Γ(σ). Zametim, qto v samoe poslednee vremØ E. V. Dybkova poqti polnost~¸ perenesla rezul~taty o nadgruppah gruppy diagonal~nyh matric so sluqaØ raswepimyh klassiqeskih grupp na znaqitel~no bolee obwiæ sluqaæ unitarnyh grupp v smysle Baka, otveqa¸wih nekommutativnomu kol~cu, netrivial~noæ invol¸cii i proizvol~nomu znaqeni¸ form-parametra (sm., naprimer, [8–11] i nastoØwiæ sbornik). Pri fftom, v qastnosti, snimaetsØ uslovie obratimosti 2. Odnoæ iz samyh vaßnyh nerexennyh zadaq v fftoæ oblasti predstavlØetsØ sovmewenie rezul~tatov fftih rabot s rezul~tatami stateæ [3, I–II], i nastoØweæ raboty, t.e. opisanie nadgrupp unitarnyh grupp, soderßawih qast~

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY 289

gruppy diagonal~nyh matric, poroßdennu¸ korotkimi kornevymi poluprostymi fflementami.

Plan raboty takov. V §1 kratko napomina¸tsØ osnovnye ispol~zuemye ponØtiØ i oboznaqeniØ. V §2 uluqxaetsØ ocenka na qislo fflementov polØ v qetnomernom sluqae. V §3 dokazyvaetsØ neskol~ko prostyh vspomogatel~nyh utverßdeniæ. ˚drom stat~i ØvlØetsØ §4, v kotorom dokazana osnovnaØ lemma ob izvleqenii ortogonal~nyh transvekciæ, polnost~¸ svodØwaØ izuqenie neqetnomernogo sluqaØ k qetnomernomu. NastoØwaØ rabota primykaet k stat~Øm [3, I i II], i my otsylaem qitatelØ k fftim rabotam po povodu podrobnogo obsußdeniØ rassmatrivaemoæ nami zadaqi i bolee polnoæ bibliografii.

§1. Osnovnye opredeleniØ i oboznaqeniØ

Napomnim opredelenie seti idealov i setevoæ podgruppy. Tablicu σ = (σ_{ij} ), 1 ≤ i, j ≤ n, idealov σ_{ij} kol~ca R nazyva¸t set~¸ idealov v R porØdka n, esli σ_{ir}σ_{rj} ⊆ σ_{ij} dlØ l¸byh i, j, r. Set~ σ nazyvaetsØ D-set~¸, esli, krome togo, σ_{ii} = R. Kaßdoæ seti sopostavlØetsØ setevaØ podgruppa G(σ) v G = GL (n, R), sostoØwaØ iz vseh matric a = (a_{ij} ) ⊆ G, dlØ kotoryh a_{ij} ≡ δ_{ij} (mod σ_{ij}) pri vseh i, j. Set~ nazyvaetsØ simplektiqeskoæ, esli σ_{ij} = σ_{−j,−i} dlØ vseh i, j, i ortogonal~noæ, esli, krome togo σ_{i,−i} = ∑ σ_{ij}σ_{j,−i}, j ≠ ±i, dlØ vseh i. Ortogonal~naØ set~ σ opredelØet ortogonal~nye setevye podgruppy Γ(σ) i Γ̇(σ) v gruppah Γ = SO (n, R) i Γ̇ = Ω(n, R) sledu¸wim obrazom: Γ(σ) = Γ ∩ G(σ) i Γ̇(σ) = Γ̇ ∩ G(σ). Qerez

N_Γ(σ) i Ṅ_Γ(σ) oboznaqa¸tsØ normalizatory Γ(σ) v Γ i Γ̇(σ) v Γ̇

sootvetstvenno.

Zadaqa opisaniØ podgrupp Spin (n, K), soderßawih T , ffkvivalentna zadaqe opisaniØ podgrupp v Γ̇ = Ω(n, K), soderßawih Δ = Δ(n, K), gde Ω(n, K)^∼= Spin (n, K)/{±1} – podgruppa v

SO (n, K), nazyvaemaØ “Ødrom spinornoæ normy”, a gruppa Δ –

obraz tora T .

Kak obyqno e – ediniqnaØ matrica, e_{ij} – matrica, u kotoroæ na meste (i, j) stoit 1, na vseh ostal~nyh – nuli. Poloßim

n = 2l+1 i zanumeruem stroki i stolbcy matric iz Γ̇ sledu¸wim

obrazom: −1, . . . , l, 0, −l, . . . , −1. Gruppa Ω(n, K) v sluqae polØ sovpadaet s gruppoæ EO(n, K), poroßdennoæ vsemi fflementarnymi

290 E. A. FILIPPOVA

ortogonal~nymi transvekciØmi T_{ij}(ξ) = T_{−j,−i}(ξ) = e + ξe_{ij} − ξe_{−j,−i}, gde i, j ≠ 0, i ≠ ±j, ξ ∈ K, i T_{i0}(ξ) = T_{0,−i}(ξ) = e + ξe_{i0} − 2ξe_{0,−i} − ξ^2e_{i,−i}, gde i ≠ 0, ξ ∈ K.

Ee diagonal~naØ gruppa Δ = Δ(n, K) sostoit iz matric vida

d = diag (ε_1, . . . , ε_l, 1, ε^{−1}_l , . . . ε^{−1}_1 ), ε_1 . . . ε_l ∈ K^{∗2}.

Nam ponadobØtsØ sledu¸wie matricy D_i(ε) = e + (ε − 1)e_{ii} + (ε^{−1} − 1)e_{−i,−i}, ε ∈ K^∗. Ime¸t mesto horoxo izvestnye izomorfizmy

Spin (3, K) ∼= SL (2, K), Spin (4, K) ∼= SL (2, K) × SL (2, K),

Spin (5, K) ∼= Sp (4, K), Spin (6, K) ∼= SL (4, K),

pofftomu rassmotrenie neqetnogo sluqaØ budet proishodit~ v predpoloßenii l ≥ 3. Privodimye niße dokazatel~stva osnovany na vyqisleniØh s matricami iz Δ. Pofftomu pri n = 2l + 1 sleduet razliqat~ dva sluqaØ: kogda l qetno i kogda ono neqetno. Pri l = 2m vse matricy vida h(ε) = diag (ε, . . . , ε, 1, ε^{−1}, . . . , ε^{−1}) prinadleßat Δ, ε ∈ K^∗. Esli ffto uslovie ne vypolneno, to, voobwe govorØ, matricy h(ε) ne prinadleßat Δ, no matricy vida h_i(ε) = h(ε)D_i(ε^{−1}), ε ∈ K^∗ uße prinadleßat. Pofftomu budem provodit~ dokazatel~stvo teoremy v sluqae l = 2m ili

l = 2m+1, −1 ∈ K^{∗2} i v sluqae l = 2m+1, −1 /∈ K^{∗2} otdel~no, pri-

qem dokazatel~stvo v poslednem sluqae tehniqeski znaqitel~no sloßnee.

§2. Uluqxenie ocenki na |K| v qetnomernom sluqae

Qtoby osuwestvit~ redukci¸ neqetnomernogo sluqaØ n =

2l + 1 k qetnomernomu n = 2l pri neqetnom l, nam nußno ewe

ponizit~ trebovanie na qislo fflementov polØ tak kak v [3] sootvetstvu¸wiæ rezul~tat, na kotoryæ my opiraemsØ pri redukcii, dokazan tol~ko v predpoloßenii |K| ¿ 13.

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY 291

Dopustim, qto q > 0 (dlØ q < 0 dokazyvaetsØ analogiqno), p = ±1, togda uravneniØ, o kotoryh idet req~ v [3], §6–3, prinima¸t vid η^4γ − γ + λ_{pq} = 0 (1)

η^4(γ + 2δ) − γ − 2δ + λ_{pq} = 0, (2)

gde γ = ∑ λ_{ph}λ_{hq} − ∑ λ_{p,−h}λ_{−h,q} = A_h − A_{−h}, a δ = ∑ λ_{p,−h}λ_{−h,q} = A_{−h}. Summirovanie proizvoditsØ po h = 2, . . . , l.

My vybiraem indeks p ravnym ±1, potomu kak inaqe, esli

p ∈ 2, . . . , l, to v summe ∑ b(ε^2)_{ph}b(η^2)_{hq} ili, esli p ∈ −l, . . . , −2, to

v summe ∑ b(ε^2)_{p,−h}b(η^2)_{−h,q}, gde h = 2, . . . , l, voznikaet slagaemoe ε^2(η^2 − η^{−2})λ_{pq} , qto usloßnØet rassußdeniØ o vybore η, potomu

qto togda stepeni uravneniæ (1) i (2) formal~no vozrasta¸t. Nam ße dostatoqno hotØ by dlØ kakogo-to indeksa p zanulit~

(p, q)-yæ fflement (q ≠ −p) matricy z = b(ε^2)D^1(θ)b(η^2) (sm. [3,

II]).

Nam ostaetsØ posmotret~, kakie rexeniØ ime¸t dannye uravneniØ v polØh F_7, F_9 i F_{11}. Poskol~ku char K ≠ 2, to pole F_8 my ne rassmatrivaem. Odnako, stoit otmetit~, qto i dlØ polØ F_8 moßno vybrat~ η takim obrazom, qtoby ni odno iz uravneniæ (1) i (2) ne vypolnØlos~. �to moßno sdelat~ potomu, qto v pole

F8 uravnenie η^4 = A imeet ne bolee dvuh rexeniæ.

Pust~ K = F_{11}. Togda η^4 moßet prinimat~ tol~ko znaqeniØ

x = ±1, 3, 4 i 5. Znaqenie η^4 = 1 nam ne podhodit, t. k. ono imeet

tol~ko korni η = ±1. Zametim, qto kakie by znaqeniØ ni prinimalo η^4, uravnenie η^4 = x imeet rovno dva kornØ, pofftomu rexeniØmi uravneniæ (1) i (2) mogut byt~ ne bolee qetyreh znaqeniæ η, otliqnyh ot 0, ±1. Takim obrazom, v sluqae F_{11} my poluqaem ne bolee semi zapretov, qto pozvolØet vybrat~ η takim obrazom, qtoby ni odno iz fftih uravneniæ ne imelo mesta.

Pust~ teper~ K = F_9. Zametim, qto rexeniØ ime¸t tol~ko uravneniØ η^4 = ±1, priqem v uravnenii (1) η^4 ne moßet byt~ ravno edinice, t.k. togda λ_{pq} = 0, qto protivoreqit naxemu uslovi¸. To est~ ostaetsØ edinstvenno rassmotret~ sluqaæ, kogda v pervom uravnenii η^4 = −1, a vo vtorom η^4 = 1. Kaßdoe iz fftih uravneniæ imeet po qetyre razliqnyh rexeniØ i mnoßestva ih rexeniæ ne pereseka¸tsØ. Pri η^4 = −1 iz pervogo uravneniØ sleduet, qto λ_{pq} = 2γ, podstaviv ffto vo vtoroe uravnenie vmeste s η^4 = 1, poluqaem , qto γ = 0, a ffto znaqit, qto i λ_{pq} = 0. OpØt~

292 E. A. FILIPPOVA

poluqaem protivoreqie. �to znaqit, qto oba uravneniØ mogut imet~ lix~ odinakovye rexeniØ pri η^4 = −1. Takim obrazom, v sluqae F_9 my opØt~ poluqaem ne bolee semi zapretov.

K soßaleni¸, v sluqae F_7 takogo roda rassußdeniØ ne da¸t ßelaemogo rezul~tata, potomu kak ograniqeniæ na η togda rovno sem~. Kak i v qetnomernom sluqae n = 2l, tak i dlØ n = 2l + 1 v sluqae osnovnogo polØ F_7 dlØ dokazatel~stva nußno, oqevidno, privlekat~ bolee obwie soobraßeniØ. Pofftomu v nastoØweæ rabote my ograniqimsØ usloviem na qislo fflementov osnovnogo polØ |K| ≥ 9.

§3. Vspomogatel~nye utverßdeniØ

Teper~ pust~ K – pole, udovletvorØ¸wee usloviØm teoremy,

Γ̇ = Ω(n, K), Δ = Δ(n, K), H – podgruppa v Γ̇, soderßawaØ Δ.

Pust~ dalee σ – associirovannaØ s H set~ idealov, t.e. naibol~xaØ ortogonal~naØ set~ takaØ, qto Γ̇(σ) ≤ H. Postroenie takoæ ortogonal~noæ seti dlØ Spin (n, K) proizvedeno v [3, I], a imenno: snaqala s l¸boæ podgruppoæ H ≤ Γ = SO (n, K), normalizuemoæ podgruppoæ diagonal~nyh matric T = T (n, K) ≤ Γ svØzyva¸t edinstvennu¸ naibol~xu¸ ortogonal~nu¸ D-set~ σ idealov v K. �ta set~ σ = (σ_{ij}) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: σ_{ij} = {ξ ∈ K| T_{ij}(ξ) ∈ H} pri i ≠ ±j. Pri fftom E_Γ(σ) ≤ H (ffto lemma 1 raboty [3, I]), gde E_Γ(σ) – ffto podgruppa v Γ(σ), poroßdennaØ vsemi soderßawimisØ tam fflementarnymi ortogonal~- nymi transvekciØmi, t.e. vsemi matricami T_{ij} (ξ), ξ ∈ σ_{ij}, i ≠ ±j. Teper~ lemma 2 toæ ße raboty pokazyvaet, qto Γ̇(σ) = E_Γ(σ)Δ.

Nam ponadobØtsØ ewe dve lemmy.

Lemma 1. Pust~ θ ∈ K^∗ – takoæ, qto θ^4 − 1 takße obratim.

Pust~, dalee σ = (σ_{ij}), τ = (τ_{ij} ) – dve ortogonal~nye D-seti idealov odnogo i togo ße porØdka. DlØ togo, qtoby dlØ matricy a = (a_{ij} ) ∈ Γ̇ s obratnoæ matriceæ a^{−1} = (a^′_{ij}) imela mesto formula aΓ̇(σ)a^{−1} ≤ Γ̇(τ ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo nabora indeksov i, j, r, s vypolnØlos~ vkl¸qenie a_{ir}σ_{rs}a^′_{sj} ⊆ τ_{ij} . �ti usloviØ dlØ vseh naborov indeksov ffkvivalentny tem ße usloviØm dlØ teh naborov, v kotoryh r ≠ −s, i ≠ −j.

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY 293

Dokazatel~stvo. �ta lemma dokazyvaetsØ toqno tak ße, kak

lemma 2 raboty [2], nußno tol~ko vs¸du zamenit~ matricy D_r (θ) na D_r (θ^2), qto privodit k usileni¸ trebovaniØ s θ^2 − 1 ∈ K^∗ do

θ^4 − 1 ∈ K^∗. Utverßdenie o tom, qto vkl¸qeniØ dlØ i ≠ −j moßno

otbrosit~, dokazyvaetsØ tak ße kak i v Predloßenii 1 toæ ße raboty.

Lemma 2. Pust~ K – pole takoe, qto 2 ∈ K^∗ i |K| ≥ 7. Togda

dlØ togo, qtoby podgruppa H, Δ ≤ H ≤ Γ̇, soderßalas~ v N˙_Γ(σ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ vseh matric a = (a_{ij}) ∈ H imeli mesto vkl¸qeniØ a_{ir}a^′_{rj} ∈ σ_{ij}, i ≠ ±j, r ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno vs¸du zamenit~ Dr (θ) na Dr (θ^2) v

dokazatel~stve PredloßeniØ 1 raboty [2, I] i vospol~zovat~sØ formuloæ

a_{i0}a^′_{0j} = − ∑ a_{ir}a^′_{rj} , r ≠ 0, spravedlivoæ dlØ vseh i ≠ j. �

Napomnim, qto dlØ i ≠ ±j uslovie ξ ∈ σ_{ij} ffkvivalentno tomu, qto T_{ij} (ξ) ∈ H (my tak i opredelØli associirovannu¸ s H set~

σ = (σ_{ij})). Snaqala budem rassmatrivat~ sluqaæ l = 2m ili l = 2m + 1, −1 ∈ K^{∗2}.

Sledu¸wie tri lemmy ØvlØ¸tsØ pereneseniem analogiqnyh rezul~tatov (lemmy 1, 2 i 3 raboty [2, II]) na spinornyæ sluqaæ.

Lemma 3. Esli dlØ nekotoroæ matricy x = (xij) ∈ H takoæ, qto

x_{00} ∈ K^∗, imeet mesto x_{ij} = 0 pri vseh i ≥ 0, j ≤ 0, (i, j) ≠ (0, 0), to x_{i0} ∈ σ_{i0} dlØ vseh i ≤ 0 i x_{0j} ∈ σ_{0j} dlØ vseh j ≥ 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim matricu y = [x, h(ε^{−1})], gde dlØ

matric x, y ∈ Γ̇ qerez [x, y] oboznaqen ih kommutator. Matrica y nißnØØ unitreugol~naØ i, sledovatel~no, k neæ moßno primenit~ lemmu 4 raboty [2, I] i zakl¸qit~, qto y_{ij} ∈ σ_{ij} dlØ vseh

i ≤ 0 i j ≥ 0. Vyqislenie pokazyvaet, qto y_{i0} = x_{i0}x^′_{00}(1 − ε), i ≤ 0

i iz usloviØ na pole K sleduet, qto my moßem vybrat~ ε ∈ K^∗ tak, qtoby 1 − ε ∈ K^∗, pofftomu y_{i0} ∈ σ_{i0}.

Analogiqno, dlØ poluqeniØ vkl¸qeniæ x_{0j} ∈ σ_{0j}, j ≥ 0 nado rassmotret~ nißnetreugol~nu¸ matricu y = [x^{−1}, h(ε)], u kotoroæ y_{0j} = x_{0j}x^′_{00}(ε − 1) dlØ vseh j ≥ 0.

294 E. A. FILIPPOVA

§4. OsnovnaØ lemma ob izvleqenii transvekciæ i redukciØ k qetnomernomu sluqa¸

Teper~ oboznaqim qerez ε_i znak indeksa i (t. e. ε_i = 1, esli

i > 0, i ε_i = −1, esli i < 0).

Lemma 4. Esli dlØ nekotoroæ matricy x = (xij) ∈ H imeem x00 ∈

K^∗, to x_{i0} ∈ σ_{i0}, x_{0i} ∈ σ_{0i} dlØ l¸bogo i ≠ 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim matricu y = xh(−1)x^{−1}, prinadleßawu¸ H vmeste s x. Imeem y_{ij} = −δ_{ij} + 2x_{i0}x^′_{0j}. Oqevidno, qto y^2 = e. I pofftomu y_{ij} = y^′_{ij} = y_{−j,−i} dlØ vseh i, j ≠ 0. Fiksiruem ε ∈ K^∗ takoe, qto ε − 1 ∈ K^∗ i rassmotrim matricu

z(ε) = yh(ε)y^{−1}. Togda

z(ε)_{ij} = δ_{ij} + a_{ij}(ε − 1) + b_{ij}(ε^{−1} − 1), gde a_{ij} = ∑ y_{ik}y^′_{kj}, b_{ij} ∑ y_{i,−k}y^′_{−k,j} i summirovanie proizvoditsØ po 1 ≤ k ≤ l. ˚sno, qto b_{ij} = a_{−j,−i} dlØ vseh i, j ≠ 0. I vyqislenie pokazyvaet, qto

a_{ij} = δ_{ij} + x_{i0}x^′_{0j}(4λ − μ_{ij}),

gde slagaemoe δ_{ij} voznikaet, tol~ko esli ε_i = 1, λ = ∑ x^′_{0k}x_{k0}, 1 ≤ k ≤ l, a μ_{ij} prinimaet sledu¸wie znaqeniØ: 0, esli ε_i = ε_j = −1;

2, esli ε_i = 1 ili ε_j = 1; 4, esli ε_i = ε_j = 1.

Analogiqno dlØ b_{ij} imeem

b_{ij} = δ_{ij} + x_{i0}x^′_{0j}(4λ − μ_{ij}),

gde δ_{ij} voznikaet, tol~ko esli ε_i = −1, μ_{ij} prinimaet sledu¸wie znaqeniØ: 0, esli ε_i = 1 ; 2, esli ε_i = −1 ili ε_j = −1; 4, esli

ε_i = ε_j = −1. Teper~ pereædem k neposredstvennomu vyqisleni¸ z(ε)_{ij} v zavisimosti ot znakov i i j. Pust~ ε_i ≠ ε_j i i, j ≠ 0, togda

netrudno videt~, qto a_{ij} = b_{ij} = x_{i0}x^′_{0j}(4λ − 2). Sledovatel~no, imeem

z(ε)_{ij} = x_{i0}x^′_{0j}(4λ − 2)(ε − 1)^2ε^{−1}.

T.e. esli zapisat~ matricu z(ε) v kletoqnom vide, kotoryæ sootvetstvuet razbieni¸ n = l + 1 + l, to u matric z(ε) i z(η), ε,

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY 295

η ∈ K^∗, takih, qto ε−1, η−1 ∈ K^∗ pravye verhnie i levye nißnie

ugly proporcional~ny.

Teper~ pri ε_i = ε_j poluqaem sledu¸wee: z(ε)_{ij} = { δ_{ij}ε + x_{i0}x^′_{0j}(ε − 1)ε^{−1}[ε(4λ − 4) − 4λ], esli ε_i = 1,

δ_{ij}ε^{−1} + x_{i0}x^′_{0j}(ε − 1)ε^{−1}[4λε − (4λ − 4)], esli ε_i = −1

dlØ vseh i ≠ 0.

Nakonec, analogiqnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

z(ε)_{i0} = { x_{i0}x^′_{00}(ε − 1)ε^{−1}[ε(4λ − 2) − 4λ], esli ε_i = 1,

x_{i0}x^′_{00}(ε − 1)ε^{−1}[4λε − (4λ − 2)], esli ε_i = −1

dlØ vseh i ≠ 0. Pri fftom z(ε)_{0i} = 2z^′(ε)_{−i0} = 2z(ε^{−1})_{−i0}, pofftomu

z(ε)_{0i} = { 2x^′_{0i}x_{00}(1 − ε)ε^{−1}[4λ − ε(4λ − 2)], esli ε_i = 1,

2x^′_{0i}x_{00}(1 − ε)ε^{−1}[(4λ − 2)ε − 4λε], esli ε_i = −1

dlØ vseh i ≠ 0.

Teper~ rassmotrim matricu ω = ω(ε, η, θ) = z(ε)h(θ)z^{−1}(η), θ ∈ K^∗. Vyqislim vnaqale fflementy ω_{ij}, gde i, j ≠ 0, ε_i ≠ ε_j . Voobwe, ω_{ij} = θ ∑ z(ε)_{ik}z^′(η)_{kj} + z(ε)_{i0}z^′(η)_{0j} + θ^{−1} ∑ z(ε)_{i,−k}z^′(η)_{−kj}, summirovanie vedetsØ po 1 ≤ k ≤ l.

Pust~ snaqala ε_i = −1, ε_j = 1. ZamenØØ kusok (i)-oæ stroki matricy z(ε) na kusok (−j)-oæ stroki matricy z(η) i kusok (j)-go stolbca matricy z(η)^{−1} na kusok (−i)-go stolbca matricy z(ε)^{−1}, poluqaem ∑ z(ε)_{ik}z^′(η)_{kj} = − 1 2 η(ε − 1)^2 ε(η − 1)^2 x_{i0} x_{−j0} z(η)_{−j0}z^′(η)_{0j}, ∑ z(ε)_{i,−k}z^′(η)_{−kj} = − 1 2 ε(η − 1)^2 η(ε − 1)^2 x^′_{0j} x^′_{0,−i} z(ε)_{i0}z^′(ε)_{0,−i}, gde summirovanie proizvoditsØ po 1 ≤ k ≤ l.

Prisutstvie zdes~ v znamenatelØh x_{i0} i x^′_{0,−i} ne dolßno smuwat~, t.k. oni sokrawa¸tsØ s sootvetstvu¸wimi mnoßitelØmi v

z(η)_{−j0} i z^′(ε)_{0,−i}. V itoge imeem

ω_{ij} = x_{i0}x^′_{0j}(ε − 1)(η − 1)ε^{−1}η^{−1}x_{00}x^′_{00}f(θ),

296 E. A. FILIPPOVA

gde f(θ) – sledu¸wiæ mnogoqlen s kofffficientami iz Z[ε, η, λ]:

f(θ) = −θ(ε − 1)(η − 1)^{−1}(4λη − (4λ − 2))^2 + 2(4λε − (4λ − 2))(4λη−

(4λ − 2)) − θ^{−1}(ε − 1)(η − 1)^{−1}(4λη − (4λ − 2))^2.

Diskriminant uravneniØ f(θ) = 0 raven nul¸ i, esli my predpoloßim, qto 4λε−(4λ−2), 4λη−(4λ−2) ∈ K^∗, to ego edinstvennyæ koren~

θ_0 =

(4λε − (4λ − 2))(η − 1) (4λη − (4λ − 2))(ε − 1) . On zavisit ne ot samih i i j, a tol~ko ot ih znakov. PoluqaetsØ, qto pri θ = θ_0 imeem ω_{ij} = 0 dlØ vseh 1 ≤ j ≤ l, −l ≤ i ≤ −1. Iz ortogonal~nosti matricy ω sleduet, qto esli hotØ by odin iz fflementov ω_{rj} , ω_{r,−j} stroki s nomerom r ≠ 0 raven nul¸, to i fflement ω_{r0} = 0. To ße verno i dlØ stolbcov. Takim obrazom, v matrice ω = ω(ε, η, θ_0) imeem ω_{i0} = 0 dlØ 1 ≤ i ≤ l i ω_{0j} = 0 dlØ

−l ≤ j ≤ −1. To est~, k dannoæ matrice moßno primenit~ lemmu

1 i zakl¸qit~, qto ω_{i0} ∈ σ_{i0} dlØ vseh i ≤ 0, ω_{0j} ∈ σ_{0j} dlØ vseh

j ≥ 0. Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet, qto

ω_{i0} = x_{i0}x^′_{00}ε^{−1}η^{−1}((4λ − 2) − 4λε)^{−1}g(ε, η, λ),

gde g – nekotoryæ mnogoqlen ot ε, η, λ s kofffficientami iz K. Tak kak dlØ l¸bogo polØ mnogoqlen g toßdestvenno raven 0, to raven 0 formal~no, t.e. vse ego kofffficienty nulevye. Pofftomu

ω_{i0} = 0 dlØ l¸bogo −l ≤ i ≤ −1. Analogiqno proverØetsØ, qto ω_{0j} = 0 dlØ 1 ≤ j ≤ l. Ravenstva ω_{i0} = 0 i ω_{0j} = 0 predstavlØ¸t

soboæ pri fiksirovannyh ε i η kvadratnye uravneniØ otnositel~no θ s obratimymi kofffficientami. Pri fftom θ_0 ØvlØetsØ kratnym kornem fftogo uravneniØ. �to znaqit, qto pri θ ≠ θ_0 kofffficient pri x_{i0} v ω_{i0} obratim.

ProizvedØ vyqisleniØ fflementov ω_{ij} pri ε_i = 1, ε_j = −1, poluqim taku¸ ße formulu, kak i v predyduwem sluqae (ε_i = −1,

ε_j = 1), tol~ko θ i θ^{−1} v neæ nußno pomenØt~ mestami.

�to znaqit, qto dlØ togo,qtoby kofffficient pri x_{i0}x^′_{0j} v ω_{ij} (a vmeste s tem i sootvetstvu¸wie kofffficienty pri x_{i0} v ω_{i0} i x_{0j} v ω_{0j}) dlØ matricy ω = ω(ε, η, θ) ne byl obratim, neobhodimo i dostatoqno, qtoby θ = θ^{−1}_0 . Po dokazannomu vyxe kofffficienty pri x_{i0} v ω_{i0} i pri x_{0j} ω_{0j} matricy ω(ε, η, θ_0) obratimy, esli θ_0 ≠

θ^{−1}_0 . No ravenstvo θ_0 = θ^{−1}_0 oznaqaet, qto θ_0 = 1 ili θ_0 = −1, a pri

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY 297

fiksirovannom η kaßdoe iz fftih ravenstv – lineænoe uravnenie otnositel~no ε. �to znaqit, qto zaprewaØ dlØ ε, η znaqeniØ 0, 1 i

(2λ − 1)/2λ (esli λ obratim) i ewe ne bolee dvuh znaqeniæ dlØ ε,

moßem sqitat~, qto ffti kofffficienty obratimy. My moßem ffto sdelat~, uqityvaØ uslovie, naloßennoe na pole – |K| ≥ 9. �to znaqit, qto x_{i0} ∈ σ_{i0} pri ε_i = 1 i x_{0j} ∈ σ_{0j} pri ε_j = −1. ProvodØ takoe ße rassußdenie dlØ matricy ω = ω(ε, η, θ^{−1}), ubeßdaemsØ, qto x_{i0} ∈ ω_{i0} pri ε_i = −1 i x_{0j} ∈ σ_{0j} pri ε_j = 1. Lemma dokazana.

Lemma 5. Pust~ x ∈ H – takaØ matrica, qto x00 ≠ 0. Togda

x ∈ N_Γ(σ).

Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ v toqnosti takoe ße, kak i v [2, I].

Teper~ ostaetsØ rassmotret~ sluqaæ, kogda x – proizvol~- naØ matrica. Voz~mem ε ≠ 0, 1 i rassmotrim matricu y(ε) =

xD_{rs}(ε)x^{−1} ∈ H, r ≠ ±s, r, s ≠ 0. Uslovie y(ε)_{00} = 0 ØvlØetsØ

kvadratnym uravneniem otnositel~no ε, a znaqit, imeet v pole K ne bolee dvuh korneæ. �to znaqit, qto vse matricy y(ε) krome, moßet byt~ dvuh, prinadleßat N_Γ(σ). Ne trudno videt~, qto togda i ostavxiesØ matricy prinadleßat N_Γ(σ). Deæstvitel~no, predstavim y(ε) = xD_{rs}(θεθ^{−1})x^{−1} = y(θ)y(εθ^{−1} ). Teper~ ravenstva y(θ)_{00} = 0 i y(εθ^{−1})_{00} = 0 nakladyva¸t na θ ne bolee qetyreh zapretov i, sledovatel~no, naædetsØ takoe θ ≠ 0, 1, qto

y(θ), y(εθ^{−1}) ∈ N_Γ(σ), t.k. |K| ≥ 9, no togda i y(ε) ∈ N_Γ(σ). �to zna-

qit, qto vse matricy y(ε) = xD_{rs}(ε)x^{−1}, ε ≠ 0, r ≠ ±s, soderßatsØ v N_Γ(σ). Po lemme 2 imeem y(ε)_{ir} y^′(ε)_{rj} ∈ σ_{ij} dlØ l¸byh i, j, r. Pofftomu y(ε)_{ij} y^′(ε)_{jj} ∈ σ_{ij}. Voz~mem ε ≠ 0, 1 takoe, qto y^′(ε)_{jj} ≠ 0. �to zaprewaet ne bolee dvuh znaqeniæ ε. Togda iz predyduwego vkl¸qeniØ budem imet~ y(ε)_{ij} ∈ σ_{ij}. Tak kak |K| ≥ 9, to naædutsØ dva razliqnyh znaqeniØ ε ≠ 0, 1, ne ØvlØ¸wiesØ kornØmi uravneniØ y^′(ε)_{jj} = 0. PodstavlØØ ffti znaqeniØ i raspisyvaØ y(ε)_{ij} qerez kofffficienty matric x i x^{−1}, poluqaem sistemu sravneniæ, analogiqnu¸ toæ, qto poØvlØetsØ v lemme 2. To ße rassußdenie, qto i v toæ lemme, pokazyvaet, qto a_{ir}a^′_{rj} + a_{is}a^′_{sj} ∈ σ_{ij}. UqityvaØ, qto n ≥ 7, my moßem vybrat~ tri indeksa r, s, t tak, qto vse xest~ indeksov ±r, ±s, ±t razliqny. VyqitaØ vkl¸qeniØ a_{ir}a^′_{rj} +a_{it}a^′_{tj}, a_{is}a^′_{sj} +a_{it}a^′_{tj} ∈ σ_{ij}, poluqaem, qto a_{ir}a^′_{rj} −a_{is}a^′_{sj} ∈ σ_{ij}. I, nakonec, skladyvaØ ego so vkl¸qeniem a_{ir}a^′_{rj} +a_{it}a^′_{tj} ∈ σ_{ij}, imeem 2a_{ir}a^′_{rj} ∈ σ_{ij}. Tak kak 2 ∈ K^∗, to a_{ir}a^′_{rj} ∈ σ_{ij}. �to znaqit, qto

298 E. A. FILIPPOVA

po lemme 2 x ∈ N_Γ(σ).

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ N. A. Vavilovu za postanovku zadaqi i mnogoqislennye poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

2. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp I, II. — Sib. mat. ßurn. 29, No.3 (1988), 12–25; Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 42–63.

3. N. A. Vavilov, O podgruppah spinornoæ gruppy, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor I, II. — Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 49–75; 289 (2002), 37–56.

4. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh klassiqeskih grupp. — Tr. Mat.

in-ta im. Steklova AN SSSR 183 (1990), 29–41.

5. N. A. Vavilov, Pogruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Tr. Leningr. Mat. Ob-va 1 (1990), 64–109.

6. V. Golubovskiæ, Stroenie izotropnyh ortogonal~nyh grupp. — Kand.

diss., L. (1991).

7. V. Golubovskiæ, Podgruppy izotropnoæ ortogonal~noæ gruppy, soderßawie centralizator maksimal~nogo raswepimogo tora. — Zap. nauqn. semin. POMI 191 (1991), 76–79.

8. E. V. Dybkova, O setevyh podgruppah giperboliqeskih unitarnyh grupp.

— Algebra i Analiz 9, No. 4 (1997), 87–96.

9. E. V. Dybkova, Naddiagonal~nye podgruppy giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppy dlØ horoxego formennogo kol~ca nad polem. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 87–96.

10. E. V. Dybkova, O soprØßennosti setevyh podgrupp v giperboliqeskoæ unitarnoæ gruppe nad polem. — Vestn. S.-Peterburg. Un-ta., Ser. 1, No. 1 (1997), 8–11.

11. E. V. Dybkova, Formennye seti i rexetka naddiagonal~nyh podgrupp v simplektiqeskoæ gruppe nad polem harakteristiki 2. — Algebra i Analiz 10, No. 4 (1998), 113–129.

12. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — Uspehi mat. nauk 36, No. 6 (1981), 56–107.

13. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — V kn.: Itogi nauki. Algebra, topologiØ, geometriØ, M. (1985), 135–182.

14. A. S. Kondrat~ev, Podgruppy koneqnyh grupp Xevalle. — Uspehi mat.

nauk 41, No. 1 (1986), 57–96.

15. A. L. Harebov, N. A. Vavilov, On the lattice of subgroups of a Chevalley group which contain a split maximal torus. — Commun. Algebra 24, No. 1 (1996), 109–133.

16. G. M. Seitz, Subgroups of finite groups of Lie type. — J. Algebra 61, No. 1 (1979), 16–27.

O PODGRUPPAH SPINORNO` GRUPPY 299

17. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. — Proc. Conf. Groups of Lie type and their geometries (Como-1993), Cambridge Univ. Press (1995), pp. 233–280.

Filippova E. A. Subgroups of the spinor group containing a split maximal torus. III.

We describe subgroups of the spinor group Spin (2l +1, K) over a field K such that 2 ∈ K^∗, |K| ¿ 9, and l ¿ 3, which contain a split maximal torus. We prove that the description of these subgroups is standard in two cases: 1) l is even; 2) l is odd and −1 ∈ K^{∗2}. We show that as in the papers by N. A. Vavilov and V. Hołubovsky, devoted to subgroups of the orthogonal group, one can reduce the odd case to the case of even n = 2l. However, here the calculations are somewhat more involved since we can only use diagonal elements of Spin (2l + 1, K). Furthermore, we strengthen the results of N. A. Vavilov pertaining to the even case by relaxing the condition on the field K to |K| ¿ 9.

Postupilo 15 i¸nØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet