Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

M. F. Gamal~

REXETKI INVARIANTNYH PODPROSTRANSTV KVAZIAFFINNOGO PREOBRAZOVANI˚ ODNOSTORONNEGO SDVIGA KONEQNO` KRATNOSTI

Pust~ T_1 i T_2 – ograniqennye lineænye operatory, deæstvu- ¸wie v gil~bertovyh prostranstvah H_1 i, sootvetstvenno, H_2. Esli suwestvuet operator X : H_1 → H_2, takoæ, qto Ker X = {0}, clos XH_1 = H_2 i XT_1 = T_2X, to operator T_1 nazyvaetsØ kvaziaffinnym preobrazovaniem operatora T_2, oboznaqenie: T_1 ≺ T_2. Esli suwestvuet semeæstvo operatorov {X_i}_i, X_i : H_1 → H_2, takih, qto Ker X_i = {0} i X_iT_1 = T_2X_i dlØ l¸bogo i, i W_i X_iH_1 = H_2,

to takoe otnoxenie meßdu operatorami T_1 i T_2 oboznaqaetsØ tak: T_1^{ci}≺ T_2.

Pust~ E, E^′ – separabel~nye gil~bertovy prostranstva. Simvolami L^2(E) i H^2(E) oboznaqa¸tsØ prostranstva L^2- i H^2- funkciæ, zadannyh na ediniqnoæ okrußnosti ∂D i prinima¸wih znaqeniØ v prostranstve E. Simvolom H^∞(E → E^′) oboznaqaetsØ prostranstvo H^∞-funkciæ, zadannyh v ediniqnom kruge D i prinima¸wih znaqeniØ v prostranstve operatorov, deæstvu¸- wih iz E v E^′. Simvolom H^∞ oboznaqaetsØ prostranstvo Hardi v kruge D, simvolom I_H – toßdestvennyæ operator v prostranstve H. Odnostoronniæ sdvig S v prostranstve H^2(E) – ffto operator umnoßeniØ na nezavisimu¸ peremennu¸: Sh = zh, h ∈ H^2(E), ego kratkost~ ravna dim E – razmernosti prostranstva E.

V rabote K. Takahaxi [1] pokazano, qto esli T – sßatie v

separabel~nom gil~bertovom prostranstve H i T ≺ S, to S^{ci}≺ T (predloßenie 2 iz [1]). Esli ße kratnost~ sdviga S koneqna, to suwestvuet semeæstvo operatorov {Y_α}_{α∈}D, Y_α : H^2(E) → H, takih, qto T Y_α = Y_αS, XY_α = δ_α(S), Y_αX = δ_α(T ) i δ_α(α) ≠ 0 dlØ vseh α ∈ D, gde δ_α ∈ H^∞, X : H → H^2(E) – operator iz opre-

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI N 02-01-00264, FCP “IntegraciØ”reg. nomer 326.53 i grantom “Nauqnye xkoly” N 00-15-96-022. 27

28 M. F. GAMAL^ deleniØ otnoxeniØ T ≺ S (lemma 3 iz [1]). Oqevidno, qto pri fftih usloviØh Ker Y_α = {0} dlØ l¸bogo α ∈ D, no, esli sledovat~ dokazatel~stvu lemmy 3 iz [1] bukval~no, to moßet poluqit~- sØ tak, qto semeæstvo {Y_α}_{α∈}D na samom dele sostoit iz odnogo operatora i funkciØ δ_α imeet netrivial~nu¸ vnutrenn¸¸ qast~ (pofftomu takoe semeæstvo {Y_α}_{α∈}D moßet ne osuwestvlØt~

otnoxeniØ S^{ci}≺ T ). Odnako nebol~xoe izmenenie dokazatel~stva lemmy 3 iz [1] pozvolØet postroit~ semeæstvo operatorov {Y_i}_{i∈I}, oblada¸wie temi ße svoæstvami, qto i {Y_α}_{α∈}D, no vmesto usloviØ δ_α(α) ≠ 0, α ∈ D, poluqitsØ, qto vnutrennie qasti funkciæ {δ_i}_{i∈I} vzaimno prosty. Pofftomu otobraßeniØ rexetok (bi-, giper-)invariantnyh podprostranstv operatorov T i S, inducirovannye operatorom X i semeæstvom operatorov {Y_i}_{i∈I}, budut vzaimno-obratnymi izomorfizmami rexetok.

Ispol~zu¸wiesØ v rabote opredeleniØ i fakty moßno naæti v [2].

Teorema 1. Pust~ H, E – separabel~nye gil~bertovy prostran-

stva, dim E = k < ∞, T : H → H – sßatie, S : H^2(E) → H^2(E) – odnostoronniæ sdvig, X : H → H^2(E) – operator, Ker X = {0}, clos XH = H^2(E) i XT = SX. Togda suwestvu¸t semeæstva operatorov {Y_i}_{i∈I} i funkciæ {δ_i}_{i∈I}, Y_i : H^2(E) → H, δ_i ∈ H^∞, takie, qto T Y_i = Y_iS, XY_i = δ_i(S), Y_iX = δ_i(T ) dlØ vseh i ∈ I, i naibol~xiæ obwiæ delitel~ vnutrennih qasteæ funkciæ {δ_i}_{i∈I} raven 1.

Dokazatel~stvo. V [1] pokazano, qto v usloviØh teoremy sßa-

tie T unitarno ffkvivalentno operatoru S(Θ), gde Θ – harakteristiqeskaØ funkciØ sßatiØ T , Θ ∈ H^∞(D_T → D_T � ) – vnutrennØØ, S(Θ) : H(Θ) → H(Θ), S(Θ)f = P zf, f ∈ H(Θ), H(Θ) = H^2(D_T � ) ⊖ ΘH^2(D_T ), P – ortogonal~nyæ proektor iz H^2(D_T � ) na H(Θ), P = I_H2_{(DT � )} − ΘP_+Θ^∗, P_+ – ortogonal~nyæ proektor iz L^2(D_T ) na H^2(D_T ). Ne umalØØ obwnosti sqitaem, qto T = S(Θ). Operator X imeet vid Xf = Φf, f ∈ H(Θ), gde Φ ∈ H^∞(D_T � → E) – vnexnØØ funkciØ, ΦΘ = 0 (sm. [1] ili [2, teorema VI.3.6]). Poloßim ν = dim D_T � , tak kak Φ – vnexnØØ, to

k 6 ν 6 ∞. Zafiksiruem v prostranstvah DT � i E ortonormiro-

vannye bazisy {d_i}^ν_{i=1} i {e_n}^k_{n=1} i poloßim I_0 = {i = {i_1, . . . , i_k},

1 6 i1 < · · · < ik 6 ν, ik < ∞}. DlØ i ∈ I0 poloßim Fi =^kW_{n=1} di_n , i

pust~ δ_i – opredelitel~ matricy Φ|_{Fi} : F_i → E v bazisah {d_{in} }^k_{n=1}

REXETKI INVARIANTNYH PODPROSTRANSTV 29 i {e_n}^k_{n=1}. Oqevidno, qto δ_i ∈ H^∞. Pust~ I = {i ∈ I_0 : δ_i ≢ 0}. DlØ i ∈ I suwestvuet funkciØ B_i ∈ H^∞(E → F_i), takaØ, qto B_iΦ|_{Fi} = δ_iI_{Fi} , Φ|_{Fi} B_i = δ_iI_E (sm. [1] ili [2, predloßenie V.6.1]). Pust~ A_i = id_iB_i, A_i ∈ H^∞(E → D_T � ), gde id_i : F_i → D_T � – operator toßdestvennogo vloßeniØ. Poloßim Y_i : H^2(E) → H(Θ), Y_ih = P A_ih, h ∈ H^2(E).

UbedimsØ, qto {Y_i}_{i∈I} i {δ_i}_{i∈I} udovletvorØ¸t zakl¸qeni¸ teoremy. Pust~ h ∈ H^2(E), togda T Y_ih = P zP A_ih = P z(I − ΘP_+Θ^∗)A_ih = P zA_ih = Y_iSh i XY_ih = ΦP A_ih = Φ(I − ΘP_+Θ^∗)A_ih = ΦA_ih = Φ|_{Fi} B_ih = δ_ih, to est~ T Y_i = Y_iS i XY_i = δ_i(S). Dalee, XY_iX = δ_i(S)X = Xδ_i(T ), to est~ X(Y_iXf − δ_i(T )f) = 0 dlØ l¸- bogo f ∈ H. Tak kak Ker X = {0}, to Y_iXf = δ_i(T )f dlØ l¸bogo f ∈ H, to est~ Y_iX = δ_i(T ).

Ostalos~ proverit~, qto naibol~xiæ obwiæ delitel~ vnutrennih qasteæ funkciæ {δ_i}_{i∈I} raven 1. �to tak, poskol~ku, po postroeni¸, δ_i ØvlØ¸tsØ minorami vysxego porØdka vnexneæ funkcii Φ (sm. [3, gl. I p. 6]; takße fftot fakt moßno vyvesti iz rezul~tatov rabot [4] i [5], primenennyh k funkcii, associirovannoæ k ∗-vnutrenneæ qasti funkcii Φ). •

Zameqanie 1. Pust~ v usloviØh teoremy 1 suwestvuet operator

Y : H^2(E) → H takoæ, qto Ker Y = {0}, clos Y H^2(E) = H i Y S = T Y (to est~ T i S kvazipodobny). Togda suwestvu¸t operator X_1 : H^2(E) → H^2(E) i vnexnØØ funkciØ δ, δ ∈ H^∞, takie, qto X_1XT = SX_1X, X_1XY = δ(S) i Y X_1X = δ(T ).

�to utverßdenie izvestno po kraæneæ mere dlØ sluqaØ koneqnyh defektov sßatiØ T (sm. [6]), dokazatel~stvo zdes~ privoditsØ dlØ polnoty izloßeniØ.

Dokazatel~stvo zameqaniØ 1. ˚sno, qto XY S = SXY i

clos XY H^2(E) = H^2(E), pofftomu (sm. [2, teorema VI.3.6]) XY h = Gh, h ∈ H^2(E), gde G ∈ H^∞(E → E) – vnexnØØ funkciØ. Poloßim δ = det G i X_1h = G^{Ad} h, h ∈ H^2(E), gde G^{Ad} ∈ H^∞(E → E) – prisoedinennaØ k matrice-funkcii G, sm. [2, predloßenie V.6.1]. Po [2, sledstvie V.6.3] δ – vnexnØØ funkciØ. Ostal~nye utverßdeniØ oqevidny. •

Utverßdenie o rexetkah invariantnyh podprostranstv operatorov T i S ØvlØetsØ sledstviem privedennyh niße predloßeniæ, kotorye ØvlØ¸tsØ prostymi obobweniØmi nekotoryh rezul~tatov rabot [7] (p.1–7 iz §4) i [8] (lemmy 1.1 i 1.3).

30 M. F. GAMAL^

DlØ operatora T v gil~bertovom prostranstve H simvolom Alg T oboznaqaetsØ naimen~xaØ zamknutaØ v slaboæ operatornoæ topologii algebra, soderßawaØ I_H i T . DlØ operatorov {A_i}_i, A_i ∈ Alg T , simvolom Idl {A_i}_i oboznaqaetsØ naimen~xiæ ideal v Alg T , zamknutyæ v slaboæ operatornoæ topologii i soderßawiæ vse operatory A_i.

Lemma. Pust~ T : H → H – sßatie, ne ime¸wee singulØrnogo

unitarnogo prØmogo slagaemogo, pust~ δ_i ∈ H^∞ dlØ vseh i, i pust~ naibol~xiæ obwiæ delitel~ vnutrennih qasteæ funkciæ {δ_i}_i raven 1. Togda Idl {δ_i(T )}_i = Alg T .

Dokazatel~stvo. Kak i v lemme 1.1 iz [8], poloßim Ψ = {ψ ∈

H^∞ : ψ(T ) ∈ Idl {δ_i(T )}_i}. Mnoßestvo Ψ ØvlØetsØ slabo^∗ zamknutym idealom algebry H^∞, pofftomu Ψ = θH^∞, gde θ – vnutrennØØ funkciØ. Tak kak δ_i ∈ Ψ dlØ vseh i, to Ψ = H^∞, pofftomu I_H = 1(T ) ∈ Idl {δ_i(T )}_i. •

Teorema 2. Pust~ H i K – gil~bertovy prostranstva, T : H → H,

R : K → K, X : H → K, Y_i : K → H – operatory, takie, qto XT = RX, Y_iR = T Y_i, Y_iX ∈ Alg T , XY_i ∈ Alg R dlØ vseh i, Idl {Y_iX}_i = Alg T , Idl {XY_i}_i = Alg R. Pust~ L(T ) i L(R) – rexetki invariantnyh, ili giperinvariantnyh, ili biinvariantnyh podprostranstv operatorov T i R. Togda otobraßeniØ J_X : L(T ) → L(R) i J_{{Yi}i} : L(R) → L(T ), deæstvu¸wie po formulam J_X E = clos XE, E ∈ L(T ), J_{{Yi}i} F =˙ i Y_iF, F ∈ L(R), ØvlØ¸tsØ vzaimno-obratnymi izomorfizmami rexetok L(T ) i L(R). Dokazatel~stvo. Pust~ Lat T i Lat R – rexetki invariantnyh

podprostranstv operatorov T i R. DlØ E ∈ Lat T i F ∈ Lat R vkl¸qeniØ J_X E ∈ Lat R i J_{{Yi}i} F ∈ Lat T oqevidno sledu¸t iz ravenstv XT = RX i Y_iR = T Y_i dlØ vseh i. Rassmotrim otobraßenie J_{{YiX}i} = J_{{Yi}i} J_X , deæstvu¸wee v Lat T . Pust~ E ∈ Lat T . Tak kak Y_iX ∈ Alg T , to Y_iXAE ⊂ E dlØ l¸bogo indeksa i i l¸- bogo operatora A iz Alg T . Pust~ h ∈ E i h ⊥ W_i A∈Alg T Y_iXAE,

REXETKI INVARIANTNYH PODPROSTRANSTV 31 ffto oznaqaet, qto dlØ l¸bogo e ∈ E ravenstvo [e ⊗ h, Y_iXA] = 0 spravedlivo dlØ vseh i i dlØ vseh A ∈ Alg T (zdes~ e ⊗ h – ffto nepreryvnyæ lineænyæ funkcional na prostranstve operatorov v H, snabßennom slaboæ operatornoæ topologieæ). Po uslovi¸ I_H prinadleßit zamknutoæ lineænoæ oboloqke semeæstva {Y_iXA}_{iA∈Alg T} , pofftomu [e ⊗ h, I_H] = (e, h) = 0. Takim obrazom,

h ⊥ e dlØ vseh e ∈ E, to est~ h = 0 i W_i A∈Alg T Y_iXAE = E. Nakonec, ravenstvo W_i Y_iXE = W_i A∈Alg T Y_iXAE oqevidno, i my po-

luqili, qto J_{{YiX}i} E = E dlØ l¸bogo E ∈ Lat T . Ravenstvo J_{{XYi}i} F = J_X J_{{Yi}i} F = F dlØ l¸bogo F ∈ Lat R dokazyvaetsØ toqno tak ße.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostalos~ ubedit~sØ v tom, qto otobraßeniØ J_X i J_{{Yi}i} perevodØt giperinvariantnye podprostranstva v giperinvariantnye, a biinvariantnye – v biinvariantnye. Pust~ {T }^′ i {R}^′ – kommutanty, {T }^{′′} i {R}^{′′} – bikommutanty operatorov T i R. Pust~ E giperinvariantno dlØ T i B ∈ {R}^′. Oqevidno, qto Y_iBX ∈ {T }^′ i BXY_i = XY_iB dlØ vseh i. Pofftomu

clos BJ_X E = clos BJ_X J_{{YiX}i} E =˙ i BXY_iXE =˙_{i XYiBXE ⊂}˙_{i XE = JX E,} to est~ J_X E giperinvariantno dlØ R. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto J_{{Yi}i} perevodit giperinvariantnye podprostranstva dlØ R v giperinvariantnye podprostranstva dlØ T .

Pust~, dlØ raznooobraziØ, F – biinvariantnoe podprostranstvo dlØ R i A ∈ {T }^{′′}. Oqevidno, qto XAY_i ∈ {R}^{′′} i AY_iX = Y_iXA dlØ vseh i. Pofftomu AY_j F = AY_j J_{{XYi}i} F ⊂ W_i AY_j XY_iF =

W_{i YjXAYiF ⊂} W_{i Yj F = clos Yj F dlØ l¸bogo indeksa j. Sledova-} tel~no, AJ_{{Yi}i} F ⊂ W_i AY_iF ⊂ W_i Y_iF = J_{{Yi}i} F , to est~ J_{{Yi}i} F biinvariantno dlØ T . Analogiqno dokazyvaetsØ, qto J_X perevodit biinvariantnye podprostranstva dlØ T v biinvariantnye podprostranstva dlØ R. •

32 M. F. GAMAL^

Zameqanie 2. ˚sno, qto esli X i {Yi}i udovletvorØ¸t usloviØm

teoremy 2, to Ker X = {0}, clos XH = K, ∩_i Ker Y_i = {0} i W_i Y_iK = H.

Literatura

1. K. Takahashi, On quasiaffine transforms of unilateral shifts. — Proc. Amer. Math.

Soc. 100 (1987), 683–687.

2. B. Sœkefal~vi-Nad~, Q. FoØx, Garmoniqeskiæ analiz operatorov v gil~- bertovom prostranstve. — Mir, Moskva (1970).

3. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. — Nauka, Moskva (1980). 4. B. Sz.-Nagy, Diagonalization of matrices over H1. — Acta Sci. Math. 38 (1976),

223–238.

5. P. Y. Wu, C�o contractions: cyclic vectors, commutants and Jordan models. — J.

Operator Theory, 5 (1981), 53–62.

6. P. Y. Wu, When is a contraction quasi-similar to an isometry? — Acta Sci. Math.

44 (1982), 151–155.

7. V. V. Kapustin, A. V. Lipin, Operatornye algebry i rexetki invariantnyh podprostranstv. I. — Zap. nauqn. semin. LOMI 178 (1989), 23–56.

8. V. V. Kapustin, Refleksivnost~ operatorov: obwie metody i kriteriæ dlØ poqti izometriqeskih sßatiæ. — Algebra i analiz 4, no. 2 (1992), 141–160.

Gamal’ M. F. Lattices of invariant subspaces for a quasiaffine transform of a unilateral shift of finite multiplicity.

Let T be a contraction, let S be a unilateral shift of finite multiplicity, and let X be an operator with zero kernel, dense range, and such that XT = SX. Then the mapping E → clos XE, E ∈ Lat T , is an isomorphism between the lattices Lat T and Lat S of invariant subspaces of T and S.

Postupilo 18 oktØbrØ 2002 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: gamal@pdmi.ras.ru