Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

G. M. Gubreev, M. G. Volkova

BEZUSLOVNYE BAZISY GIL^BERTOVYH PROSTRANSTV, SOSTO˚WIE IZ ZNAQENI` CELYH VEKTOR–FUNKCI` POLOVINNOGO POR˚DKA ROSTA

Qerez Λ^{(exp)} oboznaqaetsØ [1] klass ograniqennyh operatorov B v separabel~nom gil~bertovom prostranstve H, udovletvorØ- ¸wih usloviØm: 1)^1_{2i} (B − B^∗) ¿ 0; 2) σ(B) = {0}, Ker B = {0}; 3) celaØ operator-funkciØ (I − zB)^{−1} imeet koneqnyæ ffksponencial~nyæ tip.

V dal~neæxem kvazikosinusom so znaqeniØmi v prostranstve H nazyvaetsØ proizvol~naØ vektor-funkciØ vida

c(z) := (I − zB^2 )^{−1}g, B ∈ Λ^{(exp)}, g ∈ H. (1)

Otmetim, qto celaØ vektor-funkciØ c imeet porØdok rosta 1/2 i normal~nyæ tip. Rabota posvØwena opisani¸ bezuslovnyh bazisov v H vida { c(λ_k) : λ_k ∈ Λ } , (2)

gde c – proizvol~nyæ kvazikosinus. Drugimi slovami, zadaqa sostoit v nahoßdenii operatorov B ∈ Λ^{(exp)}, vektorov g ∈ H i posledovatel~nosteæ kompleksnyh qisel Λ, pri kotoryh semeæstva (2) mogut obrazovyvat~ bezuslovnye bazisy gil~bertova prostranstva H, a takße v opisanii vseh takih bazisov. Rezul~- taty raboty nahodØt primenenie pri izuqenii spektral~noæ struktury koneqnomernyh vozmuweniæ operatorov B^2 , B ∈ Λ^{(exp)}. Tipiqnymi predstavitelØmi operatorov fftogo klassa ØvlØ¸tsØ nesamosoprØßennye graniqnye zadaqi dlØ differencial~nogo uravneniØ Xturma-LiuvillØ na koneqnom intervale.

1. Standartnye rassußdeniØ pokazyva¸t, qto v sluqae bez-

uslovnoæ bazisnosti semeæstva (2) posledovatel~nost~ Λ sovpadaet s mnoßestvom korneæ nekotoroæ celoæ funkcii Φ porØdka rosta 1/2 i normal~nogo tipa, priqem vse korni funkcii Φ 33

34 G. M. GUBREEV, M. G. VOLKOVA prostye. Potrebuem snaqala ot posledovatel~nosti Λ bol~xego, predpoloßiv, qto ona est~ posledovatel~nost~ tipa L. V sledu- ¸wem opredelenii (i dalee) qerez √ z oboznaqaetsØ vetv~, kotoraØ otobraßaet ploskost~ s razrezom vdol~ luqa R_+ na nißn¸¸ poluploskost~ C_− .

Opredelenie 1. Posledovatel~nost~ Λ = {λk}^{+∞}_{−∞}, leßawaØ v

nekotoroæ krivolineænoæ polose −δ < Im √ z < −Δ (Δ, δ > 0), nazyvaetsØ posledovatel~nost~¸ tipa L, esli ona sovpadaet s mnoßestvom prostyh korneæ takoæ celoæ funkcii Φ polovinnogo porØdka rosta i normal~nogo tipa, qto

0 < m 6 |Φ(x)| 6 M, x ∈ R_+.

OpiraØs~ na rezul~taty raboty [2] o kornØh funkciæ tipa sinusa, legko privesti primery posledovatel~nosteæ tipa L. Naprimer, takoæ posledovatel~nost~¸ budet proizvol~noe mnoßestvo qisel vida ( 2πk σ + αi + β + γ_k)^2, α < 0, 0 6 β < 2π σ , k ∈ Z, gde posledovatel~nost~ {γ_k}^{+∞}_{−∞} prinadleßit prostranstvu l_p, p > 1, i takova, qto ffto mnoßestvo popadaet v ukazannu¸ krivolineænu¸ polosu.

Opredelenie 2. Kvazikosinus c so znaqeniØmi v gil~bertovom

prostranstve H nazyvaetsØ regulØrnym, esli suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ Λ tipa L, qto semeæstvo (2) obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva H.

Privedem odnu konstrukci¸ [3] regulØrnyh kvazikosinusov so znaqeniØmi v prostranstve L_2(0, σ), σ > 0. Pust~ w^2 – proizvol~nyæ A_2-ves Makenhaupta na luqe R_+ [4]. Togda suwestvuet analitiqeskaØ v oblasti C \R_+ funkciØ w_−, udovletvorØ¸waØ usloviØm:

a) funkciØ w_−(z^2) vnexnØØ v oblasti C_− ;

b) suwestvu¸t nekasatel~nye predel~nye znaqeniØ w_−(x ± i0) takie, qto

|w_−(x − i0)|^2 p.v.= |w_−(x + i0)|^2 p.v.= w^2(x), x ∈ R_+.

BEZUSLOVNYE BAZISY 35 FunkciØ w_−, opredelØemaØ usloviØmi a), b) s toqnost~¸ do mul~tiplikativnoæ unimodulØrnoæ postoØnnoæ, dopuskaet integral~noe predstavlenie

w_−(z) = z^{3/4} ∞∫ 0 e^{−i√zt}y_w(t) dt, z ∈ C \R_+, gde y_w ∈ L^{loc}_2 (R_+) (sm. [3]). Formula c_w(z, t) := d dt t∫ 0 y_w(t − s) cos √ z s ds (3) kaßdomu A_2-vesu Makenhaupta w^2 na R_+ otnosit kvazikosinus c_w(z, t) so znaqeniØmi v kaßdom prostranstve L_2(0, σ), σ > 0. V samom dele, ravenstvo (3) est~ qastnyæ sluqaæ formuly (1), v kotoroæ sleduet poloßit~: H = L2(0, σ), B = Jσ , (Jσh)(t) := i t∫ 0 h(s) ds, g(t) = y_w(t), 0 6 t 6 σ. V dal~neæxem vektor-funkci¸ c_w(z, t) budem nazyvat~ kvazikosinusom, poroßdennym vesom Makenhaupta w^2 na R_+ ili, korotko, w-kvazikosinusom. V sluqae stepennogo vesa w^2(x) = x^ω, −1 < ω < 1, x ∈ R_+, imeem y_w(t) = Γ^{−1}(μ)t^{μ−1}, μ = 3/2−ω [3]. Pofftomu iz (3) vytekaet, qto v fftom sluqae

c_w(z, t) = Γ^{−1}(μ) d dt t∫ 0 (t − s)^{μ−1} cos √ z s ds = t^{μ−1}E_{1/2}(−zt^2; μ), gde celaØ funkciØ E_{1/2}(λ; μ) opredelØetsØ razloßeniem E_{1/2}(λ; μ) := ∑ n¿0^Γ −1(μ + 2n)λ^n. V qastnosti, esli w^2(x) = x^{1/2}, to c_w(z, t) = cos √ z t, qto, na nax vzglØd, opravdyvaet termin “kvazikosinus” dlØ obwih vektor-funkciæ vida (1).

36 G. M. GUBREEV, M. G. VOLKOVA

Teorema 1. DlØ proizvol~nogo vesa Makenhaupta w^2 na R+ w-kva-

zikosinus c_w(z, t) so znaqeniØmi v kaßdom prostranstve L_2(0, σ), σ > 0, regulØren.

Deæstvitel~no, v kaqestve posledovatel~nosti Λ tipa L voz~- mem mnoßestvo korneæ funkcii Φ(z) = cos √ zσ + A, |A| > 1. Iz rezul~tatov raboty [3] vytekaet, qto sootvetstvu¸wee semeæstvo w-kvazikosinusov {c_w(λ_k, t) : λ_k ∈ Λ} (dlØ kaßdogo A_2-vesa w^2 na R_+) obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva L_2(0, σ), to est~ kvazikosinus c_w(z, t) regulØren.

Opredelenie 3. Dve vektor-funkcii ck so znaqeniØmi v separa-

bel~nyh gil~bertovyh prostranstvah H_k (k = 1, 2) nazyva¸tsØ izomorfnymi, esli suwestvuet takoæ nepreryvnyæ i nepreryvno obratimyæ operator S iz H_1 na H_2, qto Sc_1 (z) = c_2(z), z ∈ C .

Oqevidno, qto svoæstvo kvazikosinusa byt~ regulØrnym sohranØetsØ pri izomorfnyh preobrazovaniØh. Sformuliruem teper~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ stat~i.

Teorema 2. Kvazikosinus c so znaqeniØmi v separabel~nom gil~-

bertovom prostranstve regulØren togda i tol~ko togda, kogda ves w^2(x) := x^{1/2}‖c(x)‖^2 udovletvorØet uslovi¸ (A_2) na R_+ i funkciØ c izomorfna w-kvazikosinusu c_w(z, t) so znaqeniØmi v prostranstve L_2(0, σ), gde σ – tip vektor-funkcii c pri porØdke 1/2.

2. OsnovnaØ trudnost~ v dokazatel~stve teoremy 2 zakl¸qaetsØ

v tom, qtoby ustanovit~, qto ves w^2(x) = x^{1/2}‖c(x)‖^2 ØvlØetsØ A_2-vesom. DlØ fftogo snaqala dokazyvaetsØ, qto ∫ R+^{w±2(x)(1 + x2)−1 dx < ∞.} Pofftomu suwestvuet analitiqeskaØ v oblasti C \R_+ funkciØ w_−, udovletvorØ¸waØ uße upominavximsØ pri postroenii wkvazikosinusov (p.1) usloviØm a) -b). Dalee, esli kvazikosinus c regulØren, to ime¸t mesto ocenki ∫ R+^w ±2(x) |x − z|^2 dx 6 M^{|w−(z)|±2|z|1/2} | Im √ z| , z ∈ C \R_+,

BEZUSLOVNYE BAZISY 37 kotorye ØvlØ¸tsØ osnovoæ vsego dokazatel~stva. SoedinØØ ih s nekotorymi rezul~tatami raboty [5], zakl¸qaem, qto ves w^2 udovletvorØet uslovi¸ (A_2) na R_+.

Otmetim takße, qto v processe dokazatel~stva teoremy 2 poputno poluqen sledu¸wiæ vaßnyæ dlØ priloßeniæ rezul~tat.

Teorema 3. Esli kvazikosinus c so znaqeniØmi v gil~bertovom

prostranstve H regulØren, to suwestvu¸t takie konstanty m, M (0 < m 6 M < ∞), qto m‖h‖^2H 6 ∫ R+^{x−1/2} | | ( c(x), h ) H | |^2‖c(x)‖^{−2}dx 6 M ‖h‖^2H

dlØ vseh h ∈ H.

Drugimi slovami, esli iz znaqeniæ kvazikosinusa moßno sostavit~ bezuslovnyæ bazis prostranstva H, to Ødro c(x) poroßdaet nepreryvnoe i nepreryvno obratimoe “integral~noe preobrazovanie”, obobwa¸wee cos-preobrazovanie Fur~e.

V kaqestve priloßeniØ teoremy 2 rassmotrim zadaqu otyskaniØ regulØrnyh kvazikosinusov sredi vektor-funkciæ vida c(z, t) := d dt t∫ 0 g(t−s) cos √ z s ds ( = (I −zJ^2_σ )^{−1}g ) , g ∈ L_2(0, σ), (4)

so znaqeniØmi v prostranstve L_2(0, σ). Napomnim, qto esli dlØ nekotorogo vesa Makenhaupta w^2 na poluosi R_+ spravedliva formula g(t) = y_w(t), 0 6 t 6 σ,

to kvazikosinus (4) regulØren (teorema 1). Zadaqa sostoit v opisanii vseh funkciæ g ∈ L_2(0, a), dlØ kotoryh kvazikosinusy vida (4) regulØrny.

Oboznaqim qerez V mnoßestvo analitiqeskih v C_− funkciæ

v(z) = s(z)z^{−1/2}w_−(z^2), z ∈ C_− ,

gde: 1) s ∈ H^∞_− , priqem 0 < m 6 |s(x − i0)|, x ∈ R;

2) w_− – analitiqeskaØ v C \R_+ funkciØ takaØ, qto: a) w_−(z^2) – vnexnØØ v C_− ;

38 G. M. GUBREEV, M. G. VOLKOVA

b) suwestvu¸t nekasatel~nye predel~nye znaqeniØ w_−(x ± i0), x ∈ R_+, i ves

w^2(x) :p.v.= |w_−(x − i0)|^2 p.v.= |w_−(x + i0)|^2, x ∈ R_+,

udovletvorØet A_2-uslovi¸ na R_+;

3) inf_{z∈}C � { |s(z)| + |e^{−iaz}| } > 0.

Otmetim takße, qto −π < arg z < 0, esli z ∈ C_− . KaßdaØ funkciØ v ∈ V predstavima v vide v(z) = z ∞∫ 0 e^{−izt}g(t) dt, g ∈ L^{loc}_2 (R_+). Poluqaemoe takim obrazom mnoßestvo funkciæ g oboznaqim qerez M, a M_σ – ffto mnoßestvo sußeniæ funkciæ g iz M na segment [0, σ].

Iz teorem 1, 2 vytekaet, qto kvazikosinus c(z, t) regulØren togda i tol~ko togda, kogda g = Sy_w , SJ^2_σ = J^2_σ S, gde S – avtomorfizm prostranstva L_2(0, σ), w^2 – nekotoryæ A_2-ves na R. Poskol~ku SJ_σ = J_σS, poluqaem formulu dlØ iskomyh funkciæ g: g = Sy_w , SJ_σ = J_σS, ‖S‖ < ∞, 0 /∈ σ(S). Teper~ iz teoremy Sarasona o kommutante [6] i teoremy o korone [7] vytekaet sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 4. Proizvol~nyæ kvazikosinus vida (4) so znaqeniØmi v

prostranstve L_2(0, σ) regulØren togda i tol~ko togda, kogda g ∈ M_σ.

Pust~ Φ – celaØ funkciØ, figuriru¸waØ v opredelenii posledovatel~nosti tipa L.

Sledstvie. Pust~ c(z, t) – vektor-funkciØ, opredelennaØ formu-

loæ (4). Semeæstvo funkciæ { c(λ_k, t) : λ_k ∈ Λ } , gde Λ – proizvol~naØ posledovatel~nost~ tipa L, togda i tol~ko togda obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva L_2(0, σ), kogda vypolneny usloviØ:

1) g ∈ M_σ; 2) lim sup_{r→∞} r^{−1/2} log |Φ(−r)| = σ;

3) inf_{k≠j} | √ λ_k − √ λ_j | > 0.

BEZUSLOVNYE BAZISY 39

3. V fftom punkte daetsØ opisanie vseh bezuslovnyh bazisov

gil~bertova prostranstva, sostavlennyh iz znaqeniæ proizvol~- nogo regulØrnogo kvazikosinusa.

V dal~neæxem ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ. Esli Λ – posledovatel~nost~ kompleksnyh qisel, to poloßim

Z := {z_k = √ λ_k, λ_k ∈ Λ}, −2π < arg λ_k 6 0. (5)

Esli nekotoraØ prØmaØ R− iδ := {x − iδ, x ∈ R}, δ > 0, leßit na poloßitel~nom rasstoØnii ot mnoßestva Z, to vvedem v rassmotrenie posledovatel~nosti

Z^+_δ := {z_k ∈ Z : Im z_k > −δ}, Z^−_δ := {z_k ∈ Z : Im z_k < −δ},

−Z^+_δ := {−z_k : z_k ∈ Z^+_δ }. (6)

Qerez γ_δ oboznaqaetsØ parabola, zadavaemaØ parametriqeskim uravneniem z(t) = (t − iδ)^2, δ > 0, t ∈ R. GovorØt, qto ves W (z) ¿ 0 na parabole γ_δ udovletvorØet uslovi¸ (A^2_{γffi} ), esli [4]

sup_{z∈γffi} sup_{r>0} r^{−1} ∫ B(z,r)∩γffi W (z)|dz| r^{−1} ∫ B(z,r)∩γffi W^{−1}(z)|dz| < ∞, (A^2_{γffi} ) gde B(z, r) – krug s centrom z radiusa r.

Kak uße otmeqalos~, esli semeæstvo (2) obrazuet bezuslovnyæ bazis prostranstva H, to Λ sovpadaet s mnoßestvom prostyh korneæ celoæ funkcii Φ porØdka rosta 1/2 i normal~nogo tipa, kotoraØ nazyvaetsØ poroßda¸weæ funkcieæ fftogo semeæstva. Ona odnoznaqno opredelØetsØ posledovatel~nost~¸ Λ:

Φ(z) = ∏ λk∈Λ ( 1 − z λ_k ) . V sledu¸weæ niße formulirovke posledovatel~nosti Z, Z^±_δ stroØtsØ po mnoßestvu Λ vseh korneæ poroßda¸weæ funkcii Φ (formuly (5),(6)), R− iδ, δ > 0, – kakaØ-nibud~ prØmaØ, leßawaØ na poloßitel~nom rasstoØnii ot Z. Otmetim, qto sluqai

40 G. M. GUBREEV, M. G. VOLKOVA Z^+_δ = ? ili Z^−_δ = ? ne iskl¸qa¸tsØ. AnalitiqeskaØ v oblasti

C \R+ funkciØ w− udovletvorØet usloviØm a), b) (p.1) i otveqa-

et vesu Makenhaupta w^2 na R_+. I, nakonec, qerez σ oboznaqaetsØ tip kvazikosinusa c pri porØdke 1/2. Iz rezul~tatov raboty [8] vyvoditsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 5. Pust~ c – regulØrnyæ kvazikosinus so znaqeniØmi v

separabel~nom gil~bertovom prostranstve H, w^2(x) = x^{1/2}‖c(x)‖^2 – otveqa¸wiæ emu A_2-ves na R_+, Φ – poroßda¸waØ funkciØ semeæstva {c(λ_k) : λ_k ∈ Λ}. DlØ togo, qtoby ffto semeæstvo bylo bezuslovnym bazisom prostranstva H, neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ usloviØ: 1) ∫ R+^{|Φ(x) − Φ(0)|2x−2w−2(x) dx < ∞;} 2) lim sup r→∞ r^{−1/2} log |Φ(−r)| = σ;

3) posledovatel~nost~ Z^+_δ ∪ (−Z^+_δ ) razdelena:

inf_{k≠j} |u_k − u_j | > 0, u_k ∈ Z^+_δ ∪ (−Z^+_δ );

4) posledovatel~nost~ Z^−_δ udovletvorØet uslovi¸ Karlesona:

inf_k ∏ j≠k { |z^−_k − z^−_j | |z^−_k − z^−_j |^{−1} } > 0, Z^−_δ = {z^−_k };

5) ves W (z) := |w_−(z)|^{−2}|Φ(z)|^2 udovletvorØet uslovi¸ (A^2_{γffi} ).

4. DlØ priloßeniæ sformulirovannyh rezul~tatov neobhodimo

imet~ prostye kriterii, garantiru¸wie regulØrnost~ kvazikosinusa c. My sformuliruem zdes~ odin iz takih rezul~tatov.

Predpoloßim, qto dlØ vektora g ∈ BH + B^∗H vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

I. Suwestvu¸t a ∈ C i vektor f ∈ BH + B^∗H takie, qto korni celoæ funkcii ffksponencial~nogo tipa F (z) = a − z ( (I − zB)^{−1} g, f )

leßat nad prØmoæ R+ bi, b ∈ R, i 0 < m 6 |F (x + bi)| 6 M, x ∈ R.

II. Operator Im B :=^1_{2i} (B − B^∗) ØvlØetsØ Ødernym i xirina indikatornoæ diagrammy funkcii F ravna 2Sp Im B.

BEZUSLOVNYE BAZISY 41

Teorema 6. Pust~ g ∈ BH + B^∗H i vypolneny usloviØ I, II. To-

gda vektor g prinadleßit oblasti opredeleniØ operatora B^{μ−1} pri μ > 1/2, a kvazikosinus

c_μ(z) := (I − zB^2 )^{−1}g_μ, g_μ := B^{μ−1} g, regulØren togda i tol~ko togda, kogda 1/2 < μ < 5/2. Bolee togo, kvazikosinus c_μ izomorfen kvazikosinusu c_μ(z, t) := t^{μ−1}E_{1/2}(−zt^2; μ) so znaqeniØmi v L_2(0, σ), σ = 2Sp Im B.

Literatura

1. M. S. Brodskiæ, Treugol~nye i ßordanovy predstavleniØ lineænyh operatorov. M., 1969.

2. B. ˚. Levin, I. V. Ostrovskiæ, O malyh vozmuweniØh mnoßestva korneæ funkciæ tipa sinusa. — Izv. AN SSSR, ser. matem. 43, ˝ 1 (1979), 87–110.

3. G. M. Gubreev, Spektral~nyæ analiz biortogonal~nyh razloßeniæ, poroßdaemyh vesami Makenhaupta. — Zap. nauqn. semin. LOMI 190 (1991), 34–80.

4. E. M. Dyn~kin, B. P. Osilenker, Vesovye ocenki singulØrnyh integralov i ih priloßeniØ. — Itogi nauki i tehniki, matem. analiz. 21 (1983), 42–129.

5. R. A. Hunt, B. Muckenhoupt, R. L. Wheeden, Weigted norm inequalities for the conjugate function and Hilbert transform. — Trans. Amer. Math. Soc. 176 (1973), 227–251.

6. D. Sarason, Generalized interpolation in H1. — Trans. Amer. Math. Soc. 127 (1967), 179–203.

7. N. K. Nikol~skiæ, Lekcii ob operatore sdviga. M., 1980.

8. G. M. Gubreev, M. G. Volkova, On a class of unconditional bases in weighted spaces of the entire functions whose order of growth is equal to 1=2 and on their applications. — Methods of funct. analysis and topology 7, No. 3 (2001), 22–32.

Gubreev G. M., Volkova M. G. Hilbert space unconditional bases formed by values of an entire vector-function of order 1/2.

Let B be a dissipative Volterra operator in a separable Hilbert space H such that the resolvent (I −zB)^{−1} has finite exponential type. A complete description is given of the operators B with the above properties, vectors

g ∈ H, and sequences Λ of complex numbers such that the family

(I − λ_kB^2)^{−1}, λ_k ∈ Λ,

forms an unconditional basis in H.

Postupilo 6 i¸nØ 2002 g.

ıßnoukrainskiæ pedagogiqeskiæ universitet g. Odessa

E-mail: varv@rambler.ru