Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

A. M. Kotoqigov

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII DL˚ PROSTRANSTV ANALITIQESKIH FUNKCI`, OPREDEL˚EMYH MODULEM NEPRERYVNOSTI

1. Vvedenie i formulirovki rezul~tatov. Izvestno, qto

struktura mnoßestv svobodnoæ interpolØcii ostaetsØ neizmennoæ dlØ bol~xih semeæstv prostranstv analitiqeskih funkciæ i opredelØtsØ gladkost~¸ graniqnyh znaqeniæ funkciæ rassmatrivaemogo klassa. No pri nekotoryh izmeneniØh gladkosti ona moßet menØt~sØ skaqkom. Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ opisanie togo, kak moßno sgladit~ ffti perehody, podbiraØ podhodØwie klassy promeßutoqnyh prostranstv. Krome togo, budet pokazano, qto dlØ mnoßestv, udovletvorØ¸wih neobhodimomu uslovi¸ interpolØcii, spravedliva ocenka tipa usloviØ Makenhaupta. Interes k fftoæ ocenke svØzan s tem, qto neravenstva takogo roda qasto leßat v osnove dostatoqnosti fftih usloviæ.

Pereædem k toqnoæ postanovke zadaqi svobodnoæ interpolØcii. Pust~ zadany prostranstvo X_a analitiqeskih v oblasti G funkciæ, mnoßestvo E, soderßaweesØ v zamykanii oblasti G, i prostranstvo X(E) funkciæ, zadannyh na mnoßestve E i ne svØzannyh usloviØmi analitiqnosti. Mnoßestvo E nazyvaetsØ mnoßestvom svobodnoæ interpolØcii, esli sußenie na nego funkciæ klassa X_a poroßdaet ves~ klass X(E), t.e. pri sußenii na ffto mnoßestvo terØ¸tsØ sledy analitiqnosti. Sovremennyæ fftap izuqeniØ zadaq svobodnoæ interpolØcii naqalsØ s zameqatel~nogo rezul~tata Karlesona [1].

Teorema Karlesona. Mnoßestvo E = {zn}, leßawee v ediniq-

nom kruge, ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ prostranstva H^∞, sostoØwego iz vseh analitiqeskih ograniqennyh v kruge funkciæ, i dlØ prostranstva ograniqennyh funkciæ na mnoßestve E (v kaqestve X(E)) togda i tol~ko togda, kogda ono udovletvorØet 122

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 123

uslovi¸:

inf_n ∏ k≠n |z_k − z_n| |1 − z_kz_n| > 0. (1)

Uslovie (1), voznikxee v teoreme, okazalos~ universal~nym i poluqilo nazvanie uslovie Karlesona. Ono postoØnno voznikaet pri rexenii zadaq svobodnoæ interpolØcii i v celom rØde drugih voprosov. S perehodom k prostranstvam analitiqeskih funkciæ, gladkih vplot~ do granicy, estestvenno voznikaet vopros ob interpolØcii na granice. Pervym rezul~tatom v fftom napravlenii stala teorema Rudina–Karlesona ob interpolØcii v disk-algebre, prostranstve analitiqeskih v kruge funkciæ, nepreryvnyh v ego zamykanii [2].

Teorema Rudina–Karlesona. Mnoßestvo E, leßawee v zamy-

kanii kruga D, ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ disk-algebry i prostranstva nepreryvnyh funkciæ na mnoßestve E (v kaqestve X(E)) togda i tol~ko togda, kogda:

1) E ∩ D udovletvorØet uslovi¸ Karlesona,

2) E ∩ ∂D ØvlØetsØ mnoßestvom mery nol~.

Uslovie Karlesona proØvlØet zdes~ svo¸ universal~nost~, a uslovie na graniqnu¸ qast~ interpolØcionnogo mnoßestva okazyvaetsØ trivial~nym: l¸boe mnoßestvo needinstvennosti ØvlØetsØ interpolØcionnym. Odnako, povyxenie gladkosti graniqnyh znaqeniæ rezko menØet fftu kartinu. V rabote avtora [3] bylo pokazano, qto dlØ gœl~derovskih prostranstv analitiqeskih funkciæ i dlØ prostranstv funkciæ s proizvodnoæ iz klassov Hardi neobhodimym usloviem interpolØcii okazyvaetsØ uslovie poristosti mnoßestva E: suwestvuet postoØnnaØ d takaØ, qto na l¸boæ duge okrußnosti J naædetsØ duga I, oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami: 1) E ∩ I = ?, 2) d · |I| ≥ |J|. (2) Dalee my ograniqimsØ rassmotreniem prostranstv Gœl~dera i blizkih k nim prostranstv, opredelØemyh v terminah moduleæ nepreryvnosti. �ti klassy estestvenny i udobny dlØ rexeniØ postavlennoæ nami zadaqi.

124 A. M. KOTOQIGOV

Opredelenie 1. Klass Gœl~dera s pokazatelem α, 0 < α ≤ 1, vvo-

ditsØ sledu¸wim obrazom:

Λ^α(E) = { f ∈ C(E) : sup { |f(e_1) − f(e_2)|

|e_1 − e_2|^α } < ∞, e_1, e_2 ∈ E } . Analitiqeskie klassy Gœl~dera opredelØ¸tsØ tak:

Λ^α_a = {f ∈ Λ^α(D) : f – analitiqeskaØ funkciØ v kruge D}.

Pust~ ω proizvol~nyæ modul~ nepreryvnosti, togda

Λ^ω(E) = { f ∈ C(E) : sup { |f(e_1) − f(e_2)| ω(|e_1 − e_2|) } < ∞, e_1, e_2 ∈ E } ; analogiqno opredelØetsØ prostranstvo analitiqeskih funkciæ Λ^ω_a .

Drugoæ kritiqeskoæ toqkoæ okazalsØ perehod ot pokazateleæ

α < 1 k α = 1. V rabote [4] bylo pokazano, qto v pervom slu-

qae qast~ interpolØcionnogo mnoßestva, leßawaØ vnutri kruga, dolßna byt~ redkoæ, a vo vtorom ona moßet byt~ ob¨edineniem dvuh redkih mnoßestv. Napomnim opredelenie. Mnoßestvo

E ⊂ D udovletvorØet uslovi¸ redkosti, esli: inf { |e_1 − e_2|

|1 − e_1e_2|

: e_1 ≠ e_2, e_1, e_2 ∈ E } > 0. (3)

Okazalos~, qto ffti usloviØ ØvlØ¸tsØ i dostatoqnymi dlØ interpolØcii vo mnogih prostranstvah analitiqeskih funkciæ, gladkih vplot~ do granicy. Dyn~kin [5] dal polnoe rexenie zadaqi interpolØcii dlØ celogo rØda semeæstv prostranstv analitiqeskih funkciæ, v tom qisle i dlØ klassov Gœl~dera. V toæ ße rabote pokazano, qto dlØ mnoßestv, graniqnaØ qast~ kotoryh ØvlØetsØ poristoæ, uslovie Karlesona ffkvivalentno bolee prostomu uslovi¸ redkosti.

Teorema Dyn~kina. Mnoßestvo E, leßawee v zamykanii kruga

D, ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ prostranstv Λ^α_a , Λ^α(E) pri 0 < α < 1 togda i tol~ko togda, kogda

1) vnutrennØØ qast~ mnoßestva E, t.e. E ∩ D, udovletvorØet uslovi¸ redkosti, 2) graniqnaØ qast~ mnoßestva E, t.e. E ∩ ∂D, ØvlØetsØ poristym mnoßestvom.

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 125

Sluqaæ α = 1. Mnoßestvo E, leßawee v zamykanii kruga D,

ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ prostranstv Λ^1_a(D), Λ^1(E) togda i tol~ko togda, kogda

1) vnutrenn¸¸ qast~ mnoßestva E moßno predstavit~ v vide ob¨edineniØ dvuh redkih mnoßestv, 2) graniqnaØ qast~ mnoßestva E ØvlØetsØ poristym mnoßestvom.

Sglaßivanie fftih skaqkov okazyvaetsØ vozmoßnym pri perehode k bolee tonkoæ xkale prostranstv, poroßdaemoæ modulØmi nepreryvnosti. DlØ fftoæ xkaly spravedliv analog teoremy Dyn~kina. Xirokov [6] dokazal sledu¸wee utverßdenie

Teorema Xirokova. Pust~ dlØ modulØ nepreryvnosti ω suwe-

stvuet postoØnnaØ ε takaØ, qto ω(y) ω(x) ≥ ( y x )_ε , 0 < x ≤ y, (4). Mnoßestvo E, leßawee v zamykanii kruga D, ØvlØetsØ interpolØcionnym dlØ prostranstv Λ^α_a (D), Λ^α(E) togda i tol~ko togda, kogda

1) mnoßestvo E ∩ D moßno predstavit~ kak ob¨edinenie dvuh redkih mnoßestv E_1 i E_2, i krome togo l¸baØ toqka e ∈ E∩D udovletvorØet uslovi¸ dist(e, E \ {e}) 1 − |e| ≥ C ω(dist(e, E \ {e})) ω(1 − |e|) (5).

2) graniqnaØ qast~ mnoßestva E, t.e. E ∩ ∂D, ØvlØetsØ poristym mnoßestvom.

Legko videt~, qto teorema Xirokova ØvlØetsØ prØmym obobweniem teoremy Dyn~kina. Esli ω(x) = x^α, 0 < α ≤ 1, to uslovie (4) vypolneno. Dalee, pri 0 < α < 1 uslovie (5) prevrawaetsØ v uslovie redkosti, a pri α = 1 uslovie (5) vyroßdaetsØ i v kaqestve mnoßestva E moßno brat~ ob¨edinenie dvuh l¸byh redkih mnoßestv.

V rabote avtora [7] pokazano, qto dlØ l¸boæ vozrasta¸weæ funkcii γ, γ(0) = 0, naædetsØ modul~ nepreryvnosti, dlØ kotorogo interpolØcionnye mnoßestva opisyva¸tsØ usloviØmi:

126 A. M. KOTOQIGOV 1) E ∩ D = E_1 ∪ E_2, E_1 i E_2 redkie mnoßestva i dist(e, E \ {e}) ≥ Cγ(1 − |e|), 2) E ∩ ∂D ØvlØetsØ poristym mnoßestvom.

Takim obrazom my poluqaem plavnyæ perehod ot interpolØcionnyh mnoßestv dlØ prostranstv Gœl~dera s pokazatelem

α < 1 (vnutrennØØ qast~ – redkoe mnoßestvo) k interpolØcion-

nym mnoßestvam, voznika¸wim pri α = 1 (vnutrennØØ qast~ – ob¨edinenie dvuh redkih mnoßestv). My pokaßem, qto v takom ße kl¸qe moßno postroit~ plavnyæ perehod ot poristyh mnoßestv (interpolØcionnyh dlØ klassov Gœl~dera) k zamknutym mnoßestvam mery nol~ (interpolØcionnyh dlØ disk-algebry). Iz teoremy Xirokova sleduet, qto dlØ fftogo nado imet~ delo s modulØmi nepreryvnosti, ne udovletvorØ¸wimi uslovi¸ (4). Takie moduli nepreryvnosti my budem nazyvat~ slabymi modulØmi nepreryvnosti. Primerom takogo modulØ moßet slußit~ funkciØ ω(x) = −^1_{log x} .

Vs¸du dalee my predpolagaem, qto interpolØcionnoe mnoßestvo E ØvlØetsØ podmnoßestvom graniqnoæ okrußnosti.

Teorema Xirokova daet polnoe opisanie interpolØcionnyh mnoßestv dlØ prostranstv Λ^ω_a , kogda modul~ nepreryvnosti udovletvorØet uslovi¸ (4). Naxa cel~ poluqit~ neobhodimye usloviØ dlØ ostavxihsØ – slabyh moduleæ nepreryvnosti. No rassmatrivat~ slabye moduli nepreryvnosti otdel~no net neobhodimosti. Privodimye niße formulirovka i dokazatel~stvo nikak ne ispol~zu¸t specifiku slabyh moduleæ nepreryvnosti, a okonqatel~nyæ rezul~tat dlØ moduleæ nepreryvnosti, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (4), prevrawaetsØ v uslovie poristosti. DlØ togo, qtoby poluqit~ opisanie struktury interpolØcionnyh mnoßestv, nado modificirovat~ opredelenie poristosti.

Opredelenie 2. Pust~ ω – proizvol~nyæ modul~ nepreryvnosti.

Mnoßestvo E, leßawee na graniqnoæ okrußnosti, nazovem ωporistym, esli suwestvuet postoØnnaØ d takaØ, qto na l¸boæ duge okrußnosti J naædetsØ duga I takaØ, qto 1) E ∩ I = ∅, 2) d · ω(|I|) ≥ ω(|J|). (6) U ω-poristogo mnoßestva otnoxenie razmera pory dugi I k razmeru nesuweæ dugi J moßet stremit~sØ k nul¸ kak ugodno

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 127 bystro, i ffto pozvolØet l¸boe zamknutoe mnoßestvo mery nol~ interpretirovat~ kak ω-poristoe mnoßestvo. Niße budet priveden algoritm, realizu¸wiæ ffto utverßdenie.

Est~ vse osnovaniØ polagat~, qto ffto uslovie okaßetsØ i dostatoqnym dlØ interpolØcii. Suwestvennym xagom v fftom napravlenii ØvlØetsØ dokazannyæ zdes~ analog neravenstva Dyn~- kina [5], utverßda¸wego, qto dlØ l¸bogo poristogo mnoßestva naædetsØ postoØnnaØ ε takaØ, qto dlØ l¸boæ dugi J vypolneno neravenstvo ∫ J |dz| dist(z, E) ≤ |J|^{1−ε}. My dokaßem, qto pri nekotoryh nesuwestvennyh ograniqeni- Øh na modul~ nepreryvnosti dlØ l¸bogo ω-poristogo mnoßestva vypolneno neravenstvo ∫ J |dz| ω(dist(z, E)) ≤ |J| ω(|J|) . Tak kak dlØ l¸bogo modulØ nepreryvnosti spravedliva ocenka

ω(x) ≥ x, to ffto neravenstvo moßno rassmatrivat~ kak uslovie

Makenhaupta (A_2) dlØ sootvetstvu¸weæ mery: 1 |J| ∫ J ω(x)dx · 1 |J| ∫ J dx ω(x) ≤ C. Neravenstvo prevrawaetsØ v analog neravenstva Dyn~kina, esli poloßit~ v nem ω(x) = x^α. No daße dlØ fftogo sluqaØ privedennoe zdes~ dokazatel~stvo ØvlØetsØ novym. UpomØnutye vyxe ograniqeniØ na modul~ nepreryvnosti svØzany s tem, qto dlØ

ω(x) = x takaØ ocenka po oqevidnym priqinam nevozmoßna. DlØ

togo, qtoby ocenka mogla byt~ spravedliva, nado vvesti dopolnitel~nye usloviØ, iskl¸qa¸wie fftu kraænost~. S fftoæ cel~¸ vvedem sledu¸wee

Opredelenie 3. Modul~ nepreryvnosti ω budem nazyvat~ regu-

lØrnym, esli suwestvuet takoe poloßitel~noe qislo Δ, qto dlØ l¸bogo qisla q ∈ (0, 1) i qisel a i b, takih, qto ω(b) = qω(a), spravedlivo neravenstvo b a ≤ q^{1+Δ}.

128 A. M. KOTOQIGOV

2. Neobhodimost~ usloviØ ω-poristosti.

Teorema 1. Pust~ E – zamknutoe podmnoßestvo okrußnosti

T = ∂D i modul~ nepreryvnosti takov, qto funkciØ ω(x)/x ubyvaet. Esli E – interpolØcionnoe mnoßestvo, to ono udovletvorØet uslovi¸ ω-poristosti.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem dugu J na T i oboznaqim qerez I

dugu drugoæ okrußnosti, prohodØweæ qerez koneqnye toqki dugi J i ortogonal~noæ okrußnosti T . Rassmotrim oblast~ K, ograniqennu¸ fftimi dugami i leßawu¸ v kruge D. V oblasti K imeetsØ estestvennyæ centr – toqka z_0 ∈ K takaØ, qto

dist(z_0, ∂K) ≍ diam K, ∫ J dω_{z0} ≍ ∫ I dω_{z0} , zdes~ ω_{z0} – garmoniqeskaØ mera na granice oblasti K otnositel~no toqki z_0. Vvedem v rassmotrenie probnu¸ funkci¸

f(z) =^1_{z−z0} i ocenim ee normu v prostranstve Λ^ω(E). Fiksiruem

toqki z_1, z_2 ∈ K ∩ E i rassmotrim prirawenie funkcii

|f(z_1) − f(z_2)| =

|z_1 − z_2| |z_1 − z_0||z_2 − z_0| ≤ C_1 |z_1 − z_2| |J|^2 ≤ ω(|z_1 − z_2|) |J|ω(|J|) , zdes~ my vospol~zovalis~ tem, qto funkciØ^{ω(x)}_x ubyvaet. PoluqennaØ ocenka garantiruet, qto ||f|| ≍^1_{|J|ω(|J|)} . Tak kak mnoßestvo E ØvlØetsØ interpolØcionnym, to naædetsØ funkciØ h ∈ Λ^ω_a takaØ, qto h(z) = f(z) pri z ∈ E i ||h|| ≍^1_{|J|ω(|J|)} . Ocenim funkci¸ h v oblasti K. Po postroeni¸ |h(z_1)| =^1_{|z1−z0|} , sledovatel~no |h(z)| ≤ |h(z_1)| + |h(z) − h(z_1)| ≤ C |J| + C |J|ω(|J|) ω(|z − z_1|) ≤ C |J| . Vvedem v rassmotrenie funkci¸ g(z) = 1−(z −z_0 )h(z). Oqevidno, qto g(z_0) = 1 i g(z_1) = 0 pri l¸bom z_1 ∈ E ∩ K. Legko videt~, qto funkciØ g ograniqena na mnoßestve K: |g(z)| ≤ 1 + |J||h(z)| ≤ C. Utoqnim fftu ocenku, pol~zuØs~ tem, qto g(z_1) = 0 pri z_1 ∈ E ∩ K: |g(z)| ≤ |g(z) − g(z_1)| = |(z − z_0)h(z) − (z_1 − z_0)h(z) + (z_1 − z_0)h(z) − (z_1 − z_0)h(z_1)| ≤ |h(z)||z−z_1|+|z_1−z_0||h(z)−h(z_1)| ≤ C |J| |z−z_1|+|J| C |J|ω(|J|) ω(|z−z_1 |) ≤

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 129 C ω(dist(z, E)) ω(|J|) . FunkciØ log |g(z)| subgarmoniqna v oblasti K i, sledovatel~no, ∫ ∂K log |g(z)|dω_{z0} ≥ log |g(z_0)| = 0.

ProdolßaØ ocenki, poluqim 0 ≤ ∫ ∂K log |g(z)|dω_{z0} = ∫ J log |g(z)|dω_{z0} + ∫ I log |g(z)|dω_{z0} ≤

log C ∫ J dω_{z0} + log max_I ( ω(dist(z, E)) ω(|J|) ) ∫ I dω_{z0} . Oboznaqim a = ∫ J dω_{z0} i b = ∫ I dω_{z0} . Napomnim, qto po postroe-

ni¸ a ≍ b, i perepixem ocenku v vide

0 ≤ log [ C^a max_I ( ω(dist(z, E)) ω(|J|) )_{γb}] . Sledovatel~no

max_I ( ω(dist(z, E)) ω(|J|) ) ≥ C^{− aγb} , t.e. dlØ dugi J vypolneno uslovie ω-poristosti. �

3. Neravenstvo Dyn~kina dlØ ω-poristyh mnoßestv. Teorema 2. Pust~ ω – regulØrnyæ modul~ nepreryvnosti, E –

zamknutoe ω-poristoe podmnoßestvo okrußnosti. Togda suwestvuet postoØnnaØ C takaØ, qto dlØ l¸boæ dugi J ⊂ T spravedliva ocenka σ_ω(E, J) = ∫ J |dz| ω(dist(z, E)) ≤ C |J| ω(|J|) . (7)

Teorema budet dokazana v neskol~ko fftapov. My vvedem nekotorye koliqestvennye harakteristiki moduleæ nepreryvnosti, v terminah kotoryh udobno provodit~ nußnye ocenki. Zatem

130 A. M. KOTOQIGOV budut opredeleny kanoniqeskie ω-poristye mnoßestva, ØvlØ¸- wiesØ estestvennym obobweniem kantorovskih mnoßestv. Na sovokupnosti vseh ω-poristyh mnoßestv budet vvedena qastiqnaØ uporØdoqennost~ i dokazano, qto kanoniqeskie mnoßestva okazyva¸tsØ v neæ minimal~nymi fflementami. �to pozvolit dokazat~, qto naibol~xee znaqenie integrala σ_ω(E, J) dostigaetsØ na kanoniqeskom mnoßestve. ZaverxaetsØ dokazatel~stvo proverkoæ neravenstva (7) dlØ kanoniqeskogo mnoßestva.

Oboznaqim qerez {l_n} sovokupnost~ dug dopolneniØ mnoßestva E na okrußnosti. Uslovie ω-poristosti dopuskaet oqevidnu¸ pereformulirovku v terminah dug dopolneniØ, a imenno: dlØ l¸boæ dugi J naædetsØ duga dopolneniØ l_n takaØ, qto d · ω(|l_n ∩ E|) ≥ ω(|J|). Pokaßem, qto veliqina σ_ω(E, J) dostigaet naibol~xego znaqeniØ na mnoßestvah regulØrnoæ struktury, opisanie kotoryh budet privedeno niße. Pervyæ, oqevidnyæ, no vaßnyæ xag v dokazatel~stve neravenstva (7) – ocenka dlØ lokal~nogo perenosa.

Predloßenie 1. Pust~ a, b, δ – poloßitel~nye qisla i a > b+δ.

Togda_a ∫ 0 dx ω(x) + b∫ 0 dx ω(x) ≥ a−δ∫ 0 dx ω(x) + b+δ∫ 0 dx ω(x) . Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto funkciØ 1/ω(x) uby-

vaet, i, sledovatel~no, integral po otrezku [a − δ, a] men~xe integrala po otrezku [b, b + δ]. �

Otmetim, qto veliqina σ_ω(E, J) ne zavisit ot vzaimnogo raspoloßeniØ intervalov dopolneniØ i polnost~¸ opredelØetsØ qislovoæ posledovatel~nost~¸ {|l_n|}. �to pozvolØet nam vvesti oboznaqenie σ_ω({|l_n|}) = σ_ω(E, J).

Sledstvie 1. Pust~ zadan nabor dug {ln}, iz kotorogo vybrany dve

dugi l_m i l_k takie, qto |l_m| ≥ |l_k| + δ. Obrazuem novu¸ sistemu dug {~l_n}, prisoedinØØ qast~ dugi l_m k duge l_k tak, qto |~l_m| = |l_m| − δ

i |~l_k| = |l_k| + δ, i sohranØØ vse ostal~nye dugi neizmennymi. Togda spravedliva ocenka σ_ω({|l_n|}) ≤ σ_ω({|~l_n|}).

Vvedem uporØdoqenie na mnoßestve vseh zamknutyh podmnoßestv okrußnosti nulevoæ mery.

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 131

Opredelenie 4. Pust~ E1 i E2 – zamknutye podmnoßestva

okrußnosti nulevoæ mery, {l^{(k)}n } – nabor dug dopolneniØ mnoßestva E_k. Pri fftom zdes~ i vs¸du v dal~neæxem my budem predpolagat~, qto numeraciØ dug monotonnaØ, t.e. |l^{(k)}n | ≥ |l^{(k)}_{n+1}|. Budem govorit~, qto mnoßestvo E_1 podqineno mnoßestvu E_2, E_1 ≺ E_2, esli vypolneny sledu¸wie sootnoxeniØ:

|l^{(1)}_1 | = |l^{(2)}_1 |, |l^{(1)}_2 | = |l^{(2)}_2 |, · · · , |l^{(1)}_{m−1}| = |l^{(2)}_{m−1}|, |l^{(1)}_m | < |l^{(2)}_m |.

Opixem kandidata na naimen~xee mnoßestvo vo vvedennom nami uporØdoqenii.

Opredelenie 5. Pust~ fiksirovany duga okrußnosti J i posto-

ØnnaØ d iz usloviØ ω-poristosti. Kanoniqeskim ω-poristym mnoßestvom my budem nazyvat~ mnoßestvo E_∗, postroennoe po sledu¸wemu pravilu: J = J_{1,1} ∪ L_{0,1} ∪ J_{1,2},

dugi J_{1,1} i J_{1,2} nazovem raboqimi dugami pervogo pokoleniØ, a L_{0,1} – dugoæ dopolneniØ nulevogo pokoleniØ, vse oni polnost~¸ opredeleny sledu¸wimi ravenstvami: 1) d · ω(|L_{0,1}|) = ω(|J|), 2) |J_{1,1}| = |J_{1,2}|. Na kaßdoæ raboqeæ duge k-go pokoleniØ procedura povtorØetsØ: J_{k,m} = J_{k+1,2m−1} ∪ L_{k,m} ∪ J_{k+1,2m}, 1) d · ω(|L_{k,m}|) = ω(|J_{k,m}|), 2) |J_{k+1,2m−1}| = |J_{k+1,2m}|. Predloßenie 2. Pust~ fiksirovany duga okrußnosti J i po-

stoØnnaØ d iz usloviØ ω-poristosti. Togda na mnoßestve vseh ω-poristyh mnoßestv s postoØnnoæ d v uslovii ω-poristosti naimen~xim mnoßestvom ØvlØetsØ kanoniqeskoe, t.e. ono podqineno vsem ostal~nym.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem ω-poristoe mnoßestvo E, udovle-

tvorØ¸wee usloviØm predloßeniØ. Pust~ {l_n} – dugi dopolneniØ fftogo mnoßestva (numeraciØ monotonnaØ). Opredelenie ωporistosti pozvolØet sqitat~, qto vse l_n soderßatsØ v J, v protivnom sluqae ih moßno podrezat~ po J. Voz~mem sootvetstvu¸- wee kanoniqeskoe mnoßestvo E_∗ i oboznaqim dugi ego dopolneniØ qerez {l^∗_n}. Zametim, qto po postroeni¸ |l^∗_{2k} | = · · · = |l^∗_{2k+1−1}|, poskol~ku req~ idet o dugah odnogo pokoleniØ.

132 A. M. KOTOQIGOV

Dokazatel~stvo provoditsØ po indukcii. Nam budet udobna sledu¸waØ terminologiØ: budem govorit~, qto duga dopolneniØ

l_n centrirovana, esli ona raspoloßena na ravnom rasstoØnii ot

blißaæxih sosednih dug s men~ximi nomerami.

Iz opredeleniØ ω-poristosti i kanoniqeskogo mnoßestva sleduet, qto |l_1| ≥ |l^∗_1|. Sluqaæ, kogda neravenstvo strogoe, trivialen, tak kak ffto oznaqaet, qto E_∗ ≺ E. OstaetsØ rassmotret~ sluqaæ |l_1| = |l^∗_1|. Pokaßem, qto esli duga l_1 ne centrirovana, to E_∗ ≺ E. Pust~ J = j_l ∪ l_1 ∪ j_r. Esli uslovie centrovki naruxeno, to ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto

|j_r| > |J_{1,1}| = |J_{1,2}|. Pust~ l_p – naibol~xaØ iz dug dopolne-

niØ, leßawaØ na j_r. Uslovie ω-poristosti garantiruet, qto

d · ω(|l_p|) ≥ ω(|j_r|) > ω(|J_{1,1}|) = d · ω(|l^∗_1|). Uslovie monotonnosti nu-

meracii garantiruet, qto |l_2| ≥ |l_p|. Monotonnost~ funkcii ω pozvolØet ob¨edinit~ ffti neravenstva i poluqit~ ocenku |l_2| > |l^∗_2| i, sledovatel~no, sootnoxenie E_∗ ≺ E. Otmetim, qto poputno my dokazali, qto libo E_∗ ≺ E, libo dugi l_1 i l^∗_1 sovpada¸t.

Sdelaem indukcionnoe predpoloßenie: pust~ dugi l_p i l^∗_p poparno sovpada¸t pri p = 1, · · · , m − 1. Nado pokazat~, qto togda libo E_∗ ≺ E, libo dugi l_m i l^∗_m sovpada¸t. Sovpadeni¸ dug moßet prepØtstvovat~ razliqie dlin (|l_m| > |l^∗_m|) ili otsutstvie centrovki. Vozmoßnost~ nesovpadeniØ, svØzannu¸ s razliqnymi sposobami numeracii vnutri odnogo pokoleniØ, my iskl¸qaem, provodØ, esli neobhodimo, perenumeraci¸. Pervyæ sluqaæ trivialen, i ostaetsØ pokazat~, qto v otsutstvii centrovki E_∗ ≺ E. Podberem qislo r tak, qto 2^{r−1} ≤ m < 2^r. ˚sno, qto vse naibol~- xie dugi dopolneniØ mnoßestva E, leßawie na raboqih dugah (r − 1)-go pokoleniØ kanoniqeskogo mnoßestva, ime¸t tu ße (minimal~nu¸) dlinu, qto i duga l_m. Pol~zuØs~ otmeqennoæ vyxe svobodoæ v numeracii dug odinakovoæ dliny, my moßem sqitat~, qto vse dugi l_p, m < p < 2^r, – ffto naibol~xie dugi na raboqih intervalah (r − 1)-go pokoleniØ. Esli predpoloßit~, qto vydelennaØ nami duga l_m ne centrirovana, to, rassußdaØ, kak i v naqale dokazatel~stva, na bol~xeæ iz raboqih dug, primyka¸wih k l_m, my naædem dugu l_s, s ≥ 2^r, taku¸, qto |l_s| > |l^∗_q |,

q ≥ 2^r, t.e. bol~xe dliny dug r-go pokoleniØ dlØ E_∗. Prodela-

em taku¸ operaci¸ dlØ vseh necentrirovannyh dug iz spiska l_p,

m < p < 2^r. Naibol~xaØ iz voznikxih pri fftom dug budet imet~

nomer 2^r, tak kak numeraciØ monotonna, i pri fftom sohranitsØ

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 133 ocenka |l_2r | > |l^∗_q |, q ≥ 2^r, t.e. my dokazali, qto E_∗ ≺ E, tak kak

|l_p| = |l^∗_p|, p = 1, · · · , 2^r − 1, i |l_2r | > |l^∗_2r |. �

Pokaßem teper~, qto veliqina σ_ω({l_n}) dostigaet naibol~xego znaqeniØ na kanoniqeskom mnoßestve. Faktiqeski my dokaßem, qto l¸boe ω-poristoe mnoßestvo s postoØnnoæ d v uslovii poristosti moßno za sqet posledovatel~nosti lokal~nyh perenosov, t.e., uveliqivaØ σ_ω({l_n}), peredelat~ v kanoniqeskoe mnoßestvo s temi ße ω i d.

Predloßenie 3. Pust~ J – duga okrußnosti, E – ω-poristoe

mnoßestvo s postoØnnoæ d v uslovii poristosti. Pust~ E_∗ – kanoniqeskoe ω-poristoe mnoßestvo, postroennoe na duge J, s toæ ße postoØnnoæ d. Togda spravedliva ocenka ∫ J |dz| ω(dist(z, E)) ≤ ∫ J |dz| ω(dist(z, E_∗)) . Dokazatel~stvo. V predloßenii 2 dokazano, qto libo situaciØ

vyroßdena i E = E_∗, libo naædetsØ qislo m takoe, qto |l_1| = |l^∗_1|, · · · , |l_{m−1}| = |l^∗_{m−1}|, |l_m| < |l^∗_m|. Togda ∑_{m−1} 1 |l_n| = ∑_{m−1} 1 |l^∗_n|, a tak kak po postroeni¸ ∑_∞ 1 |l_n| = ∑_∞ 1 |l^∗_n|, to ∑_∞ m |l_n| = ∑_∞ m |l^∗_n|. Vvedem oboznaqenie δ^{(1)} = |l_m|−|l^∗_m|,

togda ∑ n>m |l_n| + δ^{(1)} = ∑ n>m |l^∗_n|. Naædem naimen~xee qislo m_1

takoe, qto 1) m_1 > m, 2) |l_{m1} | < |l^∗_{m1} |. Perenesem dugu razmera

δ_{m1} ot dugi l_m k duge l_{m1} , zdes~ δ_{m1} = δ^{(1)}, esli |l_{m1} | + δ^{(1)} ≥ |l^∗_{m1} |,

ili δ_{m1} = |l^∗_{m1} | − |l_{m1} | v protivnom sluqae. Sohranim dlØ novoæ sistemy dug preßnee oboznaqenie {l_n} i zametim, qto iz predloßeniØ 1 sleduet, qto v hode preobrazovaniØ veliqina

σ_ω(E, J) = σ_ω({l_n}) mogla tol~ko uveliqit~sØ. Esli realizoval-

sØ sluqaæ |l_{m1} |+δ^{(1)} ≥ |l^∗_{m1} |, to neizrashodovannu¸ qast~ izbytka

δ^{(1)} nado perenosit~ dal~xe. Poloßim δ^{(2)} = δ^{(1)} − δ_{m1} . Naædem

naimen~xiæ nomer m_2 takoæ, qto 1) m_2 > m_1, 2) |l_{m2} | < |l^∗_{m2} |. Kak i na predyduwem fftape, opredelim razmer perenosimoæ dugi δ_{m2} . Budem deæstvovat~ takim obrazom do teh por, poka ne umen~xim dlinu dugi l_m do razmera dugi l^∗_m. �to vozmoßno v silu ravenstva ∑_∞ m |l_n| = ∑_∞ m |l^∗_n|. Dalee my proverim, net li

sovpadeniØ poluqennogo nabora dug {l_n} s naborom dug kanoniqeskogo mnoßestva i, esli net, povtorim tu ße proceduru s novym

134 A. M. KOTOQIGOV naborom dug {l_n}. Takim obrazom, uveliqivaØ vsØkiæ raz veliqinu σ_ω({l_n}), my dostignem nabora dug dopolneniØ kanoniqeskogo mnoßestva {l^∗_n}. � Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy, nado proverit~ neravenstvo (7) dlØ kanoniqeskogo mnoßestva. Vvedem vspomogatel~nye oboznaqeniØ. Pust~ q nekotoroe qislo, 0 < q < 1. Opredelim qisla α_n ravenstvom ω(α_n) = q^n.

Predloßenie 4. DlØ regulØrnogo modulØ nepreryvnosti spraved-

liva ocenka_α ∫ 0 dx ω(x) ≤ C α ω(α) . Dokazatel~stvo. Rassmotrim vnaqale sluqaæ α = αN (ω(αN ) =

q^N ): α_N∫

0 dx ω(x) = ∑ n≥N α_n∫

α_n+1 dx ω(x) ≍ ∑ n≥N q^{−n}(α_n − α_{n+1}) ≍ ∑ n≥N q^{−n}α_n ≍ α_N q^N ∑ n≥N q^{N−n} α_n α_N ≤ α_N q^N ∑ n≥N q^{Δ(N−n)} ≍ α_N ω(α_N ) . V obwem sluqae naædem qislo N takoe, qto α_N < α < α_{N−1}. Ocenim predvaritel~no integral po promeßutku [α_N , α]: α − α_N q^{N−1} ≤ α∫ α_N dx ω(x) ≤ α − α_N q^N . Esli α ≥ 2α_N , to ∫_α α_N dx ω(x) ≍ q −N α ≍^α_{ω(α)} . Esli ße α ≤ 2α_N ,to α ≍ α_N i dalee^α_{ω(α)} ≍^{αN}_{ω(αN )} . Ots¸da legko sleduet nußnaØ ocenka v

obwem sluqae. � Nam potrebu¸tsØ nekotorye sootnoxeniØ dlØ dug dopolneniØ kanoniqeskogo mnoßestva. Napomnim, qto ono stroilos~ po pokoleniØm. U pokoleniØ s nomerom k imeetsØ 2^k ravnyh meßdu soboæ raboqih intervalov, dlinu kaßdogo iz kotoryh my oboznaqim qerez a_k, i stol~ko ße dopolnitel~nyh intervalov dliny b_k. Osnovnye sootnoxeniØ dlin intervalov zaloßeny v konstrukcii kanoniqeskogo mnoßestva: d · ω(b_k) = ω(a_k), dopolnitel~nye intervaly raspoloßeny po centru raboqih.

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 135

Predloßenie 5. Esli ω – regulØrnyæ modul~ nepreryvnosti, a

parametr q vybran tak, qto postoØnnaØ v uslovii poristosti udovletvorØet neravenstvu d > q^{−2}, to spravedliva ocenka b_k ≤ a_k · q^{1+Δ}.

Dokazatel~stvo. Iz usloviæ predloßeniØ vytekaet ocenka ω(bk)

= ω(a_k)/d ≤ q^2ω(a_k). Pust~ a_k ∈ [α_n, α_{n−1}], togda ω(a_k) ∈ [q^n, q^{n−1}],

i, sledovatel~no, ω(b_k) ≤ q^{n+1}. Znaqit b_k ≤ α_{n+1}, i s uqetom ocenki dlØ a_k my poluqim b_k/a_k ≤ α_{n+1}/α_n ≤ q^{1+Δ}. �

Sledstvie 2. V usloviØh predyduwego predloßeniØ spravedliva

ocenka

b_k ≤ q^{1+Δ}a_0 ( 1 − q^{1+Δ} 2 )_k . Dokazatel~stvo. Po postroeni¸ a1 =^{a0−b0}_2 , i po predyduwemu

predloßeni¸ b_0 ≤ q^{1+Δ}a_0, b_1 ≤ q^{1+Δ}a_1 ≤ q^{1+Δ}a_0^{1−q1+Δ}_2 . ProdolßaØ ffti ocenki, poluqim trebuemoe. �

Vse gotovo dlØ togo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 2. Predloßenie 6. Esli ω – regulØrnyæ modul~ nepreryvnosti, to

spravedliva ocenka ∫ J |dz| ω(dist(z, E)) ≤ C |J| ω(|J|) . Dokazatel~stvo. Vyberem parametr q tak, qto d > q^{−2}, q > ( 1 − 2^{−1/Δ}

)_{1/(1+Δ)} ; (8)

zdes~ d – postoØnnaØ v uslovii poristosti (opredelenie 2) i Δ – postoØnnaØ iz usloviØ regulØrnosti (opredelenie 3). Zapixem integral kak summu integralov po dugam dopolneniØ mnoßestva

E_∗ i vospol~zuemsØ tem, qto vnutri pokoleniæ dliny otrezkov

ravny; poluqim: ∫ J |dz| ω(dist(z, E)) = ∞∑ k=0 2^k b_k∫

0 dx ω(x) .

136 A. M. KOTOQIGOV Ocenim integraly na osnovanii predloßeniØ 3: ∫ J |dz| ω(dist(z, E)) ≤ ∞∑ k=0 2^k b_k ω(b_k) . Dal~neæxie ocenki prohodØt na osnovanii regulØrizacii slagaemyh v summe. Poloßim ~b_k = q^{1+Δ}a_0

(_{1−q1+Δ} 2 )_k . Sledstvie 2 garantiruet ocenku b_k ≤ ~b_k. Tak kak funkciØ^x_{ω(x)} vozrastaet, to v ime¸weæsØ ocenke moßno zamenit~ b_k na ~b_k: ∫ J |dz| ω(dist(z, E)) ≤ ∞∑ k=0 2^k ~b_k ω(~b_k) = ∑ n≥N q^{−n} ∑ k∈K_n 2^k~b_k, zdes~ N vybrano tak, qto |J| = a_0 ∈ [α_{N+1}, α_N ] i K_n = {k : α_{n+1} ≤

~b_k < α_n}. DlØ ocenki vnutrennih summ (geometriqeskih progres-

siæ) dostatoqno ocenit~ pervoe slagaemoe v kaßdoæ iz nih. Vyqislim s fftoæ cel~¸ qisla k_n – naimen~xie fflementy mnoßestv

K_n: ~b_{kn} ≍ α_n, k_n ≍ log (_{αn} a0q1 ) log (_{1−q1} 2 ) , q_1 = q^{1+Δ}.

Ocenim pervoe slagaemoe v kaßdoæ iz vnutrennih summ: 2^{kn}~b_{kn} ≍ ( α_n a_0q_1

) 1_{log}

(^1�^{q1}_2 ) · α_n =

Cα ı_{1−log}ı_2

1�q_1 ȷȷ n ≤ Ca_0q^n ı_{1−log}ı_2 1�q_1 ȷȷ 1 . VernemsØ k ocenke summy v celom: ∑ n≥N q^{−n} ∑ k∈K_n 2^kβ_k ≤ Ca_0 ∑ n≥N q^{−n}q^n ı_{1−log}ı_2 1�q_1 ȷȷ 1 . Posledn¸¸ summu moßno zapisat~ v vide ∑ n≥N q^{nσ}, gde σ = ( Δ · log

(_1 1−q1 ) − 1 ) / log^2_{1−q1} . Vtoroe iz usloviæ (8) garantiru-

et, qto σ > 0, i vnov~ summa ocenivaetsØ qerez pervoe slagaemoe

q^{Nσ} = q^{−N} q^{N(1+Δ)} ı_{1−log}ı_2

1�q_1 ȷȷ . OstaetsØ zametit~, qto qislo N

STRUKTURA MNOȷESTV SVOBODNO` INTERPOL˚CII 137

vybrano tak, qto q^{N(1+Δ)}

ı_{1−log}ı_2 1�q_1 ȷȷ ≍ |J| i q^{−N} ≍ ω(|J|). S uqe- tom fftih zameqaniæ my poluqaem ocenku ∫ J |dz| ω(dist(z,E)) ≤ C |J| ω(|J|) . � Neravenstvo (7) faktiqeski dokazano, tak kak dlØ l¸bogo ω-poristogo mnoßestva soglsano predloßeni¸ 3 σ_ω(J, E) ≤

σ_ω(J, E_∗), a pravaØ qast~ neravenstva dopuskaet nußnu¸ ocenku

po predloßeni¸ 6. Teorema 2 polnost~¸ dokazana.

Literatura

1. L. Carleson, An interpolation problem for bounded analytic functions. — Amer.

Math. J., 80 (1958), 547– 553.

2. W. Rudin, Boundary values of continious analytic functions. — Proc. Amer.

Math. Soc., 7 (1956), 345–357.

3. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ analitiqeskimi funkciØmi, gladkimi vplot~ do granicy. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 30 (1972), 167–169.

4. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ analitiqeskimi funkciØmi, gladkimi vplot~ do granicy, II. — Zap. nauqn. semin. LOMI, 47 (1974), 170–171.

5. E. M. Dyn~kin, Mnoßestva svobodnoæ interpolØcii dlØ klassov Gœl~- dera. — Mat. sb., 109 (1979), 107–128.

6. N. A. Xirokov, SvobodnaØ interpolØciØ v prostranstvah C^A_{r,ω} . — Mat.

sb., 117 (1982), 337–358.

7. A. M. Kotoqigov, InterpolØciØ v prostranstvah analitiqeskih funkciæ, opredelØemyh modulem nepreryvnosti. — Teor. funkc., funkc. analiz i ih priloß., vyp. 41 (1984), 77–91.

Kotochigov A. M. Structure of free interpolation sets for analytic function spaces determined by a modulus of continuity.

We describe how of boundary interpolation sets changes between the disk-algebra and Hölder spaces of analytic functions. For the disk-algebra, an interpolation set is a set of zero measure, and for Hölder classes of order α it is a porous set. For the Hölder-type classes corresponding to a modulus of continuity ω, a certain condition of ω-porosity turns out to be necessary for free interpolation. Every set of zero measure is ω-porous for some ω. We prove also a Muckehoupt-type inequality that may be of use for the proof of the sufficiency of the ω-porosity condition.

Postupilo 23 oktØbrØ 2002 g.

SPbG�TU

E-mail: kam@peterlink.ru