Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 290, 2002 g.

N. A. Xirokov

OBRATNA˚ TEOREMA PRIBLIȷENI˚ NA BESKONEQNOM OB˙EDINENII OTREZKOV

1. OboznaqeniØ i formulirovki. Cel~¸ nastoØweæ raboty

ØvlØetsØ harakteristika gladkosti funkcii, horoxo priblißaemoæ funkciØmi ffksponencial~nogo tipa, kotoraØ v qastnom sluqae daet “pravil~nu¸” obratnu¸ teoremu, sootvetstvu¸wu¸ prØmoæ teoreme iz [1]; krome togo, vpervye poluqeno opisanie prostranstva Gœl~dera na promeßutke, men~xem 2π, v terminah skorosti priblißeniØ trigonometriqeskimi polinomami.

V dal~neæxem E =^∞ ⋃ n=−∞ [a_n, b_n], gde otrezki [a_n, b_n] udovletvo-

rØ¸t usloviØm 0 < c_1 6 b_n − a_n 6 c_2, 0 < c_3 6 a_{n+1} − b_n 6 c_4 s postoØnnymi c_j , ne zavisØwimi ot n. SleduØ P. M. Tamrazovu [2, gl. 1], dlØ funkcii f, opredelennoæ na E, zadadim razdelennye raznosti sledu¸wim obrazom:

f(z_0, z_1) = f(z_1) − f(z_0)

z_1 − z_0

, (1.1) f(z_0, . . . , z_k) = f(z_1, . . . , z_k) − f(z_0, . . . , z_{k−1}) z_k − z_0 , z_ν ≠ z_μ pri ν ≠ μ. Kak i v [1], nam potrebuetsØ masxtabiru¸waØ funkciØ τ , τ (x) = (x − a_n)(b_n − x) pri x ∈ [a_n, b_n], n ∈ Z.

Rassmatrivaemye klassy funkciæ zada¸tsØ s pomow~¸ funkcii H(x, s), x ∈ E, s > 0, oblada¸weæ sledu¸wimi svoæstvami: pri fiksirovannom s funkcii H(x, s) ograniqeny po x; pri fiksirovannom x funkciØ H(x, s) ne ubyvaet po s; suwestvu¸t postoØnnye c_5, c_6 i postoØnnye M i q, ne zavisØwie ot x, s i t, takie, qto spravedlivy sootnoxeniØ c_5H(x, s) 6 H(y, s) 6 c_6H(x, s), |y − x| 6 s, H(x, ts) 6 M t^q H(x, s), t > 1, s > 0. (1.2)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 02-01-00267. 168

OBRATNA˚ TEOREMA PRIBLIȷENI˚ 169

Poloßim, dalee, λ_σ (x) = σ^{−1} √ τ (x) + σ^{−2}, x ∈ E, σ > 0, i oboznaqim qerez B_σ klass celyh funkciæ ffksponencial~nogo tipa ne vyxe σ, ograniqennyh na R.

Teorema 1. Predpoloßim, qto funkciØ f, opredelennaØ na E, ta-

kova, qto suwestvuet nekotoraØ postoØnnaØ c_f , ne zavisØwaØ ot x ∈ E i σ > 0 i takaØ, qto dlØ vsØkogo σ > 0 naædetsØ funkciØ φ_σ ∈ B_σ , dlØ kotoroæ vypolneno |f(x) − φ_σ(x)| 6 c_f H(x, λ_σ(x)), x ∈ E. (1.3) Togda dlØ k > q, gde q vzØto iz (1.2), i l¸bogo mnoßestva toqek x_j ∈ E, x_0 < . . . < x_k, takih, qto c(x_k−x_0) 6 min_{ν≠l} |x_ν−x_l|, vypolneno sootnoxenie |f(x_0, . . . , x_k)| 6 c_7(f, c, k) H(x_0, x_k − x_0) (x_k − x_0)^k

, (1.4)

gde veliqina f(x_0, . . . , x_k) opredelena v (1.1).

DlØ qastnogo sluqaØ funkcii H poluqaetsØ obratnoe utverßdenie k tomu prØmomu, kotoroe opublikovano v [1]. DlØ necelogo α > 0 qerez Λ^α(E) oboznaqim klass funkciæ, ograniqennyh na E i udovletvorØ¸wih na E uslovi¸ Gœl~dera porØdka α.

Teorema 2. Pust~ Hα(x, s) = s^α, gde α > 0, α – neceloe. Togda,

esli vypolneno uslovie (1.3) teoremy 1 dlØ funkciæ H_α i f, to f ∈ Λ^α(E).

S pomow~¸ teoremy 2 i osnovnogo utverßdeniØ v [1] okazyvaetsØ vozmoßnym poluqit~ opisanie prostranstva Gœl~dera Λ^α(−ω, ω) porØdka α na promeßutke [−ω, ω], ω < π, s pomow~¸ trigonometriqeskih polinomov.

Teorema 3. Pust~ 0 < ω < π, α > 0, α – neceloe. DlØ togo, qtoby

f ∈ Λ^α(−ω, ω), neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri n = 1, 2, . . . naxelsØ trigonometriqeskiæ polinom T_n stepeni ne vyxe n takoæ, qto |f(x) − T_n(x)| 6 c_f n^{−α} (√ n^{−2} + ω^2 − x^2 )_α , |x| 6 ω, (1.5) gde v (1.5) postoØnnaØ c_f ne zavisit ot x i n.

170 N. A. XIROKOV

2. Geometriqeskie svoæstva funkcii B. ˚. Levina dlØ mnoßestva E. Pust~ mnoßestvo E udovletvorØet usloviØm p. 1.

B. ˚. Levinym v [3] byla opredelena funkciØ g_E(x) so sledu- ¸wimi svoæstvami:

1) g_E(z) garmoniqna v C \ E, g_E (z) > 0, z ∈ C \ E; 2) g_E(x) = 0, x ∈ E, lim_{|y|→+∞} g_E (x + iy) · |y|^{−1} = 1.

Pust~ L_n(ρ), 0 < ρ^2 < c_3/4, – ffllips s fokusami v toqkah a_n i b_n i prohodØwiæ qerez toqki a_n − ρ^2 i b_n + ρ^2.

Lemma 1. Suwestvuet postoØnnaØ c8, zavisØwaØ lix~ ot cj , 1 6 j 6 4, takaØ, qto pri z ∈ Ln(ρ) vypolneny ocenki

g_E (z) 6 c_8ρ. (2.1)

Dokazatel~stvo. Pust~ Ln – ffllips, sofokusnyæ ffllipsu Ln(ρ)

i prohodØwiæ qerez toqki a_n − c_3/2, b_n + c_3/2, i pust~ funkciØ w = ψ_n(z) otobraßaet dvuhsvØznu¸ oblast~, ograniqennu¸ ffllipsom L_n i otrezkom [a_n, b_n], na kol~co k_n = {w : 1 < |w| < R_n}. V silu naxih predpoloßeniæ o mnoßestve E suwestvu¸t takie postoØnnye c_j, ne zavisØwie ot n, qto | Im z| 6 c_9, esli z ∈ L_n, i 1 < c_{10} 6 R_n 6 c_{11}. Iz teoremy Levina [3] sleduet, qto suwestvuet postoØnnaØ c_{12}, zavisØwaØ lix~ ot c_j , 1 6 j 6 4, j = 9, takaØ, qto g_E (x) 6 c_{12}, esli | Im z| 6 c_9. V qastnosti, g_E (z) 6 c_{12} pri z ∈ L_n. Rassmotrim funkci¸ u_n(w) = g_E(ψ^{−1}_n (w)), opredelennu¸ v kol~- ce k_n i nepreryvnu¸ vplot~ do graniqnyh okrußnosteæ kol~ca k_n. Funkcii u_n garmoniqny v k_n, i v silu citirovannyh svoæstv funkcii g_E (z) udovletvorØ¸t usloviØm u_n(w) = 0 pri |w| = 1, u_n(w) 6 c_{12}, |w| = R_n. Po principu maksimuma my poluqaem ocenku u_n(w) 6 c_{12}(log R_n)^{−1} log |w| 6 c_{12}(log c_{10})^{−1} log |w|. Analiz formuly, zada¸weæ otobraßenie ψ_n, pokazyvaet, qto s nekotoroæ postoØnnoæ c_{13}, ne zavisØweæ ot n, vypolneno |ψ_n(z)| 6 1 + c_{13}ρ, z ∈ L_n(ρ). SoedinØØ dve poslednie ocenki, poluqaem (2.1). �

3. Dokazatel~stvo teorem 1 i 2.

Lemma 2. Pust~ φ ∈ Bσ, σ > 1, i pri x ∈ E v oboznaqeniØh p. 1

vypolnØetsØ uslovie |φ(x)| 6 H(x, λ_σ(x)). (3.1)

OBRATNA˚ TEOREMA PRIBLIȷENI˚ 171 Togda suwestvuet postoØnnaØ c_{14}, zavisØwaØ ot c_j, 1 6 j 6 13, takaØ, qto spravedlivy ocenki

|φ^{(k)}(x)| 6 c_{14}H ( x, λ_σ(x) ) · λ^{−k}_σ (x), x ∈ E. (3.2) Dokazatel~stvo. Preßde vsego otmetim, qto usloviØ (1.2) pri |y − x| = ts, t > 1, vlekut H(y, s) 6 H(y, ts) 6 c_6H(x, ts) 6

6 c6M t^qH(x, s) = c6M^{(|y − x|}_s^{)q} H(x, s),

i potomu pri s_1 = t_1s, t_1 > 1, imeem

H(y, s_1) 6 M t^q_1H(y, s) 6 c_6M^2 ( s_1 s )_q( |y − x| s )_q H(x, s). (3.3) V qastnosti, uqityvaØ opredelenie funkcii λ_σ (x) i (3.3), poluqaem, qto s nekotoroæ postoØnnoæ M_1, ne zavisØweæ ot x, y i σ, spravedlivy neravenstva

H(y, λ_σ (y)) 6 c_6M^2 ( λ_σ (y) λ_σ (x) + 1 )_q( |y − x| λ_σ (x) + 1 )_q H ( x, λ_σ(x) ) 6

6 M1^{(|y − x|}_{λσ(x)} + 1^{)2q}H^(x, λσ(x)^), x ∈ E. (3.4)

Oboznaqim qerez v_σ (x) garmoniqesku¸ v C \ E funkci¸, oblada- ¸wu¸ tem svoæstvom, qto v_σ(x) 6 c log(1 + |x|) i v_σ (x) = log H(x, λ_σ(x)), x ∈ E. (3.5) TakaØ funkciØ suwestvuet i edinstvenna.

Lemma Tamrazova [2, gl. 2] i (3.4) vlekut, qto s nekotoroæ postoØnnoæ A, ne zavisØweæ ot x i z, spravedlivo neravenstvo

v_σ (z) 6 log ( A |x − z| λ_σ(x) + 1 )_q + v_σ (x), z ∈ C \ E, x ∈ E. (3.6) Uslovie φ ∈ B_σ vleqet sootnoxenie log |φ(x + iy)| 6 σ|y| + const , potomu iz principa maksimuma nahodim, qto log |φ(z)| 6 v_σ(z) + σg_E (z), z ∈ C \ E. (3.7)

172 N. A. XIROKOV

Esli poloßit~ ρ = 1/σ, to iz lemmy 1, (3.5) i (3.6), (3.7) poluqaem ocenku

log |φ(z)| 6 log H(x_0, λ_σ(x_0)) + c_{15}, z ∈ E_n(ρ), (3.8)

gde v (3.8) x_0 – blißaæxaØ k z toqka na [a_n, b_n]. Pofftomu pri ρ = 1/σ iz (3.8) i (3.4) zakl¸qaem, qto

|φ(z)| 6 c_{15}M_1 ( |y − x_∗| λ_σ(x_∗) + 1 )_{2q} H(x_∗, λ_σ (x_∗)), z ∈ E_n(ρ), x_∗ ∈ [a_n, b_n]. (3.9)

Esli v sootnoxenii (3.9) zafiksirovat~ x_∗ ∈ [a_n, b_n] i opØt~ primenit~ k funkcii φ, rassmatrivaemoæ vnutri ffllipsa E_n(ρ), lemmu Tamrazova [2, gl. 2] i neravenstvo (3.9), to naædem, qto spravedliva ocenka

|φ(ξ)| 6 c_{16}(x_∗, λ_σ(x_∗)), |ξ − x_∗| = λ_σ (x_∗). (3.10)

Teper~ trebuemye neravenstva (3.2) ØvlØ¸tsØ sledstviØmi ocenki (3.10) i formuly Koxi dlØ φ^{(k)}, qto i zakanqivaet dokazatel~stvo lemmy 2. �

Dokazatel~stvo teoremy 1. Poskol~ku funkciØ f ograniqe-

na na E, moßno rassmatrivat~ lix~ sluqaæ, kogda x_0, . . . , x_k ∈ [a_n, b_n]. Pust~ x_k − x_0 = δ, togda x_{j+1} − x_j > cδ. Vyberem σ iz ravenstva λ_σ (x_0) = δ. Ograniqennost~ funkcii f pozvolØet polagat~, ne umalØØ obwnosti, qto σ > 2 (inaqe δ > δ_0(c, c_j) > 0, i neravenstva (1.4) zavedomo vypolneny). Pust~ φ_σ, φ_{σ/2}, . . . , φ_{σ/2}L – funkcii, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm (1.3), vybrany tak, qto 2^L 6 σ < 2^{L+1}, ψ_ν = φ_{σ/2}ν�1 − φ_{σ/2}ν , ν = 1, . . . , L. Togda

φ_σ =^L ∑ ν=1 ψ_ν + φ_{σ/2}L ,

f(x_0, . . . , x_k) = (f − φ_σ)(x_0, . . . , x_k) + φ_σ(x_0, . . . , x_k) =

= (f − φ_σ )(x_0, . . . , x_k) + L∑ ν=1 ψ_ν (x_0, . . . , x_k) + φ_{σ/2}L (x_0, . . . , x_k)^{def}=

def= T + L∑ ν=1 s_ν + R. (3.11)

OBRATNA˚ TEOREMA PRIBLIȷENI˚ 173

Ocenka qlena T . V silu svoæstv funkcii H imeem

H(x_j , λ_σ(x_j)) 6 c_{17}H(x_0, λ_σ(x_0)). (3.12) Tak kak |u(x_0, . . . , x_k)| 6 2^k min 06j6k−1^{(xj+1 − xj)k} max 06ν6k^{|u(xν)|,} (3.13)

to (1.3), (3.12), (3.13) vlekut ocenku |T | 6 c_{18}(f, c, k) H(x_0, x_k − x_0) (x_k − x_0)^k

. (3.14)

Ocenka summy^{∑L}_{ν=1} sν . Iz togo, qto ψν = (φ_{σ/2}ν�1 −f)−(φ_{σ/2}ν −f),

i iz (1.3) nahodim, qto |ψ_ν(x)| 6 c_{19}H ( x, λ_{σ/2}ν (x) ) , x ∈ E. (3.15) Tak kak spravedlivo neravenstvo (sm. [2, gl. 1]) |u(x_0, . . . , x_k)| 6 const max_{y∈[x0,xk]} |u^{(k)}(y)|, to (3.2), (1.2) vlekut |s_ν | 6 c_{20}(k, c) max_{y∈[x0,xk]} H(y, λ_{σ/2}ν (y)) (λ_{σ/2}ν (y))^k 6

6 c21^{(δ−1λσ/2ν (x0))q H(x0, δ)}

λ^k_{σ/2ν} (x_0)

= c_{21} ( λ_{σ/2}ν (x_0) λ_σ(x_0) )_{q−k} H(x_0, δ) δ^k 6

6 c222^{−ν(k−q) H(x0, δ)}_{δk} ,

i pofftomu | |^L ∑ ν=1 s_ν | | 6 c23^{H(x0, xk − x0)} (x_k − x_0)^k

. (3.16)

Ocenka qlena R. V silu vybora L imeem 1 6 σ/2^L < 2. Ograni-

qennost~ funkcii f i sootnoxenie (1.3) vlekut ocenku | φ_{σ/2}L (x) | 6 c24, x ∈ E. (3.17)

174 N. A. XIROKOV

Iz (3.17) i teoremy Levina [3] nahodim, qto

|φ(x)| 6 c_{25}, x ∈ R. (3.18)

Teper~ (3.16), (3.17) i klassiqeskaØ teorema S. N. Bernxteæna [4, gl. 4] vlekut | φ_{σ/2}L (x_0, . . . , x_k) | 6 const max_{y∈[x0,xk]}^|φ^{(k)}_{σ/2}L (y)^| 6

6 c26^{( σ}_{2L}^{)k} 6 c27. (3.19)

SootnoxeniØ (3.11), (3.14), (3.17) i (3.19) dokazyva¸t teoremu 1. �

Dokazatel~stvo teoremy 2 sleduet iz teoremy 1 i togo obsto-

Øtel~stva, qto sootnoxenie (1.4) pri k > α vleqet f ∈ Λ^α(E).

�

4. Dokazatel~stvo teoremy 3.

Dostatoqnost~. Poloßim a_n = −ω + 2πn, b_n = ω + 2πn, n =

0, ±1, ±2, . . ., i pust~ E_0 =^∞ ⋃ n=−∞ [a_n, b_n]. Mnoßestvo E_0 udovle-

tvorØet usloviØm teoremy 1. Rasprostranim funkci¸ f na vse mnoßestvo E_0 2π-periodiqeski. Togda l¸boæ trigonometriqeskiæ polinom T_n – ffto 2π-periodiqeskaØ funkciØ iz B_n, i sootnoxeniØ (1.5) oznaqa¸t, qto spravedlivy ocenki priblißeniØ, zapisannye v vide

|f(x) − T_n(x)| 6 c^′_1λ^α_n(x), x ∈ E_0. (4.1)

Teper~ v oboznaqeniØh dokazatel~stva teoremy 1 pri k > α nahodim n iz sootnoxeniØ λ_{n+1}(x_0) < δ 6 λ_n(x_0) i polagaem ψ_ν = T_{[n/2}ν�1_] − T_{[n/2}ν_], ν = 1, . . . , L. Dalee dokazatel~stvo v silu naliqiØ (4.1) provoditsØ v toqnosti kak v (3.11)–(3.19) i daet neravenstvo |f(x_0, . . . , x_k)| 6 c^′_2(x_k − x_0)^{α−k}, qto ffkvivalentno (sm. [2, gl. 1]) uslovi¸ f ∈ Λ^α(E_0), t.e. f ∈ Λ^α([−ω, ω]).

Neobhodimost~. Mnoßestvo E_0 opredeleno vyxe, funkciØ f rasprostranena na nego 2π-periodiqno. Po teoreme iz [1] dlØ vsØkogo n suwestvuet funkciØ φ_n ∈ B_n takaØ, qto

|f(x) − φ_n(x)| 6 c^′_3λ^α_n(x), x ∈ E_0. (4.2)

OBRATNA˚ TEOREMA PRIBLIȷENI˚ 175

Otmetim, qto λ_n(x ± 2π) = λ_n(x), x ∈ E_0, pofftomu (4.2) i 2πperiodiqnost~ funkcii f vlekut |f(x) − φ_n(x ± 2π)| = |f(x ± 2π) − φ_n(x ± 2π)| 6

6 c^′_3λ^α_n(x ± 2π) = c^′_3λ^α_n(x), x ∈ E0. (4.3)

Pust~ U_{n,M} (x) = 1 2M + 1 M∑ ν=−M φ_n(x + 2νπ). Tak kak ‖ ‖φ_n(x)‖_L1_(R_) = ‖φ_n(x ± 2π)‖_L1_(R_), to ‖ U_{n,M} (x) ‖ L1_(R_) 6

6^1_{2M + 1}^{M∑}_{ν=−M}^‖φn(x + 2νπ)^‖_L1_(R_) =^‖φn^‖_L1_(R_). (4.4)

Krome togo, U_{n,M} ∈ B_n, qto vmeste s (4.4) pokazyvaet, qto U_{n,M} obrazu¸t po M normal~noe semeæstvo funkciæ, sledovatel~no, moßno vydelit~ posledovatel~nost~ M_l taku¸, qto U_{n,Ml} → T (z),

z ∈ C , pri fftom vnov~ iz (4.4) nahodim, qto |T (z)| = lim_{l→∞} |U_{n,Ml} (z)| 6 e^{n| Im z|} lim_{l→∞} ‖ U_{n,Ml} ‖ L1_(R_) 6

6 e^{n| Im z|‖}φn(x)^‖_L1_(R_), z ∈ C . (4.5)

Znaqit, T (z) ∈ B_n. Dalee U_{n,M} (x + 2π) − U_{n,M} (x) = = 1 2M + 1 M+1∑ ν=−M+1 φ_n(x + 2νπ) − 1 2M + 1 M∑ ν=−M φ_n(x + 2νπ) = (4.6)

= 1 2M + 1 ( φ_n ( x + 2(M + 1)π ) − φ_n ( x − 2M π )) → 0, M → ∞. Itak, (4.6) vleqet T (x + 2π) = T (x); vmeste s (4.5) ffto oznaqaet, qto T – trigonometriqeskiæ polinom stepeni ne vyxe n. Teper~ iz (4.3) nahodim, qto | f(x) − U_{n,Ml} (x) | = 1 2M_l + 1 | | M_l∑

ν=−M_l ( f(x + 2νπ) − φ_n(x + 2νπ) ) | | 6

176 N. A. XIROKOV

6^1_{2Ml + 1}(2Ml + 1)c^′_3λ^α_n(x) = c^′_3λ^α_n(x). (4.7)

PerehodØ v (4.7) k predelu l → ∞, nahodim, qto

|f(x) − T (x)| 6 c^′_3λ^α_n(x), x ∈ E_0. (4.8)

V qastnosti, neravenstva (4.8) spravedlivy pri x ∈ [−ω, ω], qto i trebovalos~. Neobhodimost~ dokazana. �

Literatura

1. N. A. Xirokov, Priblißenie celymi funkciØmi na beskoneqnoæ sisteme otrezkov. — Tr. SPb matem. ob-va 9 (2001), 191–198.

2. P. M. Tamrazov, Gladkosti i polinomial~nye priloßeniØ. Naukova dumka, Kiev 1975.

3. B. ˚. Levin, Maßoranty v klassah subgarmoniqeskih funkciæ. — Teor.

funkc., funkc. analiz i ih priloßeniØ 52 (1983), 3–33. 4. N. I. Ahiezer, Lekcii po teorii approksimacii. Nauka, M. 1965.

Shirokov N. A. Inverse approximation theorem on an infinite union of segments.

Let E =^∞ ⋃ n=−∞ [a_n, b_n], where a_n and b_n satisfy 0 < c_1 6 b_n − a_n 6 c_2,

0 < c_3 6 a_{n+1} − b_n 6 c_4, n = 0, ±1, ±2. Denote by B_σ the class of all entire functions of exponential type 6 σ bounded on the real axis. Under certain assumptions on the rate of approximation on E of a bounded function f by functions in B_σ (σ varies), we get some information about the smoothness of f.

Postupilo 25 oktØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet