Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

T. A. Bolohov OSOBENNOSTI PARAMETRIZACII

SU (N ) POL˚ ˚NGA–MILLSA

V rabote [1] predloßena samodual~naØ parametrizaciØ SU (2) polØ ˚nga–Millsa. V rezul~tate zameny peremennyh plotnost~ lagranßiana soderßit modifikaci¸ 4-mernoæ nelineænoæ σmodeli: L = (∂_μ⃗r)^2 − Λ(⃗r, ∂_μ⃗r × ∂_ν⃗r)^2 − V (⃗r), (1) v kotoroæ dinamiqeskaØ peremennaØ ⃗r prinimaet znaqeniØ v dvumernoæ sfere S^2 ≡ SU (2)/U (1). V rabotah [2], [3] dannyæ lagranßian issleduetsØ v kaqestve 4-mernoæ modeli oblada¸weæ ustoæqivymi solitonopodobnymi rexeniØmi.

V dannoæ stat~e privoditsØ abstraktnaØ shema obobweniØ fftoæ parametrizacii na sluqaæ SU (N ) polØ ˚nga–Millsa. Shema opiraetsØ na teoremy o suwestvovaniØ matriqnyh ob¨ektov razmera N × N , Øvnyæ vid kotoryh dostatoqno sloßen, no moßet byt~ poluqen s pomow~¸ komp~¸ternyh vyqisleniæ dlØ kaßdogo konkretnogo N .

Rezul~tat obobweniØ vkl¸qaet v sebØ modifikaci¸ plotnosti lagranßiana (1) dlØ neskol~kih vzaimodeæstvu¸wih meßdu soboæ poleæ, prinima¸wih znaqeniØ v dvumernoæ sfere

S^2 ≡ SU (2)/U (1).

Algebra Li su(N ) imeet rang r = N −1 i razmernost~ d = N^2 − 1. Pust~ h_η, η = 1, . . .r i λ^±_k , k = 1, . . .1/2(d−r) ffto, sootvetsvenno, bazis podalgebry Kartana i kornevye vektory, v predstavlenii udovletvorØ¸wem usloviØm:

tr h_ηh_ξ = 2δ_{ηξ} ,

tr λ^+_k λ^−_l = δ_{kl}, [h_η, λ^±_k ] = ±v_{ηk}λ^±_k , 35

36 T. A. BOLOHOV

[λ^+_k , λ^−_k ] = d^{kη}h_η,

[λ^+_k , λ^−_l ] = f^{klm}λ^+_m + f^{lkm}λ^−_m,

[λ^+_k , λ^+_l ] = g^{klm}λ^+_m, [λ^−_k , λ^−_l ] = −g^{klm}λ^−_m. Zdes~ i dalee po povtorØ¸wimsØ indeksam proizvoditsØ summirovanie, nekotorye summy ukazany Øvno. Pole ˚nga–Millsa, kak vektor prinima¸wiæ znaqeniØ v algebre Li su(N ) dopuskaet razloßenie

A_μ = ∑ η A^η_μh_η + ∑ k B^k_μλ^+_k + ∑ k B̄^k_μλ^−_k , gde A^η_μ ffto vewestvennye, a B^k_μ — kompleksnye veliqiny.

V gruppe kalibrovoqnyh preobrazovaniæ moßno vybrat~ abelevu podgruppu, poroßdaemu¸ ffksponentami fflementov (s koffficientami zavisØwimi ot koordinat) podalgebry Kartana algebry Li SU (N ). Deæstvie fftoæ podgruppy na pole A_μ vyglØdit sledu¸wim obrazom: A_μ → e^{iωη hη} A_μe^{−iωηhη} − ∂_μω_ηh_η. (2) Kalibrovoqnye preobrazovaniØ, proizvodimye takoæ podgruppoæ, dalee budem nazyvat~ abelevymi preobrazovaniØmi.

V stat~e [1] lagranßian SU (2) teorii ˚nga–Millsa vyraßaetsØ qerez veliqiny invariantnye otnositel~no abelevyh preobrazovaniæ. Pri opredelennom vybore novyh peremennyh poluqa¸wiæsØ lagranßian soderßit v sebe slagaemye (1).

Primenim fftu tehniku dlØ kalibrovoqnoæ gruppy SU (N ). Iz opredeleniØ (2) sleduet, qto abelevy preobrazovaniØ deæstvu¸t na polØ A^η_μ, B^k_μ sledu¸wim obrazom: A^η_μ → A^η_μ − ∂_μω_η, B^k_μ → e^{iωηvηk} B^k_μ. (3) Ots¸da vidno, qto po otnoxeni¸ k fftim preobrazovaniØm A^η_μ ØvlØ¸tsØ abelevymi kalibrovoqnymi, a B^k_μ – zarØßennymi polØmi.

PreobrazovaniØ (2) poroßda¸t abelevy kovariantnye proizvodnye:

∇_μB^k_ν = ( (∂_μ + iA^η_μh_η·)A_μ ) k= (∂_μ + iv_{ηk}A^η_μ)B^k_ν .

OSOBENNOSTI PARAMETRIZACII 37 Zapixem plotnost~ lagranßiana polØ ˚nga-Millsa qerez komponenty A^η_μ i B^k_μ:

L = − tr ([∂_μ + iA_μ, ∂_ν + iA_ν ])^2 = 2 ∑ η ( ∂_μA^η_ν − ∂_νA^η_μ + id^{jη}(B^j_μB̄^j_ν − B̄^j_μB^j_ν )

)_2

+2 ∑ k |∇_μB^k_ν − ∇_νB^k_μ +if^{lmk} (B^l_μB̄^m_ν − B̄^l_μB^m_ν ) + ig^{lmk} (B^l_μB^m_ν − B^l_ν B^m_μ )|^2 = 2 ∑ η (∂_μA^η_ν − ∂_ν A^η_μ)^2 + 4i ∑ η,k d^{kη}(∂_μA^η_ν − ∂_ν A^η_μ)(B^k_μB̄^k_ν − B̄^k_μB^k_ν ) − ∑ η ( d^{jη}(B^j_μB̄^j_ν − B̄^j_μB^j_ν )

)_2 + 4 ∑ k |∇_μB^k_ν |^2 − 4 ∑ k ∇_μB^k_ν ¯∇_νB̄^k_μ +2 ∑ k (f^{lmk} (B^l_μB̄^m_ν − B̄^l_μB^m_ν ) + g^{lmk} (B^l_μB^m_ν − B^l_ν B^m_μ ))^2 +4i ∑ k ∇_μB^k_ν (f^{lmk} (B^l_μB̄^m_ν − B̄^l_μB^m_ν )

+g^{lmk} (B^l_μB^m_ν − B^l_ν B^m_μ )) + k.s. (4)

DlØ togo qtoby izbavit~sØ ot slagaemyh 4 ∑ k ∇_μB^k_ν ¯∇_νB̄^k_μ naloßim sledu¸wie kalibrovoqnye usloviØ [4]:

∇_μB^k_μ = (∂_μ + iv_{ηk}A^η_μ)B^k_μ = 0.

Posle dobavleniØ k lagranßianu summy kvadratov vyraßeniæ stoØwih v levoæ qasti fftih usloviæ poluqim 4 ∫ ∑ k (−∇_μB^k_ν ¯∇_νB̄^k_μ + |∇_μB^k_μ|^2)

= 4i ∫ ∑ η,k d^{kη}(∂_μA^η_ν − ∂_ν A^η_μ)(B^k_μB̄^k_ν − B̄^k_μB^k_ν ).

�to vyraßenie daet dobavku ko vtoromu slagaemomu lagranßiana (4).

38 T. A. BOLOHOV

Rassmotrim slagaemye |∇_μB^k_ν |^2, igra¸wie rol~ kinetiqeskoæ ffnergii v lagranßiane polØ ˚nga-Millsa. Preobrazuem ih s pomow~¸ formuly dlØ kovariantnoæ proizvodnoæ: ∑ k |∇_μB^k_ν |^2 = ∑ k |(∂_μ + iv_{ηk}A^η_μ)B^k_ν |^2 = = ∑ k |∂_μB^k_ν |^2 + iv_{ηk}A^η_μ(∂_μB̄^k_ν B^k_ν − ∂_μB^k_ν B̄^k_ν ) + A^η_μv_{ηk}ρ^2_kv_{ξk}A^ξ_μ, gde ρ^2_k = B^k_ν B̄^k_ν .

Vvedem oboznaqeniØ

J^k_μ = iρ^{−1}_k (∂_μB̄^k_ν B^k_ν − ∂_μB^k_ν B̄^k_ν ),

Ω_{ηξ} = v_{ηk}ρ^2_kv_{ξk}. (5)

Opredelitel~ matricy Ω_{ηξ} ØvlØetsØ simmetriqnoæ formoæ plotnosteæ ρ_a porØdka r s poloßitel~nymi koffficientami. Dannyæ opredelitel~ bol~xe nulØ pri poloßitel~nyh plotnostØh

ρ_a, v fftom sluqae moßno vypolnit~ sledu¸wee preobrazovanie: ∑ k |∇_μB^k_ν |^2 = ∑ k |∂_μB^k_ν |^2 + ρ_kv_{ηk}A^η_μJ^k_μ + A^η_μΩ_{ηξ} A^ξ_μ = = ∑ k |∂_μB^k_ν |^2 + Ω_{ηξ}(A^η_μ + 1/2Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ_kJ^k_μ )(A^ξ_μ + 1/2Ω^{−1}_{ξκ} v_{κl}ρ_lJ^l_μ)− − 1/4J^k_μρ_kv_{ζk}Ω^{−1}_{ζκ} v_{κl} ρ_lJ^l_μ. Zdes~ voznikaet estestvennaØ zamena peremennyh

A^η_μ = A^η_μ + 1/2Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ_kJ^k_μ . (6)

Pokaßem, qto novye polØ A^η_μ ØvlØ¸tsØ abelevo-invariantnymi. DlØ fftogo rassmotrim deæstvie preobrazovaniæ (3) na tokovye polØ J^k_μ :

J^k_μ → J^k_μ + 2ρ_kv_{ηk}∂_μω_η. (7)

Vospol~zovavxis~ opredeleniem (5) matricy Ω poluqim

A^η_μ → A^η_μ − ∂_μω_η + 1/2Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ_kJ^k_μ + Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ^2_kv_{ξk}∂_μω_ξ = A^η_μ. (8)

Posle dobavleniØ i vyqitaniØ kvadratov (J^k_μ )^2 zapixem ishodnu¸ summu |∇_μB^k_ν |^2 v sledu¸wem vide

|∇_μB^k_ν |^2 = |∂_μB^k_ν |^2 −1/4(J^k_μ )^2 +A_μΩA_μ +1/4J^k_μ (δ_{kl} −ρ_kv_{ζk}Ω^{−1}_{ζκ} v_{κl}ρ_l)J^l_μ.

OSOBENNOSTI PARAMETRIZACII 39 Matrica P_{kl} = (δ_{kl} − ρ_kv_{ζk}Ω^{−1}_{ζκ} v_{κl}ρ_l) simmetriqna, sovpadaet so svoim kvadratom, i, kak legko uvidet~, ØvlØetsØ proektorom na ortogonal~noe dopolnenie k lineænoæ oboloqke vektorov (po indeksu k, bez summirovaniØ) ρ_kv_{ηk}, η = 1, . . .r. Spektral~naØ teorema dlØ ortogonal~nogo proektora pozvolØet vvesti v fftom dopolnenii ortonormirovannyæ vewestvennyæ bazis p^s_k, s = 1, . . . 1/2(d − r) − r, takoæ, qto P_{kl} = ∑ s p^s_kp^s_l , sledovatel~no ∑ k |∇_μB^k_ν |^2 = ∑ k (|∂_μB^k_ν |^2 − 1/4(J^k_μ)^2) + A_μΩA_μ + ∑ s (p^s_kJ^k_μ )^2. (9)

KaßdaØ iz summ p^s_kJ^k_μ ØvlØetsØ abelevo-invariantnoæ veliqinoæ. DlØ proverki fftogo vospol~zuemsØ formuloæ (7):

p^s_kJ^k_μ → p^s_kJ^k_μ + 2p^s_kv_{ηk}ρ_k∂_μω_η,

vtoroe slagaemoe zdes~ ravno nul¸ tak kak po postroeni¸ vektory p^s_k i ρ_kv_{ηk} ortogonal~ny pri l¸byh s = 1, . . . 1/2(d − r) − r, η = 1, . . . r. V sluqae obwego poloßeniØ kaßdaØ para vektorov B^k_μ, B̄^k_μ opredelØet ploskost~ v qetyrehmernom prostranstve-vremeni. Pust~ kompleksnye vektory e^k_μ, ē^k_μ zada¸t bazis v fftoæ ploskosti, to est~ podqinØ¸tsØ usloviØm:

e^k_μ, ē^k_μ : e^k_μe^k_μ = 0, e^k_μē^k_μ = 1. (10)

Togda, ispol~zuØ plotnosti ρ_k, dlØ vektorov B^k_μ moßno zapisat~ sledu¸wie razloßeniØ: B^k_μ = ρ_ke^{ivηkω} 0_{k+iρ}�1_{k p}s_{kτs} (cos α_ke^{iγk} e^k_μ + sin α_ke^{−iγk}ē^k_μ). (11)

Netrudno zametit~, qto abelevy kalibrovoqnye preobrazovaniØ (3) da¸t dobavki k uglam ω^′, a povorot bazisa e^k_μ, ē^k_μ privodit

40 T. A. BOLOHOV k izmeneni¸ ugla γ_k. S dannymi povorotami svØzan ewe odin nabor kalibrovoqnyh poleæ

Γ^k_μ = ie^k_ν ∂_μē^k_ν.

Pary (α_k, γ_k) ØvlØ¸tsØ uglami �ælera dlØ vektorov ⃗t_k, prinima¸wih znaqenie v ediniqnoæ sfere S^2: ⃗t_k = sin 2α_k cos 2γ_k − sin 2α_k sin 2γ_k cos 2α_k

, t^+_k = 1 2 sin 2α_ke^{2iγk} , t^−_k = 1 2 sin 2α_ke^{−2iγk} . V stat~e [1] pokazano, qto pervaØ summa v pravoæ qasti vyraßeniØ (9) moßet byt~ zapisana v sledu¸wem vide: ∑ k ( (∂_μρ_k)^2 +ρ^2_k (|∂_μe^k_ν|^2 −(Γ^k_μ)^2 +t^+_k (∂_μe^k_ν )^2 +t^−_k (∂_μē^k_ν )^2)+ρ^2_k (∇_μ⃗t_k)^2 ) , (12) gde (∇_μ⃗t_k)_m = ∑ n (δ^{mn}∂_μ + 2ε^{mn3}Γ^k_μ)(t_k)^n.

Podstavim razloßenie (11) v tokovye veliqiny J^k_μ , togda dlØ summy p^r_kJ^k_μ poluqitsØ sledu¸wee vyraßenie:

p^s_kJ^k_μ = 2 ∑ k ( p^s_kρ_k cos 2α_k∂_μγ_k − p^s_kp^t_k∂_μτ_s )

= 2 ∑ k p^s_kρ_k cos 2α_k(∂_μγ_k + Γ^k_μ) − 2∂_μτ_s. (13)

V rezul~tate podstanovki zameny peremennyh (6) v pervye slagaemye lagranßiana (4) voznika¸t tenzory

H^η_{μν} = 1/2(∂_μΩ^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ_kJ^k_ν − ∂_ν Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ_kJ^k_μ ),

kotorye, kak sleduet iz formuly (8), ØvlØ¸tsØ abelevo-invari-antnymi veliqinami. Bolee togo, raskrytie tokovyh veliqin J^k_μ pokazyvaet, qto vsledstvii ortogonal~nosti vektorov p^r_k i v_{ηk}ρ_k tenzory H^η_{μν} takße ne zavisØt i ot uglov τ_s:

H^η_{μν} = 1/2Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ^2_k ( t^k_3(∂_μΓ^k_ν − ∂_ν Γ^k_μ) + (⃗t_k, ∇_μ⃗t_k × ∇_ν⃗t_k) ) . (14)

OSOBENNOSTI PARAMETRIZACII 41 Pri vyvode fftoæ formuly predpolagaetsØ, qto plotnosti ρ_k, po sravneni¸ s peremennymi ⃗t_k i e^k_μ, ØvlØ¸tsØ medlenno menØ¸wimisØ veliqinami.

Teper~ ob¨edinim formuly (12), (13), (14) i v rezul~tate pervye tri slagaemye plotnosti lagranßiana (4) moßno perepisat~ v sledu¸wem vide: 2 ∑ η (∂_μA^η_ν − ∂_ν A^η_μ − H^η_{μν} )^2 +8i ∑ η,k d^{kη}(∂_μA^η_ν − ∂_νA^η_μ − H^η_{μν} )t^3_k(e^k_μē^k_ν − e^k_νē^k_μ) −2 ∑ η (∑ k t^3_k(e^k_μē^k_ν − e^k_νē^k_μ)

)_2 + ∑ s ( p^s_kρ_k cos 2α_k(∂_μγ_k + Γ^k_μ) − ∂_μτ_s)^2 ∑ k ( (∂_μρ_k)^2 + ρ^2_k(|∂_μe^k_ν |^2 − (Γ^k_μ)^2 + t^+_k (∂_μe^k_ν )^2

+t^−_k (∂_μē^k_ν)^2) + ρ^2_k(∇_μ⃗t_k)^2 ) . (15)

Dannoe vyraßenie soderßit sledu¸wee obobwenie model~nogo lagranßiana (1): 1/2 ∑ η ( Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ^2_k(⃗t_k, ∇_μ⃗t_k × ∇_ν⃗t_k) )_2

−2 ∑ η Ω^{−1}_{ηζ} v_{ζk}ρ^2_k(⃗t_k, ∇_μ⃗t_k × ∇_ν⃗t_k) ( ∂_μA^η_ν − ∂_ν A^η_μ + 4it^3_k(e^k_μē^k_ν − e^k_νē^k_μ) )

+ ∑ k ρ^2_k(∇_μ⃗t_k)^2 + ∑ s ( p^s_kρ_k cos 2α_k(∂_μγ_k + Γ^k_μ) − ∂_μτ_s)^2 + V (⃗t_k).

(16)

Osobennost~¸ kalibrovoqnoæ gruppy SU (N ) pri N > 2 ØvlØetsØ zavisimost~ lagranßiana ot uglov τ_s i kvadratov tokovyh veliqin p^s_kJ^k_μ .

K nedostatkam nastoØweæ stat~i moßno otnesti otsutstvie issledovaniØ poslednih dvuh summ lagranßiana (4). PredpolagaetsØ, qto oni da¸t vklad tol~ko v potencial~nu¸ ffnergi¸

V (⃗t_k) i ne okazyva¸t suwestvennogo vliØniØ na rexeniØ poro-

ßdaemye plotnost~¸ lagranßiana (16).

Avtor vyraßaet blagodarnost~ L. D. Faddeevu za predloßennu¸ dlØ issledovaniØ zadaqu.

42 T. A. BOLOHOV

Literatura

1. L. D. Faddeev, A. Niemi, Aspects of electric-magnetic duality in SU(2) Yang{Mills

theory. — Phys. Lett. B525 (2002), 195–200.

2. L. D. Faddeev, Quantization of solitons. — Preprint IAS print-75-QS70 (1975). 3. L. D. Faddeev, A. Niemi, — Nature 387, (1997), 58. 4. G. ’t Hooft, — Nucl. Phys. B190 (1981), 455;

Nucl. Phys. B138 (1978), 1;

A. M. Polyakov, — Nucl. Phys. B120 (1977), 429.

Bolokhov T. A. On decomposition of the SU(N) Yang–Mills field. Several aspects of extension of the Faddeev–Niemi decomposition for the SU(2) Yang–Mills field to the case of SU(N) gauge group are discussed.

Postupilo 8 dekabrØ 2002 g.