Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

V. V. Borzov, E. V. Damaskinskiæ

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA–ȷIRARDELLO DL˚ OSCILL˚TORA GEGENBAUERA

1. Vvedenie

VaßnaØ rol~ kogerentnyh sostoØniæ [1, 2] v sovremennoæ kvantovoæ fizike (osobenno, v kvantovoæ optike) obweizvestna [3–5]. V qastnosti, kogerentnye sostoØniæ suwestvenno ispol~zu¸tsØ pri opredelenii i vyqislenii funkcional~nyh integralov [6, 7]. Vaßnu¸ rol~ kogerentnye sostoØniØ igra¸t i v kvantovoæ teorii polØ, naprimer, pri issledovanii infrakrasnyh rashodimosteæ v kvantovoæ fflektrodinamike [8]. KoncepciØ kogerentnyh sostoØniæ okazalas~ poleznoæ takße v matematiqeskoæ fizike, v teorii predstavleniæ i v nekotoryh drugih razdelah matematiki. Kogerentnye sostoØniØ vpervye byli vvedeny v rabote �. Xredingera [9], kak nerasplyva¸wiesØ volnovye pakety s kvazi-klassiqeskim povedeniem, i v posledu¸wie gody izredka ispol~zovalis~ pri rexenii otdel~nyh zadaq kvantovoæ mehaniki. SituaciØ rezko izmenilas~ posle poØvleniØ rabot Glaubera [10, 11], Klaudera [12] i Sudarxana [13], primenivxih ffti sostoØniØ k opisani¸ kollektivnyh Øvleniæ v kvantovoæ optike (sm., naprimer, [3]). V posledu¸wie 40 let poØvilos~ ogromnoe qislo publikaciæ posvØwennyh izuqeni¸, ispol~zovani¸ i mnogoqislennym obobweniØm kogerentnyh sostoØniæ.

Vvedœnnye dlØ bozonnogo oscillØtora (gruppa Geæzenberga) kogerentnye sostoØniØ v nastoØwee vremØ opredeleny dlØ xirokogo klassa kvantovyh fiziqeskih sistem (v tom qisle i kvantovo-polevyh), a takße dlØ sistem, svØzannyh s drugimi gruppami (v tom qisle i s supergruppami). Kogerentnye sosto- ØniØ mogut byt~ opredeleny dlØ kvantovyh grupp, a takße pri razliqnyh deformaciØh (obobweniØh) ffksponenty. ObxirnaØ i

�to issledovanie vypolneno pri finansovoæ podderßke RFFI grant No. 00-01-00500. 43

44 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` ves~ma polnaØ bibliografiØ teoretiqeskih issledovaniæ, otnosØwihsØ k kogerentnym sostoØniØm, sßatym sostoØniØ i ih vsevozmoßnym obobweniØm, imeetsØ v [14].

V nastoØwee vremØ izvestno neskol~ko sposobov opredeleniØ kogerentnyh sostoØniæ:

1) kak sobstvennyh sostoØniæ operatora uniqtoßeniØ: a|z⟩ =

z|z⟩, z ∈ C (v fftom sluqae ih obyqno nazyva¸t kogerentnye sostoØniØ tipa Baruta–ȷirardello, poskol~ku v rabote [15] ffto opredelenie bylo pereneseno na sluqaæ nekompaktnyh grupp);

2) kak rezul~tata deæstviØ unitarnogo operatora sdviga

D(z) = e^{za† −z∗a} na vydelennyæ vektor prostranstva sostoØniæ

(obyqno vakuum Foka |0⟩): |z⟩ = D(z)|0⟩ (kogerentnye sostoØniØ tipa Perelomova, aktivno izuqavxego ffti sostoØniØ v issledovaniØh, summirovannyh v [1]);

3) kak sostoØniæ, minimiziru¸wih sootnoxenie neopredelennosti Geæzenberga (ili Geæzenberga–Robertsona);

4) kak sostoØniæ, udovletvorØ¸wih nekotorym estestvennym usloviØm (kogerentnye sostoØniØ tipa Klaudera-Gazo [16, 17]).

Vse ffti opredeleniØ v sluqae bozonnogo oscillØtora poroßda¸t odno i toße semeæstvo kogerentnyh sostoØniæ, odnako ffto ne tak v obwem sluqae.

V rabotah avtorov [18–22] razvit novyæ podhod k postroeni¸ kogerentnyh sostoØniæ, svØzannyæ s konstrukcieæ, predloßennoæ v rabote [23], algebr obobwœnnyh oscillØtorov, poroßdaemyh proizvol~nymi sistemami ortonormirovannyh polinomov, kotorye igra¸t v fftom sluqae tu ße rol~, qto i polinomy �rmita v sluqae standartnogo bozonnogo oscillØtora. Imenno, po zadannoæ sisteme ortogonal~nyh mnogoqlenov kanoniqeskim obrazom opredelØetsØ oscillØtoro-podobnaØ sistema: vvodØtsØ operatory koordinaty, impul~sa, kvadratiqnyæ gamil~tonian (spektr kotorogo opredelØetsØ kofffficientami rekurretnyh sootnoxeniæ dlØ fftih ortogonal~nyh mnogoqlenov) i lestniqnye operatory roßdeniØ i uniqtoßeniØ, udovletvorØ¸wie perestanovoqnym sootnoxeniØm deformirovannoæ algebry bozonnogo oscillØtora. �to pozvolØet, v principe, osuwestvit~ postroenie kogerentnyh sostoØniæ (l¸bym iz, ukazannyh vyxe, qetyrœh sposobov) kak v sluqae klassiqeskih ortogonal~nyh mnogoqlenov, tak i dlØ ih razliqnyh q-analogov. V konkretnyh situaciØh osnovnye osloßneniØ svØzany s neobhodimost~¸ pri

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 45 postroenii mer rexat~ sootvetstvu¸wie klassiqeskie problemy momentov i gromozdkost~¸ vyqisleniæ trebuemyh pri vyraßenii konkretnyh rezul~tatov qerez standartnye special~nye funkcii.

�ta shema postroeniØ semeæstv kogerentnyh sostoØniæ realizovana v rabotah avtorov [18–21] dlØ kogerentnyh sostoØniØ tipa Baruta–ȷirardello i Klaudera–Gazo, svØzannyh s polinomami �rmita, Lagerra, Leßandra i Qebyxeva. Kl¸qevym momentom v fftih issledovaniØh, tak ße kak i v dannoæ rabote, ØvlØetsØ rexenie sootvetstvu¸weæ klassiqeskoæ problemy momentov [24] (sm. takße [25]), neobhodimoæ dlØ postroeniØ mery, uqastvu¸weæ v razloßenii edinicy – odnogo iz vaßneæxih svoæstv kogerentnyh sostoØniæ.

V dannoæ rabote my postroim semeæstvo kogerentnyh sostoØniæ, svØzannyh s naibolee populØrnym qastnym sluqaem polinomov ˚kobi – ul~trasferiqeskimi mnogoqlenami P^{(α,α)}n (x) (ili mnogoqlenami Gegenbauera). Budet pokazano, qto pri konkretnyh znaqeniØh parametra α vosproizvodØtsØ, poluqennye avtorami ranee, rezul~taty, otnosØwiesØ k polinomam Leßandra

(α = 0) [18] i Qebyxeva (α = ±^1_2 ) [19]. Tak kak v [19] postro-

enie mery, uqastvu¸weæ v formule razloßenii edinicy dlØ kogerentnyh sostoØniæ oscillØtora Qebyxeva, izloßeno nedostatoqno podrobno my privedem ffto postroenie v §4. Nekotorye napravleniØ dal~neæxego razvitiØ poluqennyh rezul~tatov budut izloßeny v poslednem paragrafe.

2. OscillØtor Gegenbauera

Izvestno, qto mnogoqleny ˚kobi P^{(α,β)}(x) (α > −1; β > −1) moßno opredelit~ ih vyraßeniem qerez gipergeometriqesku¸ funkci¸ P^{(α,β)} n (z) = ( n + α n ) 2F_1 ( −n, n + α + β + 1 α + 1 | | 1 2 (1 − z) ) , (1)

gde gipergeometriqeskaØ funkciØ_2F_1 (_{a,b} c | z ) opredelØetsØ sootnoxeniem

2F_1 ( a, b c | |z ) = ∞∑ n=0 (a)_n(b)_n (c)_n z^n n! , (2)

46 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` a (a)_n – simvol Pohgammera (sdvinutyæ faktorial) opredelœn po (a)_n =

Γ(a + n) Γ(a)

= a(a + 1) · . . . · (a + n − 1), (a)_0 = 1; n ≥ 1. (3)

Zdes~ a, b, c – proizvol~nye kompleksnye parametry, a argument z prinimaet kompleksnye znaqeniØ. ZamenØØ v (1) neotricatel~- nyæ celoqislennyæ indeks n na proizvol~noe kompleksnoe qislo ν, poluqaem funkci¸ P^{(α,β)} ν (z) =

Γ(ν + α + 1) Γ(ν + 1)Γ(α + 1)^2

F_1 ( −ν, ν + α + β + 1 α + 1 | | 1 2 (1 − z) ) , (4)

kotoru¸ estestvenno nazvat~ funkcieæ ˚kobi.

V nastoØweæ rabote my ograniqimsØ rassmotreniem qastnogo sluqaØ α = β, tak kak v obwem sluqae mnogoqlenov ˚kobi

(α ≠ β) dokazatel~stvo formuly razloßeniØ edinicy dlØ soot-

vetstvu¸wih kogerentnyh sostoØniæ trebuet znaqitel~no bolee trudoœmkoæ i gromozdkoæ tehniki raboty s obobwœnnymi gipergeometriqeskimi rØdami_4F_3.

V rassmatrivaemom sluqae (α = β) mnogoqleny ˚kobi perehodØt v ul~trasferiqeskie polinomy P^{(α,α)} n (x) =

(α + 1)_n

n!^2

F_1 ( −n, n + 2α + 1 α + 1 | | 1 2 (1 − x) ) , (5)

kotorye s toqnost~¸ do normirovki sovpada¸t s polinomami Gegenbauera C^λ_n (x):

(2λ)_n P^{(λ− 12 ,λ− 12 )} n (x) = ( λ + 1 2 ) n C^λ_n(x). (6)

Ul~trasferiqeskie mnogoqleny pri α > −1 ortogonal~ny na otrezke [1; −1]: 1∫ −1 P^{(α,α)} n (x)P^{(α,α)}_m (x)(1 − x^2)^αdx = d^2_nδ_{n,m}, n, m ≥ 0, (7)

s normirovoqnoæ postoØnnoæ

d^2_n = 2^{2α+1}

(Γ(n + α + 1))^2 (2n + 2α + 1)n!Γ(n + 2α + 1) , n ≥ 0. (8)

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 47 Obrazuem gil~bertovo prostranstvo

H_α = L^2 ( [−1, 1]; d^{−2}_0 (1 − x^2)^αdx ) , (9)

natØnutoe na ortonormirovannoe semeæstvo funkciæ { ψ^α_n (x) ≡ ψ_n(x) }_∞ n=0: |n⟩ = ψ_n(x) = d_0 d_n · P^{(α,α)}_n (x), n ≥ 0. (10) Ispol~zuØ izvestnoe rekurrentnoe sootnoxenie dlØ ul~trasferiqeskih polinomov, poluqaem

xψ_n(x) = b_nψ_{n+1}(x) + b_{n−1}ψ_{n−1}(x), n ≥ 0; ψ_0(x) = 1, (11) gde b_n = √ (n + 1)(n + 2α + 1) (2n + 2α + 1)(2n + 2α + 3)

, n ≥ 0; b_{−1} = 0. (12)

My budem rassmatrivat~ gil~bertovo prostranstvo H_α kak prostranstvo Foka dlØ oscillØtoro-podobnoæ sistemy, kotoru¸ budem nazyvat~ oscillØtorom Gegenbauera. Operator koordinaty X dlØ oscillØtora Gegenbauera opredelim kak operator umnoßeniØ na argument v prostranstve H_α. Deæstvie fftogo operatora X na fflementy bazisa v prostranstve H_α opisyvaetsØ formuloæ (11). Izvestno (sm., naprimer, [24]), qto operator X v gil~bertovom prostranstve H_α suwestvenno samosoprØßen. V dal~neæxem uslovimsØ oboznaqat~ samosoprØßennyæ operator X, ØvlØ¸wiæsØ zamykaniem operatora X, tem ße simvolom X.

Operator impul~sa P v H_α opredelim sootnoxeniem P ψ_n(x) = i ( b_nψ_{n+1}(x) − b_{n−1}ψ_{n−1}(x) ) , n ≥ 0. (13)

Nesloßno proverit~, qto na fflementah bazisa { |n⟩ = ψ_n(x) }_∞ n=0 v H_α ffti operatory udovletvorØ¸t kommutacionnym sootnoxeniØm [X, P ]|n⟩ = 2i ( b_n^2 − b_{n−1}^2 ) |n⟩. (14) Dalee opredelim lestniqnye operatory

a^{(+)} = 1 √ 2 (X − iP ), a^{(−)} = 1 √ 2 (X + iP ). (15)

48 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` kotorye deæstvu¸t na fflementah bazisa |n⟩ v H_α soglasno formulam

a^{(+)}|n⟩ = √ 2b_n|n + 1⟩, a^{(−)}|n⟩ = √ 2b_{n−1}|n − 1⟩ (16) i udovletvorØ¸t na fftih fflementah sootnoxeniØm kommutacii [ a^{(−)}, a^{(+)} ] = 1 i [ X, P ] . (17)

Opredelim dalee operator N , numeru¸wiæ fflementy bazisa, i gamil~tonian H formulami N |n⟩ = n|n⟩, (18) H = X^2 + P^2 = a^{(+)}a^{(−)} + a^{(−)}a^{(+)}. (19)

Nesloßno proverit~, qto gamil~tonian H ØvlØetsØ samosoprØßennym operatorom v prostranstve Foka H_α s sobstvennymi znaqeniØmi

λ_0 = 2b_0^2, λ_n = 2 ( b_{n−1}^2 + b_n^2 ) , n ≥ 1. (20)

Itak, oscillØtor Gegenbauera polnost~¸ opredelœn (sm. detali podobnyh postroeniæ v bolee obwem sluqae proizvol~nogo deformirovannogo oscillØtora v [23]). Otmetim, qto rassmotrennye nami ranee oscillØtory Leßandra [18] i Qebyxeva [19] ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi oscillØtora Gegenbauera, pri

α = 0 i α = −^1_2 (ili α =^1_2 ), sootvetstvenno.

3. Kogerentnye sostoØniØ tipa Baruta–ȷirardello dlØ oscillØtora Gegenbauera

DlØ oscilØtoropodobnyh sistem kogerentnye sostoØniØ tipa Baruta–ȷirardello opredelØ¸tsØ kak sobstvennye sostoØniØ operatora uniqtoßeniØ (ponißeniØ): a^{(−)}|z⟩ = z|z⟩. (21) V sluqae oscillØtora Gegenbauera imeem |z⟩ = N^{−1} ∞∑ n=0 z^n ( √ 2b_{n−1})! |n⟩, (22)

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 49 gde |n⟩ = Γ(α + 1) Γ(2(α + 1))Γ(n + α + 1) × × √ n!(2n + 2α + 1)Γ(n + 2α + 1) P^{(α,α)}_n (x), n ≥ 0. (23)

Otmetim, qto zdes~, i dalee v analogiqnyh vyraßeniØh, simvol ( √ 2b_{n−1})! oboznaqaet “faktorial po indeksu”: ( √ 2b_{n−1})! = ( √ 2b_{n−1}) · ( √ 2b_{n−2}) · . . . · ( √ 2b_0).

Normiru¸wiæ mnoßitel~ raven

N^2 = ∞∑ n=0 |z|^{2n} (2b^2_{n−1})!

. (24)

UqityvaØ (12), imeem

(2b^2_{n−1})! = 2^{−n}n!

(2α + 1)_n (α +^1_2 )_n(α +^3_2 )_n

, n ≥ 1, (25)

tak qto radius shodimosti rØda v formule (24) raven^{1√}_2 i

N^2 =_2F_1 ( α +^1_2 , α +^3_2 2α + 1 | |2|z|^2 ) . (26)

Zametim, qto dlØ oscillØtora Leßandra [18] (α = 0)

Legendreb2 n = (n + 1)^2 (2n + 1)(2n + 3)

, n ≥ 0,^{Legendre}b_{−1} = 0. (27) i N^2_{Legendre} =_2F_1

(_1

2 ,^3_2 1 | |2|z|^2 ) . (28)

Analogiqno, dlØ oscillØtora, svØzannogo s polinomami Qebyxeva 2-roda [19] (α =^1_2 ), imeem, sootvetstvenno

Chebyshev b2 n = 1 4 , n ≥ 0, (29) i N^2_{Chebyshev} =_2F_1 ( 1, 2 2 | |2|z|^2 ) = 1 1 − 2|z|^2 . (30)

50 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` ˚vnyæ vid kogerentnyh sostoØniæ (tipa Baruta–ȷirardello) dlØ oscillØtora Gegenbauera poluqaem podstavlØØ (26) v (22)

|z⟩ = 1 ( 1 − xz √ 2 )_{(α+} 3_{2 )} ·

2F_1 (_α 2 +^3_4 ,^α_2 +^5_4 α + 1 | |^{2z2(x2−1)} (1−xz^√2)^2 ) √ 2F_1 ( α +^1_2 , α +^3_2 2α + 1 | |2|z|^2 ) . (31)

DlØ sravneniØ privedœm poluqennye nami ranee vyraßeniØ dlØ kogerentnyh sostoØniæ oscillØtorov Leßandra i Qebyxeva

|z⟩_{Legendre} = 1 ( 1 − xz √ 2 ) 3_2 ·

2F_1

(_3

4 ,^5_4 1 | |^{2z2(x2−1)} (1−xz^√2)^2 ) √ 2F_1

(_1

2 ,^3_2 1 | |2|z|^2 ) , (32)

|z⟩_{Chebyshev} = 1 ( 1 − xz √ 2 )_2 ·

2F_1 ( 1,^3_{23} 2 | |^{2z2(x2−1)} (1−xz^√2)^2 ) √ 2F_1 ( 1, 2 2 | |2|z|^2 ) , (33)

V silu (30) i, uqityvaØ, qto

2F_1 ( 1,^3_{23} 2 | | 2z^2(x^2 − 1) ( 1 − xz √ 2 )_2 ) = ∞∑ n=0 [ 2z^2(x^2 − 1)

(1 − √ 2xz)^2 ]_n =

= (1 − √ 2xz)^2

1 − 2 √ 2xz + 2z^2

, (34)

sootnoxenie (33) moßno zapisat~ v vide

|z⟩_{Chebyshev} = √ 1 − 2|z|^2 1 − 2xz √ 2 + 2z^2

. (35)

Sledu¸waØ zadaqa sostoit v postroenii mery

dμ(|z|^2) = W (|z|^2)d^2z (36)

v razloßenii edinicy ∫∫ C 1_2 W (|z|^2)|z⟩⟨z|d^2z = 1, (37)

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 51 gde d^2z = d(Re z)d(Im z). Izvestno, (sm., naprimer, [26]), qto dlØ fftogo sleduet rexit~ klassiqesku¸ problemu momentov, ime¸- wu¸ v naxem sluqae vid 1 2∫ 0 t^nW (t)dt = 1 π (2b^2_{n−1})!, n ≥ 0. (38)

Ispol~zuØ (25), perepixem (38) v vide 1 2∫ 0 t^nW (t)dt = 1 π · n!(2α + 1)_n 2^n(α +^1_2 )_n(α +^3_2 )_n

, n ≥ 0. (39)

Zamena peremennyh τ = 2t daœt 1 2 1∫ 0 τ^nW ( 1 2 τ ) dτ =

= 1 π · Γ(α +^1_2 )Γ(α +^3_2 ) Γ(2α + 1) · Γ(n + 1)Γ(n + 2α + 1) Γ(n + α +^1_2 )Γ(n + α +^3_2 )

. (40)

Oboznaqiv ~W (τ ) = π 2 · Γ(2α + 1) Γ(α +^1_2 )Γ(α +^3_2 ) W ( 1 2 τ ), (41)

perepixem (40) v vide 1∫ 0 τ^n~W (τ )dτ = Γ(n + 1)Γ(n + 2α + 1) Γ(n + α +^1_2 )Γ(n + α +^3_2 )

. (42)

DlØ rexeniØ ukazannoæ problemy momentov rassmotrim integral (7.512.4) iz [27] 1∫ 0 x^{γ−1}(1 − x)^{ρ−1}_2F_1 ( ν, β γ | |x ) dx = Γ(γ)Γ(ρ)Γ(γ + ρ − ν − β) Γ(γ + ρ − ν)Γ(γ + ρ − β) , (43)

gde predpolagaetsØ, qto Re γ > 0, Re ρ > 0, Re(γ + ρ − ν − β) > 0.

52 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` VybiraØ sledu¸wie znaqeniØ parametrov

γ = 1, ρ = n + 2α + 1, ν = α − 1 2 , β = α + 3 2 , (44) i osuwestvlØØ zamenu peremennyh x = 1 − τ v fftom integrale, pri α > −^1_2 , poluqaem 1∫ 0 τ^{n+2α}_2F_1 ( α −^1_2 , α +^3_2 1 | |1 − τ ) dτ =

= Γ(1)Γ(n + 2α + 1)Γ(n + 1) Γ(n + α +^5_2 )Γ(n + α +^1_2 ) . (45)

Poskol~ku (sm. formulu (2))

P^{(0,2α)} 1 2 −α (x) = = Γ(^1_2 − α + 0 + 1) Γ(^1_2 − α + 1)Γ(0 + 1)^2

F_1 ( α −^1_2 ,^1_2 − α + 2α + 1 1 | | 1 2 (1 − x) ) = =_2F_1 ( α −^1_2 , α +^3_2 1 | | 1 2 (1 − x) ) , (46)

integral (45) prinimaet vid 1∫ 0 τ^{n+2α}P^{(0,2α)}_{12 −α} (2τ − 1)dτ =

= Γ(n + 1)Γ(n + 2α + 1) (n + α +^3_2 )Γ(n + α +^1_2 )Γ(n + α +^3_2 )

. (47)

UqityvaØ, qto P^{(α,β)} ν (1) =

Γ(ν + α + 1) Γ(ν + 1)Γ(α + 1)

tak, qto P^{(0,2α)}_{12 −α} (1) = 1, (48)

imeem lim τ→1^− τ^{α− 12} P^{(0,2α)}_{12 −α} (2τ − 1) = 1. (49)

Opredelim funkci¸ q(t) poloßiv

τ^{α− 12} P^{(0,2α)}_{12 −α} (2τ − 1) − 1 = 1∫ τ q(t)dt. (50)

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 53 DifferenciruØ ffto sootnoxenie po τ , naædœm funkci¸ q(τ ) na otrezke [0, 1] q(τ ) = − ( τ^{α− 12} P^{(0,2α)}_{12 −α} (2τ − 1) )_′ τ = = ( 1 2 − α ) τ^{α− 32} P^{(0,2α)}_{12 −α} (2τ − 1) − τ^{α− 12} ( P^{(0,2α)} 1 2 −α (2τ − 1 )_′ τ . (51)

UqityvaØ formulu dlØ proizvodnoæ gipergeometriqeskoæ funkcii d dz^2

F_1 ( a, b c | |z ) = a b c^2

F_1 ( a + 1, b + 1 c + 1 | |z ) , (52)

poluqaem

P^{(0,2α)} 1 2 −α (2τ − 1)^′_τ = ( α + 3 2 ) P^{(1,2α+1)}

− 12 −α (2τ − 1). (53)

PodstavlØØ (53) v (51) imeem

q(τ ) = ( 1 2 − α ) τ^{α− 32} P^{(0,2α)}_{12 −α} (2τ − 1)− − ( α + 3 2 ) τ^{α− 12} P^{(1,1+2α)}

−α− 12 (2τ − 1). (54)

Primenitel~no k sluqa¸ oscillØtora Leßandra [18] (α = 0) poluqaem:

q_{Legendre}(τ ) = 1 2 τ^{− 32} P^{(0,0)}_{12} (2τ − 1) − 3 2 P^{(1,1)}_{− 12} (2τ − 1). (55)

Pri vyvode funkcii q_{Legendre}(τ ) v [18] ispol~zovalas~ formula (8.832.1) iz [27]:

(z^2 − 1) d dz P_ν(z) = (ν + 1) [ P_{ν+1}(z) − zP_ν(z) ] , (56)

iz kotoroæ sleduet

P 1_2 (2τ − 1)^′_τ = 3 (2τ − 1)^2 − 1 [ P 3_2 (2τ − 1) − (2τ − 1)P 1_2 (2τ − 1) ] , (57)

qto daœt ffkvivalentnoe predstavlenie funkcii q_{Legendre}(τ ):

q_{Legendre}(τ ) =

(8τ − 5)P 1_2 (2τ − 1) − 3P 5_2 (2τ − 1)

2τ^{32} (τ − 1)

. (58)

54 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` VozvrawaØs~ k sluqa¸ oscillØtora Gegenbauera iz (47) i (50) poluqaem_1 ∫ 0 τ^{n+α+ 12}

(^1∫ τ q(t)t ) dτ + 1∫ 0 τ^{n+α+ 12} τ =

= Γ(n + 1)Γ(n + 2α + 1) (n + α +^3_2 )Γ(n + α +^1_2 )Γ(n + α +^3_2 )

. (59)

Posle integrirovaniØ po qastØm pervogo integrala v levoæ qasti sootnoxeniØ (59) poluqaem 1∫ 0 τ^{n+α+ 32} q(τ )dτ + 1 =

Γ(n + 1)Γ(n + 2α + 1) Γ(n + α +^1_2 )Γ(n + α +^3_2 )

. (60)

Iz sravneniØ fftoæ formuly i (42) sleduet, qto

~W (τ ) = τ^{α+ 3}2 q(τ ) + 2δ(τ − 1). (61)

S uqetom sootnoxeniØ

Γ(2α + 1) = 2^{2α}π^{− 12} Γ ( α + 1 2 ) Γ(α + 1) (62)

pri t = 2τ , prinima¸wem znaqeniØ iz promeßutka [0,^1_2 ), imeem

W (t) =

Γ(α +^3_2 ) √ π2^{2α−1}Γ(α + 1) ( 2^{α+ 32} t^{α+ 32} q(2t) + 2δ(2t − 1) ) , (63)

ili, prinimaØ vo vnimanie formulu (54), poluqaem

W (t) =

Γ(α +^3_2 ) √ π2^{2α−1}Γ(α + 1) [(1 2 − α ) 2^{2α}t^{2α}P^{(0,2α)}_{12 −α} (4t − 1)− − ( α + 3 2 ) 2^{2α+1}t^{2α+1}P^{(1,2α+1)}

− 12 −α (4t − 1) + 2δ(2t − 1) ] . (64)

Iz fftogo sleduet, qto mera dμ v razloßenii edinicy (37) ravna

dμ(|z|^2) =

2Γ(α +^3_2 ) √ πΓ(α + 1) {[( 1 2 − α ) |z|^{4α}P^{(0,2α)}_{12 −α} (4|z|^2 − 1)−

−2 ( 3 2 + α ) |z|^{4α+2}P^{(1,2α+1)} − 12 −α (4|z| 2 − 1) ] + 2δ(2|z|^2 − 1) } d^2z. (65)

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 55 DlØ oscillØtora Leßandra (α = 0) ffto sootnoxenie perehodit v

dμ_{Legendre}(|z|^2) = [ 1 2 P^{(0,0)}_{12} (4|z|^2 − 1)−

−3|z|^2P^{(1,1)}_{− 12} (4|z|^2 − 1) + 2δ(2|z|^2 − 1) ] d^2z. (66)

�to vyraßenie, kak netrudno zametit~, ffkvivalentno vyraße- ni¸ dμ_{Legendre}(|z|^2) = (67) = [(16|z|_2 − 5)P_1 2 (4|z|^2 − 1) − −3P 3_2 (4|z|^2 − 1) 2(2|z|^2 − 2)

+ 2δ(2|z|^2 − 1) ] d^2z,

poluqennomu v [18]. (Napomnim, qto d^2z = d(Re z)d(Im z).)

VyqislØØ perekrytie kogerentnyh sostoØniæ, poluqaem

⟨z_1|z_2⟩ = ∑_∞ n=0 (2z1z2)n(α+ 12 )n(α+ 32 )n (2α+1)nn! √ 2F_1 ( α +^1_2 , α +^3_2

2α + 1 | |2|z1|^2 ) 2F_1 ( α +^1_2 , α +^3_2 2α + 1 | |2|z2|^2 ) =

= 2F_1 ( α +^1_2 , α +^3_2 2α + 1 | |2z1z2 ) √ 2F_1 ( α +^1_2 , α +^3_2

2α + 1 | |2|z1|^2 ) 2F_1 ( α +^1_2 , α +^3_2 2α + 1 | |2|z2|^2 ) . (68)

Sootvetstvu¸wee vyraßenie v sluqae oscillØtora Leßandra poluqaetsØ pri α = 0 i sovpadaet s analogiqnym rezul~tatom iz [18].

Otmetim qto sootnoxenie (45), spravedlivoe pri α > −^1_2 iskl¸qaet iz rassmotreniØ sluqaæ polinomov Qebyxeva 1-roda

(α = −^1_2 ). Pofftomu dlØ polnoty izloßeniØ my privedœm zdes~

postroenie sootvetstvu¸weæ mery dlØ oscillØtora Qebyxeva, nedostatoqno podrobno izloßennoe v [19].

4. Kogerentnye sostoØniØ dlØ oscillØtora Qebyxeva V fftom paragrafe my opredelim kogerentnye sostoØniØ tipa Baruta–ȷirardello dlØ oscillØtoropodobnyh sistem, svØzannyh s polinomami Qebyxeva pervogo i vtorogo roda. Napomnim,

56 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` qto mnogoqleny Qebyxeva pervogo roda T_n(x) opredeleny pri

x ∈ [−1; 1] sootnoxeniem

T_n(x) = cos(nθ) = cos(n arccos x), n = 0, 1, . . . , θ = arccos x. (69)

Oni udovletvorØ¸t rekurrentnym sootnoxeniØm

T_{n+1}(x) = 2xT_n(x) − T_{n−1}(x). (70)

Mnogoqleny T_n(x) ortogonal~ny na otrezke [−1; 1] s vesovoæ funkcieæ h(x) = 1 √ 1 − x^2 = 1 sin θ

, x ∈ (−1; 1). (71)

Mnogoqleny Qebyxeva vtorogo roda U_n(x) opredeleny pri

x ∈ [−1; 1] sootnoxeniem

U_n(x) = sin((n + 1) arccos x) √ 1 − x^2 = sin((n + 1)θ) sin(θ)

n = 0, 1, . . . , θ = arccos x. (72)

Oni udovletvorØ¸t tem ße rekurrentnym sootnoxeniØm

U_{n+1}(x) = 2xU_n(x) − U_{n−1}(x). (73)

i ortogonal~ny na otrezke [−1; 1] s vesovoæ funkcieæ h(x) = √ 1 − x^2 = sin θ, x ∈ [−1; 1]. (74)

Rassmotrim gil~bertovy prostranstva

H_− 1_2 = L^2 ( [−1, 1]; dx π √ 1 − x^2 )

H 1_2 = L^2 ( [−1, 1]; 2 √ 1 − x^2dx π ) (75)

s bazisami poroßdaemymi mnogoqlenami Qebyxeva 1-go i 2-go roda

Ψ^{(− 12 )}_n (x) = √ 2T_n(x), n ≥ 1; Ψ^{(− 12 )}_0 (x) = T_0(x) = 1; (76)

Ψ^{(+ 12 )}_n (x) = U_n(x), n ≥ 0, (77)

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 57 sootvetstvenno. Perepixem rekurrentnye sootnoxeniØ (70) i (73) v vide (j = ∓^1_2 )

xΨ^{(j)}_n (x) = b^{(j)}_n Ψ^{(j)}_{n+1}(x) + b^{(j)}_{n−1}Ψ^{(j)}_{n−1}(x), n ≥ 0, b^{(j)}_{−1} = 0; (78) gde Ψ^{(j)}_0 (x) = 1; b^{(j)}_n = 1 2 , pri n ≥ 1, b^{(− 12 )}_0 = 1√ 2 , b^{( 12 )}_0 = 1 2 . (79)

Rekurrentnye sootnoxeniØ (78) opredelØ¸t v prostranstvah

H_∓ 1_2 deæstvie na fflementy bazisa operatora “koordinaty” X_∓ 1_2 .

Ukazannym vyxe sposobom (sm. §2), opredelim v prostranstvah H_∓ 1_2 sootvetstvu¸wie operatory “impul~sa” P_∓ 1_2 i kvadratiqnye “gamil~toniany” (operatory ffnergii)

H_∓ 1_2 = X^2_∓ 1_2 + P^2_∓ 1_2 (80)

V sootvetstvii s (20) spektr fftih operatorov ffnergii imeet vid

λ^{− 12}_0 = 1, λ^{12}_0 = 1 2 , λ^{∓ 12}_n = 1, n ≥ 1. (81)

RassmatrivaØ gil~bertovy prostranstva H_∓ 1_2 kak prostranstva Foka dlØ sootvetstvu¸wih “oscillØtorov Qebyxeva,” vvedœm v nih operatory roßdeniØ i uniqtoßeniØ a^±_∓ 1_2 i operator nomera sostoØniØ N_∓ 1_2

a^±_{∓ 12} = 1 √ 2 ( X_∓ 1_2 ∓ iP_∓ 1_2 ) , N_∓ 1_2 Ψ^{(∓ 12 )}_n (x) = nΨ^{(∓ 12 )}_n (x). (82)

Kogerentnye sostoØniØ tipa Baruta–ȷirardello (t.e. sobstvennye sostoØniØ operatora uniqtoßeniØ) dlØ oscillØtora Qebyxeva 1-roda v prostranstve H_− 1_2 opredelØ¸tsØ ravenstvom

|z⟩_{(I)} = N^{−1}_{(I)} ∞∑ n=0 z^n √ 2^nT_n(x), (83)

gde normiru¸wiæ mnoßitel~ raven

N^2_{(I)} = ∞∑ n=0 |z|^{2n} (2b^2_{n−1})! =

= 1 + ∞∑ n=1 1 2 (√ 2|z| )_{2n} = 1 − |z|^2 1 − 2|z|^2 , |z| < 1 √ 2 . (84)

58 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` Ispol~zuØ proizvodØwu¸ funkci¸ ∞∑ n=0 r^nT_n(x) = 1 − rx 1 − 2rx + r^2 , |r| < 1 (85) dlØ polinomov Qebyxeva 1-go roda poluqaem, pri r = √ 2z, |z⟩_{(I)} = √ 1 − 2|z|^2 1 − |z|^2 1 − √ 2zx 1 − 2 √ 2zx + 2z^2 , |z| < 1 √ 2 . (86)

Otmetim, qto fftot Øvnyæ vid kogerentnogo sostoØniØ dlØ oscillØtora Qebyxeva 1-roda moßet byt~ poluqen iz obweæ formuly (31) pri α = −^1_2 i formal~noæ zamenoæ_2F_1

(_{0,1} 0 | |2|z|^2 ) na 1−|z|2 1−2|z|2 . Analogiqno, kogerentnye sostoØniØ tipa Baruta–ȷirardello dlØ oscillØtora Qebyxeva 2-roda v prostranstve H 1_2 opredelØ¸tsØ ravenstvom

|z⟩_{(II)} = N^{−1}_{(II)} ( 1 + ∞∑ n=1 z^n √ 2^{n−1}U_n(x) ) , (87)

s normiru¸wim mnoßitelem

N^2_{(II)} = ∞∑ n=0 (√ 2|z| )_{2n} = 1 1 − 2|z|^2 , |z| < 1 √ 2 . (88)

Ispol~zuØ proizvodØwu¸ funkci¸ ∞∑ n=0 r^nU_n(x) = 1 1 − 2rx + r^2 , |r| < 1, (89) dlØ polinomov Qebyxeva 2-go roda poluqaem, pri r = √ 2z, Øvnyæ vid kogerentnogo sostoØniØ v fftom sluqae

|z⟩_{(II)} = √ 1 − 2|z|^2 1 − 2 √ 2zx + 2z^2 , |z| < 1 √ 2 . (90)

DlØ postroeniØ mer uqastvu¸wih v formulah razloßeniØ edinicy (37), svØzannyh s poluqennymi kogerentnymi sostoØni-

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 59 Ømi, nado, kak i vyxe, rexit~ sootvetstvu¸wie problemy momentov. Tak kak iz (79) sleduet, qto ( 2 ( b^{(− 12 )}_n

)_2) ! = { 1 pri n = 0

2^{1−n} pri n ≥ 1 ; ( 2 ( b^{( 12 )}n

)_2) ! = 1 2^n , n ≥ 0, (91)

to sootvetstvu¸wie problemy momentov ime¸t vid (τ = 2t) 1∫ 0 τ^nW^{(− 12 )}( 1 2 τ )τ = 2 π pri n = 0 4 π pri n ≥ 1

; (92) 1∫ 0 τ^nW^{( 12 )} (1 2 τ ) dτ = 2 π pri n ≥ 0. (93)

DlØ oscillØtora Qebyxeva 1-roda rexenie problemy momentov imeet vid

W^{(− 12 )}(t) = 8 π δ(2t − 1) − 4 π δ(2t), (t = 1 2 τ ); (94)

dμ^{(− 12 )}(|z|^2) = = ( 8 π δ(2|z|^2 − 1) − 4 π δ(2|z|^2) ) d(Re z)d(Im z), (t = |z|^2). (95)

Analogiqno, dlØ oscillØtora Qebyxeva 2-roda imeem

W^{( 12 )}(t) = 4 π δ(2t − 1), ( t = 1 2 τ ) ; (96)

dμ^{( 12 )}(|z|^2) = 4 π δ(2|z|^2 − 1)d(Re z)d(Im z), (t = |z|^2). (97)

V zaverxenie fftogo paragrafa vyqislim perekrytie kogerentnyh sostoØniæ dlØ fftih oscillØtorov. V sluqae oscillØtora Qebyxeva 1-roda

(I)⟨z_1|z_2⟩_{(I)} = √ (1 − 2|z_1|^2)(1 − 2|z_1|^2) (1 − |z_2|^2)(1 − |z_2|^2) · ∞∑ n=0 z_1^nz_2^n (2(b^{−1/2}_{n−1} )^2)! =

= √ (1 − 2|z_1|^2)(1 − 2|z_1|^2) (1 − |z_2|^2)(1 − |z_2|^2) · 1 − z_1z_2 1 − 2z_1z_2

. (98)

60 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI` DlØ oscillØtora Qebyxeva 2-roda perekrytie moßno poluqit~ neposredstvenno iz sootnoxeniØ (68) pri α =^1_2

(II)⟨z1|z2⟩(II) =

2F_1 ( 1, 2 2 | |2z1z2 ) √ 2F_1 ( 1, 2 2 | |2|z1|^2 ) 2F_1 ( 1, 2 2 | |2|z2|^2 ) . (99)

Ispol~zuØ (30), imeem okonqatel~no

(II)⟨z1|z2⟩(II) = √ (1 − 2|z_1|^2)(1 − 2|z_2|^2) 1 − 2z_1z_2

. (100)

5. Zakl¸qenie

DannaØ rabota v opredelennom smysle stavit toqku v postroenii kogerentnyh sostoØniæ tipa Baruta–ȷirardello dlØ oscillØtoropodobnyh sistem, svØzannyh s klassiqeskimi mnogoqlenami. Standartnye kogerentnye sostoØniØ bozonnogo oscillØtora, kak izvestno, svØzany s polinomami �rmita. Do nedavnego vremeni kogerentnye sostoØniØ, svØzannye s drugimi klassiqeskimi polinomami ne issledovalis~. Lix~ v rabotah [28, 29] obsußdalis~ kogerentnye sostoØniØ, svØzannye s mnogoqlenami Lagerra^1. Razvityæ nami podhod pozvolil opredelit~ kogerentnye sostoØniØ dlØ vseh “klassiqeskih” ortogonal~nyh mnogoqlenov – �rmita, Leßandra [18], Qebyxeva [19], Lagerra [20, 21]. Cel~¸ nastoØweæ raboty bylo postroenie kogerentnyh sostoØniæ dlØ ostavxegosØ xirokogo klassa klassiqeskih ortogonal~nyh mnogoqlenov – polinomov ˚kobi. Toqnee, v dannoæ rabote byl rassmotren naibolee vaßnyæ (“simmetriqeskaØ shema” v terminologii raboty [23]) sluqaæ mnogoqlenov ˚kobi – sluqaæ ul~trasferiqeskih polinomov P^{(α,α)}n (x) (mnogoqlenov Gegenbauera). Obwiæ sluqaæ (“nesimmetriqeskaØ shema” v terminologii raboty [23]) mnogoqlenov ˚kobi P^{(α,β)}n (x) s α ≠ β, takße moßet byt~ rassmotren v ramkah dannogo podhoda. Odnako, on svØzan s obobwennym gipergeometriqeskim rØdom_4F_3 i trebuet bolee gromozdkoæ tehniki vyqisleniæ.

1Ukaßem takße na raboty [30, 31] v kotoryh s drugih poziciæ obsußdaetsØ svØz~ kogerentnyh sostoØniæ s ortogonal~nymi mnogoqlenami.

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 61 Predloßennyæ podhod dopuskaet rasprostranenie na sluqaæ drugih gipergeometriqeskih polinomov (shema Aski–Vil~sona [32]), a takße na bazisnye gipergeometriqeskie rØdy [33], voznika¸wie pri postroenii kogerentnyh sostoØniæ, svØzannyh s deformirovannymi oscillØtorami [34, 35] i kvantovymi gruppami [36, 37]. Sootvetstvu¸wie rezul~taty naxih issledovaniæ v fftom napravlenii budut privedeny v dal~neæxih publikaci- Øh. Blagodarnosti. Avtory priznatel~ny prof. P. P. Kulixu za

vnimanie k rabote i poleznye obsußdeniØ. My takße vyraßaem gluboku¸ blagodarnost~ prof. V. M. Babiqu i uqastnikam rukovodimogo im seminara na kotorom obsußdalis~ nekotorye rezul~taty dannoæ raboty.

Literatura

1. A. M. Perelomov, Obobwennye kogerentnye sostoØniØ i ih primeneniØ.

Nauka, M. (1987).

2. J. R. Klauder and B.-S. Skagerstam, (eds.), Coherent States: Applications in Physics and Mathematical Physics. World Scientific, Singapore (1985).

3. Dß. Klauder, �. Sudarxan, Osnovy kvantovoæ optiki. Mir, M. (1970). 4. A. I. Baz~, ˚. B. Zel~doviq, A. M. Perelomov, RasseØnie, reakcii i raspady v nerelØtivistskoæ kvantovoæ mehanike. 2-e izd., Nauka, M. (1971).

5. Sb. Kogerentnye sostoØniØ v kvantovoæ teorii,. Novosti fundamental~noæ fiziki, vyp. 1, Mir, M. (1972).

6. V. N. Popov, Kontinual~nye integraly v kvantovoæ teorii polØ i statistiqeskoæ fizike. Atomizdat, M. (1980).

7. V. N. Popov, V. S. ˚runin, Kogerentnye kollektivnye ØvleniØ v sverhprovodimosti i nelineænoæ optike. SPbGU, SPb (1994).

8. P. P. Kulix, L. D. Faddeev, Asimptotiqeskie usloviØ i infrakrasnye rashodimosti. — Teor. matem. fiz. 4, No. 2, (1970) 153–170.

9. E. Schrödinger, Der stetige Übergang von der Mikro- zur Macromechanik. — Naturwissenshaften 14, (1926) 644–666.

10. R. J. Glauber, The Quantum Theory of Optical Coherence. — Phys. Rev. 130, (1963) 2529–2539.

11. R. J. Glauber, Coherent and incoherent states of radiation field. — Phys. Rev.

131, (1963) 2766–2788.

12. J. R. Klauder, The action option and a Feynman quantization of spinor fields in terms of ordinary c-numbers. — Ann. Phys. 11 (1960), 123– 168.

13. E. C. G. Sudarshan, Equivalence of semiclassical and quantum mechanical descriptions of statistical light beams. — Phys. Rev. Lett. 10, (1963) 277-279.

14. V. V. Dodonov, “Nonclassical” states in quantum optics: a “squeezed” review of the first 75 years. — J. Opt. B. 4, No. 1, (2002) R1-R33.

62 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`

15. A. O. Barut, L. Girardello, New “Coherent States” Associated with Non-Compact Groups. Commun. Math. Phys. 21, No. 1, (1972) 41–55.

16. J-P. Gazeau, J. R. Klauder, Coherent states for systems with discrete and continuous spectrum. J. Phys. A., 32, No. 1, (1999) 123–132.

17. J-P. Antoine, J-P. Gazeau, P. Monceau, J. R. Klauder, K. A. Penson, Temporally stable coherent states for infinite well and Pöschl–Teller potentials. — J. Math. Phys. 42, (2001), 2349–2386 math-ph/0012044.

18. V. V. Borzov, E. V. Damaskinskiæ, Kogerentnye sostoØniØ dlØ oscillØtora Leßandra. — Zap. nauqn. semin. POMI 285, (2002) 39–52.

19. V. V. Borzov, E. V. Damaskinskiæ, Kogerentnye sostoØniØ i polinomy Qebyxeva. — V kn.: Sb. trudov meßdunarodnoæ konferencii “Matematiqeskie idei P. L. Qebyxeva i ih priloßeniØ k sovremennym problemam estestvoznaniØ” Obninsk, 14–18 maØ 2002 g.

20. V. V. Borzov, E. V. Damaskinskiæ, Kogerentnye sostoØniØ i ortogonal~- nye mnogoqleny. — Tezisy dokladov konferencii “Den~ Difrakcii 2002”, SPb. (2002).

21. V. V. Borzov, E. V. Damaskinskiæ, Generalized coherent states: Novel ap-

proach. — KonferenciØ pamØti V. F. Lazutkina, SPb. (2002). 22. V. V. Borzov, E. V. Damaskinsky, Realization of the annihilation operator for generalized oscillator-like system by a differential operator. — Preprint SP- BU-IP-00-25; Integral Transf. and Special Funct. 13, (2002) 1–8.

23. V. V. Borzov, Orthogonal polynomials and generalized oscillator algebras,. Integral Transf. and Special Funct. 12, No. 2, (2001) 115–138.

24. N. I. Ahiezer, KlassiqeskaØ problema momentov i nekotorye voprosy analiza, svØzannye s ne¸. FM, M. (1961).

25. V. V. Borzov, E. V. Damaskinsky, P. P. Kulish, Construction of the spectral measure for the deformed oscillator position operator in the case of undetermined Hamburger moment problem. — Reviews in Math. Phys., 12, No. 5, (2000) 691–710.

26. J-M. Sixdenierrs, K. A. Penson, A. I. Solomon, Mittag-Leffler coherent states. J.

Phys. A., 32, No. 43, (1999) 7543–7563.

27. I. S. Gradxteæn, I. M. Ryßik,, Tablicy integralov, summ, rØdov i proizvedeniæ. Izd. 5-e, Nauka, M. (1971)..

28. A. H. El Kinani, M. Daoud, Coherent states á la Klauder-Perelomov for the Pöschl–Teller potentials. — Phys. Lett. A., 283, No. 5/6, (2001) 291–299.

29. A. Jellal, Coherent States for Generalized Laguerre Functions. hep-th/0109028. 30. A. Odzijewicz, M. Horowski, A. Tereszkiewicz, Integrable multi-boson systems and orthogonal polynomials. — J. Phys. A., 34, No. 20, (2002) 4353–4376.

31. A. Odzijewicz, M. Horowski, A. Tereszkiewicz, Some Integrable Systems in Nonlinear Quantum Optics. — math-ph/0207031.

32. R. Askey, J. Wilson, Some basic hypergeometric orthogonal polynomials that generalize Jacobi polynomials. — Mem. Am. Math. Soc., 54, No. 319, (1985) 1–55.

33. Dß. Gasper, M. Rahman, Bazisnye gipergeometriqeskie rØdy. Mir, M.

(1993).

34. E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix, Deformirovannye oscillØtory i ih priloßeniØ. Zap. nauqn. semin. LOMI, 189, (1991) 39–74.

KOGERENTNYE SOSTO˚NI˚ BARUTA––ȷIRARDELLO 63

35. E. V. Damaskinsky, P. P. Kulish, Irreducible representations of deformed oscillator algebra and q-special functions. — Intern. J. Mod. Phys. A12, No. 1, (1996) 153–158, q-alg/9610002.

36. N. ı. Rexetihin, L. A. Tahtadßan, L. D. Faddeev, Kvantovanie grupp i algebr Li. Algebra i Analiz 1, No. 1 (1989) 178–206.

37. V. Chari, A. Pressley, A Guide to Quantum Groups. Cambridge University Press, Cambridge (1994).

V. V. Borzov, and E. V. Damaskinsky. Barut–Girardello Coherent states for the Gegenbauer oscillator.

For the Gegenbauer oscillator, which definition is suggested in this paper, for which the Gegenbauer (ultraspherical) polynomials plays the same role as the Hermite polynomials in the case of usual boson oscillator, we define the family of Barut–Girardello coherent states (the eigenstates of the relevant anihilation operator). We shaw the validity of unity resolution for this states and evaluate their overlaping. We also shaw that the given results reproduce the analogous results, obtained early, for the cases of Legendre and Chebyshev polynomials. In the later case we also construct the measure which participate in the unity resolution.

Postupilo 25 oktØbrØ 2002 g. Sankt-Peterburgskiæ Universitet Telekommunikaciæ

E-mail: vadim@VB6384.spb.edu

Voennyæ Inßenernyæ Tehniqeskiæ Universitet

E-mail: evd@pdmi.ras.ru