Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

A. I. Vinogradov

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS PamØti A. G. Izergina

Vvedenie

V teorii avtomorfnyh funkciæ suwestvuet problema kommutacii operatora otraßeniØ T_{−1} s obwim operatorom Laplasa– Bel~trami. Bolee podrobno ob fftom obwem operatore my pogovorim v konce raboty, a zdes~ pokaßem, qto ffta problema sravnitel~no prosto rexaetsØ dlØ klassiqeskogo operatora Laplasa:

Δ ≡ Δ(x, y) = −y^2 ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 ) . (0.1)

My budem rabotat~ na verhneæ poluploskosti H v gil~bertovom prostranstve avtomorfnyh funkciæ, bazisom kotorogo ØvlØetsØ sistema diskretnoæ serii sobstvennyh funkciæ operatora Laplasa: Δ · v(z) = λv(z), λ ¿ 1 4 . (02)

Invariantnoæ gruppoæ avtomorfnosti voz~mem gruppu Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ, t.e. dlØ vseh funkciæ (0.2) spravedlivo ravenstvo: v(σz) = χ(σ)v(z), σ = ( a b c d ) ∈ Γ_0(q), (0.3) gde χ(σ) = ( d q ) — simvol Leßandra.

DlØ prostoty budem sqitat~, qto q – neqetno i beskvadratno. Krome togo uslovie λ ¿ 1/4 v (0.2) oznaqaet, qto my prinØli gipotezu Sel~berga ob otsutstvii malyh sobstvennyh znaqeniæ 109

110 A. I. VINOGRADOV

dlØ kongruffnc-grupp Γ_0(q). �to uslovie vzØto toße dlØ tehniqeskogo uproweniØ, qtoby ne imet~ dela s nulevym kofffficientom Fur~e sobstvennyh funkciæ v(z), prinadleßawih malym sobstvennym znaqeniØm λ < 1/4.

Qtoby vvesti operator otraßeniØ T_{−1}, dlØ fftogo dostatoqno zametit~, qto operator Laplasa Δ simmetriqen: Δ ≡ Δ(x, y) = Δ(−x; y). Ots¸da sleduet, qto ravenstvo (0.2) spravedlivo tak ße i dlØ v(−z): Δ · v(−z) = λ · v(−z) (0.4) s temi ße sobstvennymi znaqeniØmi λ.

Legko proverit~, qto invariantnoe ravenstvo (0.3) spravedlivo tak ße i dlØ v(−z): v(−σz) = χ(σ) · v(−z). (0.5) DlØ fftogo dostatoqno vzØt~ matricu ^σ = ( a −b −c d ) ∈ Γ_0(q)

i ubedit~sØ v spravedlivosti tranzitivnogo ravenstva: v(−σz) = v(^σ(−z)) = χ(^σ)v(−z). (0.6) K tomu ße iz opredeleniØ mul~tiplikatora poluqaem dopolnitel~noe ravenstvo: χ(^σ) = ( d q ) = χ(σ). Vmeste s ravenstvom (0.6) ono daet ravenstvo (0.5).

Iz ravenstv (0.4) i (0.5) sleduet, qto v(−z) tak ße prinadleßit bazisu (0.2). �ta prinadleßnost~ moßet byt~ trivial~noæ, esli v(z) – sobstvennaØ funkciØ operatora otraßeniØ: T_{−1}v(z) ≡ v(−z) = ξ · v(z), ξ = ±1. (0.7) I moßet byt~ ne trivial~noæ, esli v(z) i v(−z) lineæno nezavisimy.

Vo vtorom sluqae zamenim paru funkciæ v-bazisa: v(z) i v(−z)

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 111

novoæ paroæ e-funkciæ:

e_{+1}(z) = 1 2 [ v(z) + v(−z) ]

e_{−1}(z) = 1 2 [ v(z) − v(−z) ] . (0.8)

NovaØ e-para funkciæ (0.8) prinadleßit tomu ße sobstvennomu qislu λ i ØvlØetsØ paroæ sobstvennyh funkciæ operatora T_{−1}:

Δ · e_ξ(z) = λ · e_ξ (z)

T_{−1} · e_ξ (z) = ξ · e_ξ (z) ξ = ±1 (0.9)

K tomu ße iz opredeleniØ (0.8) sleduet invariantnost~ e-pary otnositel~no kongruffnc-gruppy Γ_0(q):

e_ξ(σz) = χ(σ) · e_ξ (z), σ ∈ Γ_0(q), ξ = ±1. (0.10)

Pereoboznaqiv qerez e-funkcii podmnoßestva v-funkciæ, kotorye iznaqal~no udovletvorØ¸t ravenstvu (0.7), my poluqim novyæ e-bazis, invariantnyæ otnositel~no operatora otraßeniØ

T_{−1}, kotoryæ kommutiruet s operatorom Laplasa na fftom bazi- se: Δ · T_{−1} · e(z) = T_{−1}Δ · e(z). (0.11)

Teper~ na e-bazise moßno zadat~ sistemu operatorv Gekke.

§1. Operatory Gekke

My vospol~zuemsØ opredeleniØmi i simvolikoæ operatorov Gekke iz raboty [1] { T_n } (n,q)=1 × ∏ p|q { U_pk } k¿0^. (1.1)

Vse mnoßestvo operatorov Gekke (1.1) razbito na mul~tiplikativnye podmnoßestva. Pervoe sostoit iz nevyroßdennyh operatorov T_n vse nomera n kotoryh vzaimnoprosty s q, (n, q) = 1. Podmnoßestva vyroßdennyh U -operatorov na prostyh delitelØh q oblada¸t polnoæ mul~tiplikativnost~¸:

U_pk = U^k_p , k ¿ 0. (1.2)

112 A. I. VINOGRADOV

Pofftomu dlØ obwego operatora U_{nq} , gde

n_q = ∏ p|q p^{kp} , (1.3)

spravedlivo ravenstvo: U_{nq} = ∏ p|q U^{kp}_p . (1.4)

Tem samym U -operatory dostatoqno zadat~ tol~ko na prostyh p|q. Obwiæ operator sistemy vyglØdit kak proizvedenie dvuh operatorov:

T_n · U_{nq} , (n, q) = 1, n_q iz (1.3). (1.5)

Na e-bazise standartnym putem proverØetsØ kommutativnost~ obweæ sistemy naxih operatorov:

Δ ∪ T_{−1} ∪ { T_n } (n,q)=1 × ∏ p|q { U^k_p } k¿0^. (1.6)

V matematiqeskoæ fizike est~ teorema o kommutiru¸wih operatorah. No primenØt~ ee moßno tol~ko v tom sluqae, esli vse operatory sistemy ØvlØ¸tsØ samosoprØßennymi (odnovremenno s kommutacieæ).

DlØ operatorov Gekke T_n i U_{nq} ffto uslovie ffkvivalentno ffrmitovosti. No v naxeæ sisteme (1.6) operatory T_n antiffrmitovy na nevyqetah (χ(n) = −1), t.e. ih sobstvennye znaqeniØ qisto mnimy. Toqno takße operatory U_p mogut byt~ kak ffrmitovy, tak i antiffrmitovy. Pofftomu preßde qem primenØt~ teoremu o kommutiru¸wih operatorah nam sleduet normirovat~ operatory Gekke tak, qtoby vse oni stali ffrmitovymi. (Otmetim, qto operatory Δ i T_{−1} ØvlØ¸tsØ samosoprØßennymi v normirovannom prostranstve avtomorfnyh funkciæ, iz qego sleduet vewestvennost~ ih sobstvennyh znaqeniæ.)

Snaqala my otnormiruem operatory T_n. V vidu ih mul~tiplikativnosti: { T_n } (n,q)=1 = ∏ (p,q)=1 { T_pk } k¿0^, (1.7)

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 113

dostatoqno normirovat~ operatory T_pk . Pri k = 0 operator trivialen: T_{+1} = 1. DlØ prostyh p, (p, q) = 1, poloßim

T^∗_p = η(p) · T_p, (p, q) = 1, (1.8) gde η(p) = { +1, esli χ(p) = +1, i = √ −1, esli χ(p) = −1.

DlØ l¸boæ stepeni prostogo p^k, k ¿ 0, ravenstvo (1.8) doopredelim tak:

T^∗_pk = η(p^k) · T_pk = η^k(p) · T_pk , (p, q) = 1, (1.9)

sqitaØ spravedlivym ravenstvo

η(p^k) = η^k(p), k ¿ 0.

Obwiæ normirovannyæ operator T^∗_n dlØ n = ∏ p|q p^{kp} , (n, q) = 1,

opredelim po mul~tiplikativnosti

T^∗_n = ∏ p|q T^∗_pk_p = η(n) · T_n, (n, q) = 1, (1.10) gde η(n) = ∏ p|n η(p^{kp} ) = ∏ p|n η^{kp} (p). (1.11)

Sistema operatorov (1.10) ffrmitova. Kommutativnost~ fftoæ sistemy ØvlØetsØ sledstviem kommutativnosti sistemy operatorov T_n, t. k. normiru¸wie mnoßiteli trivial~ny s toqki zreniØ kommutacii. Iz zakona kompozicii dlØ operatorov T_n:

T_n · T_m = ∑ d|(n,m) χ(d) · T n�m_{d2} , (m · n, q) = 1, sleduet zakon kompozicii dlØ normirovannyh operatorov (1.10):

T^∗_n · T^∗_m = ∑ d|(n,m) χ(d) · η(d^2) · T^∗n�m_{d2} . (1.12)

No iz opredeleniØ normirovoqnogo mnoßitelØ (1.11) sleduet ravenstvo:

η(d^2) = χ(d), (d, q) = 1. (1.13)

114 A. I. VINOGRADOV

Pofftomu zakon kompozicii (1.12) prinimaet vid:

T^∗_n · T^∗_m = ∑ d|(n,m) T^∗n�m_{d2} , (n · m, q) = 1. (1.14)

�tot zakon analogiqen zakonu dlØ konkruffncgruppy Γ_0(q) bez mul~tiplikatora, qto vpolne estestvenno, t.k. tam ffti operatory iznaqal~no ffrmitovy.

Sobstvennye qisla normirovannyh operatorov:

T^∗_n · f = t^∗(n) · f (1.15)

povtorØ¸t zakon kompozicii (1.14):

t^∗(n) · t^∗(m) = ∑ d|(n,m) t^∗ ( n · m d^2 ) , gde t^∗(n) = η(n) · t(n) t(n) — sobstvennoe qislo operatora T_n.

§2. Teorema o kommutiru¸wih operatorah

Operatory Gekke U_p iz (1.2) dlØ p|q normiruem usloviem:

U^∗_p = η(p) · U_p, (2.1) gde η(p) = { +1, esli U_p — ffrmitov +i, esli U_p — antiffrmitov.

Operator U_pk dlØ l¸bogo celogo k ¿ 0 obladaet polnoæ mul~- tiplikativnost~¸ (1.2). Pofftomu normirovku (2.1) obobwim na obwiæ sluqaæ stepeni k ¿ 0 ravenstvom

U^∗_pk = (U^∗_p )^k = η^k(p) · U^k_p , k ¿ 0. (2.2)

Po mul~tiplikativnosti dlØ n_q iz (1.3) poloßim:

U^∗_{nq} = ∏ p|q U^∗_pk_p = η(n_q ) · U_{nq} , (2.3) gde η(n_q ) = ∏ p|q η(p^{kp} ), η(p^{kp} ) = η^{kp} (p).

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 115

Pri normirovke (2.3) vse U -operatory stanovØtsØ ffrmitovymi, a ih sobstvennye qisla – vewestvennymi:

U^∗_{nq} · f = t^∗(n_q) · f, (2.4) gde t^∗(n_q) = η(n_q )t(n_q), t(n_q) — sobstvennoe qislo operatora U_{nq} .

V dal~neæxem, dlØ raboty s kvadratami qisel n^2_q polezno obobwit~ ponØtie mul~tiplikatora χ i na ffti qisla. DlØ fftogo doopredelim ego na prostyh p|q usloviem: χ(p) = { +1, U_p — ffrmitov

−1, U_p — antiffrmitov.

Na l¸bu¸ celu¸ stepen~ p^k perenesem ffto opredelenie s pomow~¸ ravenstva χ(p^k) = χ^k(p), p|q, k ∈ Z. Na l¸boe n_q – po mul~tiplikativnosti

χ(n_q ) = ∏ p|q χ(p^{kp} ) = ∏ p|q χ^{kp} (p). V fftom sluqae dlØ normirovannogo mnoßitelØ poluqaem ravenstvo

η(n^2_q ) = χ(n_q).

Pofftomu vtoroe ravenstvo (2.4) na kvadratah preobrazuetsØ v tranzitivnoe ravenstvo:

t^∗(n^2_q) = χ(n_q)t(n^2_q ) = |t(n^2_q )| = |t(n_q)|^2.

Analogiqnoe ravenstvo dlØ qisel (n, q) = 1, t.e. dlØ nevyroßdennyh operatorov T_n, vyglØdit sloßnee

|t(n)|^2 = χ(n) · t^2(n) = χ(n) · ∑ d|n χ(d) · t (( n d )_2) . Zdes~ uße obyqnyæ harakter χ(n) = (n/q).

Operatory (1.10) i (2.3) moßno ob¨edinit~ po mul~tiplikativnosti v odnom simvole dlØ l¸bogo celogo m ¿ 1. Pust~ m = n · n_q, (m, q) = 1, n_q = ∏ p|q p^{kp} ,

116 A. I. VINOGRADOV

togda obwiæ normirovannyæ operator Gekke T^∗_m opredelim ravenstvom

T^∗_m = T^∗_n · U^∗_{nq} = η(m)T_n · U_{nq} , (2.5) gde η(m) = η(n) · η(n_q). Sootvetstvenno ob¨edinØ¸tsØ i sobstvennye qisla

T^∗_m · f = t^∗(m) · f, (2.6) gde t^∗(m) = η(m) · t(m), t(m) = t(n) · t(n_q). Pri n = 1 ravenstvo (2.5) oznaqaet, qto my pereoboznaqili U - operatory qerez T -operatory. Putanicy ne voznikaet, t.k. mnoßestva qisel n, (n, q) = 1 i n_q iz (1,3) ne pereseka¸tsØ i opredeleniØ kompozicii u fftih operatorov raznye. Pofftomu sistemu operatorov (1.1) moßno zamenit~ edinoæ normirovannoæ siste- moæ { T^∗_m } m¿1, a polnu¸ sistemu (1.6) – novoæ normirovannoæ sistemoæ

Δ ∪ T_{−1} ∪ { T^∗_m } m¿1^, (2.7) gde vse operatory samosoprØßeny i kommutiru¸t meßdu soboæ. Pofftomu k sisteme (2.7) primenima teorema o kommutiru¸wih operatorah. Iz nee my poluqaem f-bazis { f_j } j¿1, kaßdaØ funkciØ kotorogo ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ vseh operatorov sistemy (2.7):

Δ · f_j (z) = λ_j · f_j (z), λ_j ¿ 1 4 , T_{−1} · f_j (z) = ξ_j · f_j (z), ξ_j = ±1,

T^∗_m · f_j (z) = t^∗_j (m) · f_j(z), m ¿ 1.

(2.8)

V razloßenii Fur~e funkcii f_j (z) v verxine α = ∞:

f_j(z) = ∑ m≠0 ρ_j (m) · √ yK_{ixj} (2π|m|y)e^{2πimx}, (2.9) kofffficienty Fur~e ρ_j (m) pri m ¿ 1 svØzany s sobstvennymi znaqeniØmi normirovannyh operatorov Gekke T^∗_m ravenstvom

ρ_j (m) = ρ_j (1) · t^∗_j (m). (2.10)

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 117

Iz togo, qto funkciØ f_j(z) ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ operatora otraßeniØ

f_j (−z) = ξ_j · f_j (z),

poluqaem lineænu¸ zavisimost~ meßdu kofffficientami Fur~e raznyh znakov

ρ_j (−m) = ξ_jρ_j (m). (2.11)

Esli pereæti k analogiqnomu prostranstvu, gde invariantnaØ gruppa Γ_0(q) imeet trivial~nyæ mul~tiplikator χ ≡ 1, togda vse operatory Gekke T_n, (n, q) = 1 ne tol~ko samosoprØßeny (ffrmitovy), no k tomu ße i vewestvenny, t.e. pri perehode ot ravenstva

T_n · f_j (z) = t_j(n) · f_j (z) (2.12)

k ego kompleksnosoprØßennomu analogu:

T_n · f_j (z) = t_j(n) · f_j (z) (2.13)

qertu kompleksnogo soprØßeniØ v levoæ qasti (2.13) s operatora

T_n moßno ubrat~, t.k. T_n = T_n:

T_n · f_j (z) = t_j(n) · f_j(z). (2.14)

�togo nel~zØ sdelat~ v sluqae normirovannyh operatorov T^∗_n iz sistemy (2.7). Esli n – ne vyqet, togda analog perehoda ot (2.12) k (2.13) sohranØetsØ, no ravenstva (2.14) uße net. Ono zamenØetsØ ravenstvom so znaqeniem −1

T^∗_n · f_j (z) = −t^∗_j (m) · f_j(z).

�to svØzano s normirovoqnym mnoßitelem η(n), kotoryæ delaet operator T^∗_n mnimym dlØ nevyqetov n, pofftomu

T^∗_n = −T^∗_n , esli χ(n) = −1.

UqityvaØ fftu raznicu meßdu prostranstvami gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ ≢ 1 i bez nego (χ ≡ 1), vernemsØ k ravenstvam (2.12) i (2.13), kogda χ ≡ 1. Qtoby uprostit~ tehniqesku¸ qast~, voz~mem modul~ q = 1, t.e. gruppu Γ_0(1) = PSL (2, Z), kogda vse operatory Gekke ne vyroßdeny, ffrmitovy i vewestvenny. Analogi ravenstv (2.12) i (2.13) osta¸tsØ spravedlivymi i dlØ operatorov Δ i T_{−1}. Pofftomu analog kanoniqeskogo bazisa (2.8)

118 A. I. VINOGRADOV

dlØ χ ≡ 1 soderßit vmeste s kaßdoæ funkcieæ f_j (z) i ee kompleksnoe soprØßenie f(z). Esli f(z) vewestvenna, togda f i f sovpada¸t. fftot sluqaæ my ostavim kak trivial~nyæ i rassmotrim paru f(z) i f(z) lineæno nezavisimyh funkciæ bazisa. Po fftoæ pare postroim novu¸ paru

U_{+1} (z) = 1 2 [ f(z) + f(z) ] , U_{−1}(z) = − i 2 [ f(z) − f(z) ] . (2.15)

Obe oni vewestvennoznaqny i ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkci- Ømi vseh operatorov naxeæ sistemy s temi ße sobstvennymi znaqeniØmi, qto i funkciØ f(z) i f(z). Tem samym iz f-bazisa my poluqili novyæ kanoniqeskiæ U -bazis, kaßdaØ funkciØ kotoroæ vewestvennoznaqna. (My pereoboznaqim qerez u-funkcii podmnoßestvo vewestvennyh f-funkciæ.)

V razloßenii Fur~e novogo bazisa

u_j(z) = ∑ n≠0 ψ_j(n) √ yK_{ixj} (2π|n|y)e^{2πinx} (2.16) poØvlØetsØ novaØ informaciØ o kofffficientah Fur~e ψ_j (n).

Iz vewestvennosti funkcii u_j(z)

u_j(z) = u_j(z)

poluqaem novoe uslovie na kofffficienty

ψ^′_j (−n) = ψ^′_j(n). (2.17)

Vmeste s analogom ravenstva (2.11)

ψ_j (−n) = ξ_jψ_j (n) (2.18)

iz (2.17) sleduet tret~e ravenstvo

ψ_j(n) = ξ_jψ_j (n). (2.19)

Pri n = 1 poluqaem uslovie dlØ normirovoqnogo kofffficienta

ψ_j (1) = ξ_j ψ_j(1) → ξ_j = ψ_j (1) / ψ_j(1). (2.20)

Iz mul~tiplikativnosti kofffficientov Fur~e i vewestvennosti sobstvennyh qisel operatorov Gekke t_j(n) poluqaem

ψ_j (n) = ψ_j (1) · t_j (n), n ¿ 1,

ψ_j (−n) = ξ_jψ_j (1) · t_j(n), n ¿ 1.

(2.21)

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 119

PodstavlØØ ravenstva (2.19) v (2.16), poluqaem

u_j(z) = ψ_j (1) ∞∑ n=1 [ e^{2πinx} + ξ_j e^{−2πinx} ] t_j(n) √ yK_{ixj} (2πnx). (2.22) Iz ravenstva (2.20) poluqaem uslovie

ψ_j(1) ∈

{ R, esli ξj = +1, iR, esli ξj = −1. �to uslovie soglasuetsØ s vewestvennost~¸ funkcii u_j (z).

Takoæ toqnoæ informacii o kofffficientah Fur~e nel~zØ poluqit~ dlØ f-bazisa gruppy Γ_0(q) s mul~tiplikatorom χ ≢ 1.

§3. Obwiæ operator otraßeniØ

Iz vvedeniØ sleduet, qto dlØ opredeleniØ operatora otraßeniØ T_{−1} suwestvenna invariantnost~ operatora Laplasa Δ(x, y) pri zamene x na −x, t.e. ego simmetriØ:

Δ(x, y) = Δ(−x, y). (3.1)

Pofftomu my razdelim vse operatory Laplasa–Bel~trami na dva klassa. K pervomu iz nih otnesem te operatory, dlØ kotoryh vypolnØetsØ analog usloviØ (3.1). Ko vtoromu, – gdu ffto uslovie ne vypolnØetsØ.

V dopolnenie k operatoru Laplasa Δ rassmotrim iz pervogo klassa operator Kazimira: D ≡ D(x, y, θ) = −Δ(x, y) + y ∂^2 ∂x∂θ + 5 4 ∂^2 ∂θ^2 , (3.2)

gde Δ(x, y) – operator Laplasa Δ(x, y) = −y^2 ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 ) , θ – tret~Ø koordinata v razloßenii Ivasavy: g = (n(x)a(y)k(θ), g ∈ SL_2(R), z = x + iy. Esli σ ∈ Γ – (invariantnaØ diskretnaØ podgruppa). togda razloßenie Ivasavy dlØ proizvedeniØ matric σ · g opredelØetsØ ravenstvom: σ · g = n(x^′) · a(y^′) · k(θ^′), σ = ( a b c d ) ,

120 A. I. VINOGRADOV gde z^′ = az + b cz + d , z^′ = x^′ + i · y^′, θ^′ = θ + arg (cz + d). (3.3)

Operator Kazimira samosoprØßennyæ. Pofftomu vse ego sobstvennye znaqeniØ diskretnoæ serii vewestvenny (no na fftot raz otricatel~ny iz-za obratnoæ normirovki operatora Laplasa Δ v (3,2)), i my moßem rassmotret~ prostranstvo, bazisom kotorogo ØvlØetsØ ego diskretnaØ seriØ sobstvennyh funkciæ: D · v = λ · v, v ≡ v(z, θ). (3.4) Qtoby preobrazovat~ v-bazis (3.4) k novomu bazisu, v kotorom by deæstvoval obobwennyæ operator otrßaeniØ T_{−1}, dlØ fftogo nado zametit~, qto uravnenie (3.4) sohranØetsØ, esli funkci¸

v(z, θ) zamenit~ na v(−z, −θ). �to svoæstvo ØvlØetsØ sledstviem

obobwennoæ simmetrii operatora Kazimira: D(x, y, θ) = D(−x, y, −θ). Dal~neæxee postroenie novogo e-bazisa, v kotorom deæstvuet obobwennyæ operator otraßeniØ T_{−1} · e(z, θ) ≡ e(−z, −θ) = ξ · e(z, θ), ξ = ±1 proishodit toqno tak ße, kak vo vvedenii, no priroda fftih funkciæ drugaØ.

Iz vtorogo klassa operatorov Laplasa–Bel~trami voz~mem invariantnyæ operator Δ_{±k} dlØ prostranstva avtomorfnyh funkci vesa ±k ≠ 0;

D;_{±k} = Δ_0 ± i · k · y · ∂ ∂x , (3.5)

gde Δ_0 – operator Laplasa

Δ_0 = −y^2 ( ∂^2 ∂x^2 + ∂^2 ∂y^2 ) . Zdes~ my snabdim ego indeksom 0, qtoby otliqat~ ot obwego operatora Δ_{±k} iz (3.5).

V kaqestve konkretnogo primera rassmotrim ves k = 1/2, t.k. fftomu prostranstvu prinadleßit klassiqeskaØ tffta-funkciØ ˚kobi ot udvoennogo argumenta: θ(z) = ∑ n∈Z^{exp(2πizn2). (3.6)}

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 121

Ves k udobno zamenit~ mul~tiplikatorom v prostranstve nulevogo vesa. DlØ fftogo nado normirovat~ naxi funkcii. DlØ

k = 1/2 vmesto θ-funkcii (3.6) udobno vvesti funkci¸

ϑ(z) =^4 √ y · θ(z). (3.7) V fftom sluqae avtomorfnost~ ϑ(z) na invariantnoæ gruppe Γ =

Γ_0(q) zadaetsØ ravenstvom ϑ(σz) = ε(σ, z) · ϑ(z), σ ∈ Γ, (3.8) gde ε(σ, z) = θ(σz) θ(z) · ( y(σz) y )_{1/4} . Pod otnoxeniem tffta-funkciæ v poslednem ravenstve my ponimaem modulØrnyæ kofffficient σ-preobrazovaniØ tffta-funkcii.

Esli v uravnenii (3.7) sdelat~ zamenu argumenta z → (−z)

ϑ(−z) =^4 √ y · θ(−z), (3.9) togda my poluqim funkci¸ iz drugogo prostranstva, kotoroe opredelØetsØ operatorom Δ_{−k}, k = 1/2. Legko videt~, qto ravenstvo (3.9) moßno zapisat~ kak soprØßennoe k ravenstvu (3.7)

ϑ(z) =^4 √ y · θ(z). Pri fftom ravenstvo (3.8) tak ße zamenØetsØ kompleksno-soprØ-ßennym ϑ(σz) = ε · (σ, z) · ϑ(z), σ ∈ Γ. V prostranstvah vesa k ≠ 0 analogi funkciæ ϑ(z) i ϑ(−z) prinadleßat raznym prostranstvam. V fftom i sostoit trudnost~ zadaniØ operatora T_{−1} v fftom sluqae. �tot operator perevodit funkcii prostranstva operatora Δ_{+k} v prostranstvo operatora

Δ_{−k}. No operator kompleksnogo soprØßeniØ snova vozvrawaet

ih v prostranstvo operatora Δ_{+k}. �tim my i vospol~zuemsØ.

Rassmotrim prostranstvo, bazis kotorogo sostoit iz sobstvennyh funkciæ diskretnoæ serii operatora Δ_{+k} Δ_{+k}f(z) = λf(z), λ ¿ 1 4 , k = 1 2 . (3.10)

Operatory Δ_{±k} samosoprØßennye, pofftomu λ > 0. DlØ vesa k =

+1/2 seæqas dokazana gipoteza Sel~berga [2].

122 A. I. VINOGRADOV

Operator kompleksnogo soprØßeniØ, primenennyæ k ravenstvu (3.10), daet bazis operatora Δ_{−k}

Δ_{−k} · f(z) = λ · f(z). (3.11)

Pri k = 1/2 oba bazisa invariantny otnositel~no gruppy Γ =

Γ_0(q) s vybrosom mul~tiplikatora: f(σz) = ε(σ, z) · f(z) (Δ_{+k}), f (σz) = ε(σ, z) · f (z) (Δ_{−k}) (3.12)

Ots¸da Øsno, qto, esli k ravenstvu (3.10) primenit~ snaqala operaci¸ otraßeniØ z → (−z), a zatem kompleksnogo soprØßeniØ, togda ravenstvo (3.10) ostanetsØ invariantnym otnositel~- no operatora Δ_{+k}

Δ_{+k}f (−z) = λ · f (−z). (3.13)

Tem samym, v ravenstve (3.13) my opredelili operator otraßeniØ T_{−1} dlØ operatora Δ_{+k}:

T_{−1} · f(z) ≡ f (−z) (Δ_{+k}). (3.14)

V prostranstve operatora Δ_{−k} on zadaetsØ soprØßennym ravenstvom:

T_{−1} · f(z) ≡ f(−z) (Δ_{−k}). (3.15)

Esli para funkciæ f(z) i f (−z) lineæno zavisima f (−z) = ξ · f(z), ξ = ±1, (3.16) togda bazis operatora Δ_{+k} soderßit tol~ko odnu iz nih.

Esli ffta para lineæno nezavisima, togda bazis soderßit obe funkcii: f(z) i f (−z). Po fftoæ pare postroim novu¸ paru:

u_{+1}(z) = 1 2 [ f(z) + f (−z) ] , u_{−1}(z) = 1 2 [ f(z) − f (−z) ] . (3.17)

Iz opredeleniØ operatora otraßeniØ (3.14) sleduet, qto obe funkcii (3.17) ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkciØmi operatora

T_{−1}:

T_{−1} · u_ξ(z) = ξ · u_ξ(z), ξ = ±1, (Δ_{+k}). (3.18)

Ravenstva (3.11) i (3.13) pokazyva¸t, qto novaØ para tak ße udovletvorØet uravneni¸

Δ_{+k}u_ξ(z) = λ · u_ξ(z), ξ = ±1,

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 123

t.e. obe oni ØvlØ¸tsØ funkciØmi novogo u-bazisa, na kotorom kommutiru¸t operatory Δ_{+k} i T_{−1}. Pri fftom mnoßestvo ffunkciæ, udovletvorØ¸wih ravenstvu (3.16) iznaqatel~no, my toße pereoboznaqim qerez u-funkcii. DlØ operatora Δ_{−k} takim bazisom ØvlØetsØ kompleksnoe soprØßenie u-bazisa.

§4. Svertki Rankina NormirovannaØ svertka Rankina R^∗_j (s) dlØ j-oæ sobstvennoæ funkcii f-bazisa (2.8) opredelØetsØ ravenstvom

R^∗_j (s) = ∫ ∫ Π |f_j(z)|^2 · y^sdμ(z), (4.1)

gde Π – ediniqnaØ polosa na verhneæ poluploskosti H: Π = { z = x + iy, |x| 6 1 2 , y > 0 } , dμ(z) – invariantnaØ mera: dμ(z) = dxdy y^2 . PodstavlØØ v (4.1) rØd Fur~e j-oæ sobstvennoæ funkcii (2.9) i menØØ porØdki integrirovaniØ i summirovaniØ (qto zakonno v oblasti absol¸tnoæ shodimosti Re s > 1), poluqaem Øvnyæ vid svertki (4.1):

R^∗_j (s) = Γ_j(s) · R_j(s), (4.2) gde Γ_j(s) = 1 4 π^{−s} · Γ^{−1}(s)Γ^2 ( s 2 ) · Γ ( s 2 + i–j^)Γ^{( s}_2 − i–j^),

R_j(s) = ∞∑ n=1 |ρ_j(m)|^2m^{−s}. (4.3)

Zakony kompozicii sobstvennyh qisel operatorov Gekke da¸t mul~tiplikativnoe razloßenie svertki Rankina (4.3):

R_j(s) = ρ_j (1) · ζ_q(s) · L_j (s, χ), Re s > 1, (4.4) gde ζ_q(s) = ∏ p†q ( 1 − 1 p^s )_{−1} = ζ(s) · ∏ p|q ( 1 − 1 p^s ) ,

124 A. I. VINOGRADOV

L_j (s, χ) = ρ_j (1) ∞∑ m=1 χ(m) · t_j (m^2) · m^{−s}. (4.5)

V svertke Rankina (4.3) kofffficientami ØvlØ¸tsØ kvadraty moduleæ kofffficientov Fur~e:

ρ_j (m) = ρ_j (1) · t^∗_j (m) = ρ_j (1) · η(m) · t_j (m). (4.6)

Iz opredeleniØ normirovaqnyh kofffficientov η(m) v (2.5) sleduet, qto ih moduli ravny 1

|η(m)| = 1. (4.7)

Pofftomu kvadraty moduleæ kofffficientov Fur~e (4.6) ot ηnormirovki ne zavisØt

|ρ_j (m)|^2 = |ρ_j(1)|^2 · |t_j(m)|^2. (4.8)

Sledovatel~no, v Ødre integrala (4.1) moßno iz¨Øt~ η-mnoßi-teli iz sobstvennyh funkciæ f_j (z) i vnov~ poluqennye funkcii (bez η-normirovki) oboznaqim qerez φ_j(z):

R^∗_j (s) = ∫ ∫ Π |φ_j(z)|^2 · y^sdμ(z), (4.9) gde φ_j (z) = ∑ m≠0 ψ_j (m) · √ y · K_i–_j (2π|m| · y)e^{2πimx} ψ_j(m) = ρ_j (1) · t_j (m), ψ_j(−m) = ξ_j · ψ_j (m).

HotØ integraly (4.1) i (4.9) sovpada¸t v pravoæ poluploskosti Re s > 1, tem ne menee oni suwestvenno otliqa¸tsØ v levoæ poluploskosti Re s 6 1. Integral (4.9) nel~zØ analitiqeski prodolßit~ vlevo kak funkci¸ s, t.k. φ_j (z) ne prinadleßit naxemu prostranstvu i voobwe ne avtomorfna, pofftomu svoraqivat~ ediniqnu¸ polosu (4.9) na fundamental~u¸ oblast~ F_q nel~zØ. V to ße vremØ s integralom (4.1) vse ffto prodelat~ moßno, t.k. f_j(z) avtomorfna i prinadleßit naxemu prostranstvu. Pofftomu, svoraqivaØ ediniqnu¸ polosu (4.1) na fundamental~- nu¸ oblast~ F_q, poluqaem ravenstvo:

R^∗_j (s) = ∫ ∫ E_q |f_j (z)|^2 · E(z, s) · dμ(z). (4.1)^a

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 125

V Ødre integrala (4.1)^a simvol E(z, s) oznaqaet rØd �æzenxteæna gruppy Γ_0(q) v verxine α = ∞.

Iz predstavleniØ (4.1)^a uße standartnym putem sleduet analogiqeskoe prodolßenie svertki Rankina v levu¸ poluploskost~ Re s 6 1.

Ispol~zuØ razloßenie Fur~e v raznyh verxinah dlØ f_j (σ_αz), poluqaem obobwenie predstavleniØ svertki Rankina (4.1)^a na l¸bu¸ verxinu α: R^∗_{j,α}(s) = ∫ ∫ E_q |f_j (z)|^2 · E_α(z, s) · dμ(z), (4.1)^b gde E_α(z, s) – rØd �æzenxteæna gruppy Γ_0(q) verxiny α.

Sistema ravenstv (4.1)^b daet nam funkcional~noe uravnenie vektorno-matriqnogo tipa dlØ svertok Rankina vseh verxin α fundamental~noæ oblasti F_q. SituaciØ analogiqna i dlØ rØdov Rankina L_j (s, χ) iz (4.5). Bez η-normirovki rØd Rankina (4.5) moßno zapisat~ v vide integral~noæ svertki

Γ_j (s) · L_j(s, χ) = ∫ ∫ Π φ_j (z) · θ(z, χ) · y^{s+12} dμ(z), (4.10)

gde φ_j (z) – funkciØ iz (4.9), Γ_j (s) – normirovoqnyæ Γ-mnoßitel~

Γ_j(s) = ξ · ( π √ 2 ) · Γ(s/2 + i–_j) · Γ(s/2 − i–_j ) Γ (_{s+1} 2 ) ,

ξ = ρ_j (1) ρ_j (1) — sobstvennoe qislo operatora otraßeniØ , θ(z, χ) – tffta-funkciØ ˚kobi s harakterom θ(z, χ) = ∞∑ n=1 χ(n) · exp(2πin^2z). DlØ prostoty my zdes~ vzØli qetnyæ harakter χ. Predstavlenie (4.10) qisto formal~noe, iz nego nel~zØ poluqit~ analitiqeskogo prodolßeniØ i regulØrnosti rØda Rankina v kritiqeskoæ polose po tem ße priqinam, o kotoryh upominalos~ vyxe dlØ ravenstva (4.9). S uqetom η-normirovki moßno poluqit~ drugoe predstavlenie dlØ rØda Rankina, otliqnoe ot (4.10). DlØ

126 A. I. VINOGRADOV

fftogo nado zametit~, qto meßdu harakterom χ i normirovkoæ η suwestvuet prostaØ zavisimost~:

χ(m) = η^2(m) = η(m^2 ). (4.11)

Vtoroe ravenstvo v (4.11) ØvlØetsØ sledstviem polnoæ mul~tiplikativnosti η-normirovki. Pofftomu tranzitivnoe ravenstvo (4.11) moßno perepisat~ kak prostoe ravenstvo

χ(m) = η(m^2). (4.12)

PodstavlØØ (4.12) v (4.5), poluqaem novyæ vid rØda Rankina

L_j (s, χ) = ρ_j (1) ∞∑ m=1 η(m^2 ) · t_j(m^2) · m^{−s}. (4.13)

S uqetom ravenstva (4.13), poluqaem novoe integral~noe predstavlenie rØda Rankina

Γ_j (s) · L_j (s, χ) = 1 2 ∫ ∫ Π f_j (z) · θ(z) · y^{s+12} · dμ(z), (4.14)

gde Γ_j (s) ta ße Γ-normirovka, qto i v (4.10), f_j (z) – funkciØ bazisa (2.8), θ(z) – klassiqeskaØ funkciØ ˚kobi udvoennogo argumenta iz §3. Ediniqnu¸ polosu Π v (4.14) uße moßno svernut~ po avtomorfnosti na fundamental~nu¸ oblast~ E_q gruppy

Γ_q s mul~tiplikatorom i poluqit~ iz (4.14) analitiqeskoe pro-

dolßenie i regulØrnost~ rØda Rankina L_j (s, χ) v kritiqeskoæ polose v kombinacii s mnoßitelem ζ(2s) kak i dlØ samoæ svertki Rankina. Vse ffto obespeqivaet nam avtomorfnaØ teoriØ na metaplektiqeskoæ gruppe [3].

Iz predstavleniØ (4.14) uße nel~zØ poluqit~ delimost~ rØda Rankina na klassiqeskiæ rØd Dirihle L(s, χ). Pravda, oprovergnut~ fftu delimost~ toße nel~zØ. No moßno dokazat~ otsutstvie fftoæ delimosti v srednem po spektral~nomu parametru –_j. DlØ fftogo my vospol~zuemsØ ukoroqennym funkcional~nym uravneniem dlØ rØda Rankina L_j(s, χ) [4, 5]. No predvaritel~no nado poluqit~ sel~bergovskoe funkcional~noe uravnenie vektornomatriqnogo tipa dlØ fftih rØdov. A iz nego uße standartnym putem poluqaetsØ ukoroqennoe uravnenie dlØ L_j (s, χ) v kritiqeskoæ polose.

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 127

DlØ togo, qtoby uprostit~ tehniqesku¸ qast~ dokazatel~- stva, budem sqitat~ kongruffnc-modul~ q prostym qislom. V fftom sluqae fundamental~naØ oblast~ F_q imeet tol~ko dve nezavisimye verxiny α = 0, ∞. V obeih verxinah rØdy Fur~e bazisa (2.8)

f_j (σ_α · z) = ∑ m≠0 ρ_{j,α}(m) √ yK_i–_j (2π|m|y)e^{2πimx} ime¸t kofffficienty Fur~e s mul~tiplikativnoæ strukturoæ: ρ_{j,α}(m) = ρ_{j,α}(1)t^∗_{j,α}(m), m ¿ 1. Fenomen mul~tiplikativnoæ struktury v verxine α = 0 ob¨ØsnØetsØ sledu¸wim obrazom (ffto ob¨Øsnenie prinadleßit prof. A. B. Venkovu). Esli dlØ sobstvennogo qisla λ_j vypisat~ mnoßestvo vseh sobstvennyh funkciæ fftogo qisla { f_{j,1}, . . . , f_{j,k}(z) } , k ¿ 1 — kratnost~ λj

i podeæstvovat~ na nih matriceæ σ_0

σ_0 = ( 0^1√_q − √ q 0 ) , σ_0(∞) = 0,

to v rezul~tate my poluqim to ße samoe mnoßestvo funkciæ qisla λ_j s toqnost~¸ do perestanovki. �to oznaqaet, qto σ_0 ØvlØetsØ avtomorfizmom fftogo mnoßestva. Ots¸da sleduet fenomen mul~tiplikativnoæ struktury verxiny α = 0, esli ona est~ v verxine α = ∞.

Pofftomu svertki Rankina R^∗_{j,α}(s) dlØ obeih verxin α = 0, ∞ ime¸t mul~tiplikativnu¸ strukturu (4.4) R^∗_{j,α}(s) = ρ_{j,α}(1)Γ_j (s)ζ_q (s)L_{j,α}(s), gde L_{j,α}(s, χ) = ∞∑ n=1 ψ_{j,α}(n^2)χ(n)n^{−s}. Pofftomu v funkcional~nom uravnenii dlØ svertok Rankina

~R^∗_j (s) = Φ(s) ~R^∗_j (1 − s), (4.15) gde ~R^∗_j (s) = [ R^∗_{j,∞}(s), R^∗_{j,0}(s) ]_t ,

128 A. I. VINOGRADOV

Φ(s) – matrica perehoda Sel~berga. My moßem sokratit~ levyæ

vektor (4.10) na vektor

~ξ_j (s) = [ ρ_{j,∞}(1) · ξ(s), ρ_{j.0}(1) · ξ(s) ]_t , (4.16)

a pravyæ vektor (4.10) – na ~ξ_j (1−s), ispol~zuØ pri fftom funkcional~noe uravnenie dlØ dzeta-funkcii Rimana v normirovannoæ forme: ξ(s) = ξ(1 − s), gde ξ(s) = π^{−s/2}Γ(s/2) · ζ(s). Strogo ffto moßno sdelat~, ispol~zuØ pravoe umnoßenie ravenstva (4.15) na obratnyæ vektor (4.11), t.k. ρ_{j,∞}(1) ≠ 0 i

ρ_{j,0}(1) ≠ 0.

V rezul~tate poluqaetsØ funkcional~noe uravnenie dlØ rØdov Rankina:

~L^∗_j (s, χ) = Φ(s)~L^∗_j (1 − s, χ), (4.17) gde ~L^∗_j = [ L^∗_{j,∞}, L^∗_{j,0} ]_t , L^∗_{j,α} ≡ L_{j,α}(s, χ)Γ^∗_j (s)Π_{p|q} ( 1 − 1 p^s ) , Γ^∗_j (s) = π^{s/2}Γ^{−1} ( s 2 ) Γ_j (s), Γ_j(s) — iz (4.2).

Poluqiv funkcional~noe uravnenie (4.17), uße moßno poluqit~ standartnym putem ukoroqennoe uravnenie [4, 5] dlØ L_{j,∞}(s, χ) v kritiqeskoæ polose i vyqislit~ asimptotiku kvadratiqnogo srednego pri N → ∞ dlØ summy vida: W_N (s, χ) = ∞∑ j=1 | |L_{j,∞}(s, χ) | |^2 exp [ − ( –j_N^{)2]}_{. (4.18)}

DlØ pravoæ poluploskosti Re s > 1/2 poluqaetsØ asimptotiqeskoe ravenstvo:

W_N (x, χ) = cζ(2σ)N^2 + O(N^{3/2}) (4.19)

s nekotoroæ konstantoæ c > 0.

Iz Øvnogo vida kofffficienta c > 0 v pravoæ qasti (4.19) vidno, qto on ne soderßit mnoßitelØ |L(s, χ)|^2 (kvadrata modulØ

OPERATOR OTRAȷENI˚ I KANONIQESKI` BAZIS 129

klassiqeskogo rØda Dirihle), kotoryæ v nem obØzatel~no po- ØvilsØ by, esli by kaßdyæ rØd Rankina L_j (s, χ) delilsØ na rØd Dirihlu L(s, χ). (Delimost~ odnogo rØda na drugoæ oznaqaet, qto ih otnoxenie ØvlØetsØ celoæ funkcieæ v rassmatrivaemoæ oblasti.) �tot ffffekt legko ob¨Øsnit~ v oblasti absol¸tnoæ shodimosti Re s > 2 dlØ rØda Rankina L_{j,∞}(s, χ), gde ne nußno ukoroqennoe uravnenie. V fftom sluqae dostatoqno zametit~, qto glavnyæ qlen v (4.19) poluqaetsØ na diagonali kvadrata modulØ rØda Rankina [6], na kotoroæ kvadrat haraktera raven edinice. Pofftomu haraktera v glavnom qlene (4.19) voobwe net, sledovatel~no, ne moßet byt~ i klassiqeskogo L-rØda Dirihle i tem bolee kvadrata ego modulØ.

V bolee obwem sluqae pravoæ poluploskosti Re s > 1/2 fftot ffffekt diagonali tak ße rabotaet, tol~ko v bolee tonkom variante, s ispol~zovaniem ukoroqennogo funkcional~nogo uravneniØ dlØ L_j (s, χ) [4, 5].

DlØ klassiqeskih koneqnomernyh prostranstv analog asimptotiki (4.19) poluqaetsØ posle podkl¸qeniØ usredneniØ po vsem celym qetnym vesam 2k, k ¿ 1 [7].

V zakl¸qenii hoqu vyrazit~ iskrenn¸¸ priznatel~nost~ svoim kollegam N. Abarenkovoæ, N. Bogol¸bovu, M. Semenomu-TØn- Xanskomu za konsul~tacii po matematiqeskoæ fizike, svØzannye s teoremoæ o kommutiru¸wih operatorah, a takße N. Kuznecovu i P. Kulixu za predvaritel~nyæ prosmotr rukopisi i za rØd zameqaniæ, kotorye byli uqteny v okonqatel~nom tekste.

Literatura

1. H. Jwaniec, Laplacian for Γ0(N ). — Acta Arithmetica 56, No. 1 (1990), 65–82.

2. A. Vinogradov, Internet www pdmi ras ru /preprint/ index html No. 18.

3. S. Gelbart, Weil’s representation and the spectrum of the metaplectic group. — L. N. M. 510 (1976).

4. A. F. Lavrik, Priblißennye funkcional~nye uravneniØ funkciæ Dirihle. — Izv AN SSSR, Ser. mat. 32, No. 1 (1968), 134–185.

5. R. M. Kaufman, Ob ukoroqennyh uravneniØh A. F. Lavrika. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 74 (1978), 124–158.

6. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. — Mat. sb. No. 3 (1980), 330–383.

7. J.-M. Deshouillers, H. Iwaniec, Kloosterman sums and Fourier coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–288.

130 A. I. VINOGRADOV

Vinogradov A. I. The reflection operator and canonical bases. A canonical bases in Hilbert space of automorphic functions is constructed, the invariance group of which has a nontrivial multiplicator.

Postupilo 15 oktØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN