Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

E. X. Gutxabax

ZAMEQANI˚ O MODELE MAGNETIKA IXIMORI 1. Model~ magnetika Iximori ØvlØetsØ estestvennym obobwe-

niem horoxo izvestnoæ odnomernoæ integriruemoæ modeli magnetika Geæzenberga v dvumernom sluqae. Ona imeet sledu¸wiæ vid [1]:

St = S ∧ (Sxx + α^2Syy) + uySx + uxSy, (1a)

u_{xx} − α^2u_{yy} = −2α^2S(S_x ∧ S_y). (1b)

Zdes~ S = S(x, y, t) = (S_1, S_2, S_3) – trehmernyæ vektor namagniqennosti, |S| = 1, u = u(x, y, t) – vspomogatel~noe vewestvennoznaqnoe pole, parametr α^2 prinimaet znaqeniØ ±1. Sluqaæ α^2 = 1 budem nazyvat~ model~¸ magnetika Iximori-I (MI-I), sluqaæ α^2 = −1 – model~¸ (MI-II).

Iz uravneniØ (1b) pri α = 1, ξ = (x+y)/2, η = (x−y)/2 sleduet:

u_ξ = η∫ −∞ S(Sξ ∧ Sη0 )dη^′ + u1(ξ, t),

u_η = ξ∫ −∞ S(Sξ0 ∧ Sη)dξ^′ + u2(η, t), (1c)

gde u_1(ξ, t), u_2(η, t) – proizvol~nye funkcii, priqem v silu sootnoxeniæ u_1(ξ, t) = lim_{η→−∞} u_ξ, u_2(η, t) = lim_{ξ→−∞} u_η oni igra¸t rol~

graniqnyh znaqeniæ modeli MI-I.

Otmetim dva harakternyh qastnyh sluqaØ sistemy (1a)–(1b): a) esli S ne zavisit ot peremennoæ y, a u = const, to my poluqaem odnomernu¸ integriruemu¸ model~ magnetika Geæzenberga [2]; b) esli S ne zavisit ot t (statiqeskiæ predel), α^2 = 1, u = const, my imeem tak nazyvaemu¸ nelineænu¸ O(3) – sigma-model~ (fflliptiqesku¸ versi¸), kotoraØ metodom obratnoæ zadaqi rasse- ØniØ (s graniqnymi usloviØmi tipa spiral~nyh struktur) byla rexena v [3–4]. 155

156 E. X. GUTXABAX

VaßnaØ qerta modeli (1) – naliqie tak nazyvaemogo topologiqeskogo zarØda:

Q_T = 1 4π ∫ ∫ dxdyS(S_x ∧ S_y). (2)

�ta veliqina sohranØetsØ v processe ffvol¸cii sistemy i predstavlØet soboæ otobraßenie ediniqnoæ 2-sfery na 2-sferu: ~S2 → ~S2 . Takoe otobraßenie, kak izvestno, harakterizuetsØ gomotopiqeskoæ gruppoæ π_2( ~S^2) = Z, gde Z – gruppa celyh qisel, qto oznaqaet, qto veliqina Q_T dolßna byt~ celym qislom. SkalØrnaØ funkciØ u = u(x, t), soglasno uravneni¸ (1b) imeet smysl plotnosti proizvodstva topologiqeskogo zarØda.

Modeli (1) posvØweno bol~xoe qislo rabot. Zdes~ my otmetim lix~ [5–7], gde dlØ rexeniØ (1) ispol~zovalis~ metod zadaqi Rimana (pri α = 1) i metod ∂-problemy (pri α = i), a takße [8], v kotoroæ vpervye byla ustanovlena kalibrovoqnaØ ffkvivalentnost~ dvuh integriruemyh (2 + 1)-mernyh sistem – modeli MI-II i sistemy Devi-St¸artsona-II, i, nakonec, rabotu [9], posvØwennu¸ analizu modeli (1) s toqki zreniØ sovmestimyh graniqnyh usloviæ.

Cel~ dannoæ raboty – primenenie metoda preobrazovaniØ Darbu (PD) k modeli (1). �to pozvolit nam izuqit~ rØd novyh dopolnitel~nyh simmetriæ zadaqi i poluqit~ nekotorye poleznye i vaßnye sootnoxeniØ, harakterizu¸wie (1). Zametim, qto vpervye fftot metod primenØlsØ k (1) v rabote [10], gde odnako ispol~zovalas~ neskol~ko nestandartnaØ zapis~ PD i rexalas~ dostatoqno qastnaØ fiziqeskaØ zadaqa. �to svØzano s tem, qto primenenie standartnogo metoda PD k sootvetstvu¸weæ associirovannoæ lineænoæ zadaqe, vvidu ee struktury, ne privodit k ßelaemomu otvetu (razumnym “odeva¸wim” formulam). Pofftomu zdes~, s cel~¸ posledovatel~nogo primeneniØ standartnoæ formy PD, my, ishodØ iz rezul~tatov raboty [8], vnaqale ispol~zuem kalibrovoqnoe preobrazovanie dlØ ishodnoæ associirovannoæ lineænoæ sistemy, a uße zatem, posle Øvnogo opredeleniØ matricy fftogo preobrazovaniØ, proverØem Darbu-kovariantnost~ otkalibrovannoæ sistemy.

2. DlØ togo, qtoby proill¸strirovat~ razliqiØ v povedenii

sistem MI-I i MI-II, rassmotrim vnaqale prosteæxiæ, no vaßnyæ s toqki zreniØ fiziki qastnyæ sluqaæ – voln postoØnnoæ

ZAMEQANIE O MODELI MAGNETIKA IXIMORI 157

amplitudy.

Pust~ α^2 = 1 (model~ MI-I). PolagaØ S_+ = S_1 + iS_2 , S_− = S_+, S_3 = const, S_+ = √ 1 − S^2_3 e^{i(kx+ly−ω0t+ϕ)}, gde k, l, ω_0, ϕ ∈ R –

parametry, i podstavlØØ ffto rexenie v uravneniØ, sledu¸wie iz (1a):

S_{+t} = iS_3△S_+ + u_yS_{+y} + u_xS_{+x}, S_−△S_+ = S_+ △S_−, s uqetom (1c) i pri uslovii u_1 = u_2 ≡ 0 naædem: ω_0 = S_3(l^2 + k^2). (3) Pust~ α^2 = −1 (model~ MI-II). V fftom sluqae imeem: S_{+t} = iS_3 (S_{+xx} − S_{+yy} ) + u_yS_{+y} + u_xS_{+x}, S_1(S_{2xx} − S_{2yy}) = S_2(S_{1xx} − S_{1yy}).

Ispol~zuØ tot ße anzatc (v predpoloßenii, qto S_3 = const) i te ße graniqnye usloviØ, poluqim: ω_0 = S_3(k^2 − l^2). (4) Razliqie v signaturah kvadratiqnyh form dispersionnyh sootnoxeniæ (3) i (4) i ukazyvaet na raznyæ harakter povedeniØ rexeniæ linearizovannyh, a, znaqit, i nelineænyh uravneniæ v zavisimosti ot znaka α^2. Formuly (3), (4) obobwa¸t sootvetstvu¸wu¸ formulu dlØ odnomernogo magnetika Geæzenberga [11] na dvumernyæ sluqaæ.

3. Model~ (1) ØvlØetsØ usloviem sovmestnosti (Ψyt = Ψty) sle-

du¸weæ pereopredelennoæ lineænoæ matriqnoæ sistemy:

Ψ_y = 1 α SΨ_x, (5a)

Ψ_t = −2iSΨ_{xx} + QΨ_x, (5b)

gde Q = u_yI + α^3u_xS + iαS_yS − iS_x, Ψ = Ψ(x, y, t) ∈ Mat(2, C ), S =^3 ∑ i=1 S_iσ_i, σ_i – standartnye matricy Pauli, I – ediniqnaØ 2 × 2 matrica. V silu svoego opredeleniØ matrica S obladaet

svoæstvami: S = S^∗, S^2 = I, det S = −1 (simvol (∗) oznaqaet ffrmitovskoe soprØßenie).

158 E. X. GUTXABAX

Poloßim

Ψ = ΩΦ, (6)

gde Φ = Φ(x, y, t), Ω = Ω(x, y, t) ∈ Mat(2, C ) i soverxim v (5) kalibrovoqnoe preobrazovanie s matriceæ Ω. Togda budem imet~ (U ≡ S): Φ_y = AΦ_x + BΦ, (7)

Φ_t = LΦ_{xx} + M Φ_x + RΦ, (8) gde A = A(x, y, t) = (1/α)Ω^{−1}U Ω, B = B(x, y, t) = (1/α)Ω^{−1}U Ω_x − Ω^{−1}Ω_y, L = L(x, y, t) = −2iΩ^{−1}U Ω, M = M (x, y, t) = −4iΩ^{−1}U Ω_x + Ω^{−1}QΩ,

R = R(x, y, t) = −2iΩ^{−1}U Ω_{xx} + Ω^{−1}QΩ_x − Ω^{−1}Ω_t,

A, B, L, M , R ∈ Mat(2, C ), priqem L = −2iαA, i, krome togo, A^2 = (1/α^2)I, L^2 = −4I.

Trebovanie sovmestnosti (7)–(8) privodit k sootnoxeniØm, vkl¸qa¸wim iskomyæ potencial i matricu Ω: [ A, L ] = 0, (9) AL_x − L_y − 2LA_x + [ A, M ] + [ B, L ] = 0, (10)

A_t + [ A, M_x ] + [ A, R ] + [ B, M ] = LA_{xx} + 2LA_x + 2LB_x + M_y, (11)

AR_x + B_t + [ B, R] = R_y + LB_{xx} + M B_x. (12)

V dal~neæxem my ograniqimsØ sluqaem A = const. Togda iz (10) sleduet (L_x = L_y = 0) : M = −2iαB, i my poluqaem zamknutoe lineænoe differencial~noe uravnenie v qastnyh proizvodnyh na matricu Ω:

2iΩ_x + 2iαU Ω_y = U QΩ. (13)

Pust~ α = 1 (sluqaæ MI-I). Togda uravnenie (13) privoditsØ k vidu:

2i(I + U )Ω_ξ = (I + U )QΩ. (14)

Zdes~ det(I + U ) = 0, i ispol~zovany harakteristiqeskie koordinaty, uße vvedennye v (1c).

ZAMEQANIE O MODELI MAGNETIKA IXIMORI 159

Iz sootnoxeniØ Q(−U, −u) = −σ_2Q(U, u)σ_2 sleduet invol¸ciØ:

Ω(U, u) = σ_2Ω(−U, −u)σ_2, (15)

i togda matrica Ω predstavlØetsØ v vide: Ω(U, u) = ( ω_{11}(U, u) −ω_{21}(−U, −u) ω_{21}(U, u) ω_{11}(−U, −u) ) . (16)

DlØ rexeniØ uravneniØ (13) predpoloßim, qto S → σ_3, u → 0, (17) i ffti predely dostiga¸tsØ dostatoqno bystro pri r = √ x^2 + y^2 → ∞. DlØ dal~neæxih rassußdeniæ udobno vvesti stereografiqesku¸ proekci¸ (zavisimost~ ot t zdes~ i niße my opuskaem): w = w(ξ, η) = S_+ 1 − S_3

. (18)

IntegriruØ (14), v predpoloßenii, qto Ω(ξ, η) → I, u(ξ, η) → 0 pri √ ξ^2 + η^2 → ∞, posle rØda vyqisleniæ naædem (Ω = {ω_{ij}}, i = 1, 2):

ω_{11}(ξ, η) = e^{σ01+iΦ01} , ω_{21}(ξ, η) = ω_{11}(ξ, η) w , (19) gde σ_{01} = σ_{01}(ξ, η) = ξ∫ −∞ dξ^′ w_ξ0 w(|w|^2 + 1) ,

Φ_{01} = Φ_{01}(ξ, η) = − 1 2 u(ξ, η); (20)

pri fftom trebovanie sovpadeniØ asimptotik funkcii ω_{11}(ξ, η) pri ξ → ±∞ privodit k ograniqeni¸ (svØzi) dlØ vseh η ∈ R: +∞∫ −∞ dξ^′ w_ξ0 w(|w|^2 + 1)

= 0. (21)

Vyraßenie dlØ σ_{01} moßno perepisat~ v bolee simmetriqnoæ forme:

σ_{01} = σ_{01}(ξ, η) = +∞∫ −∞ +∞∫ −∞ dξ^′dη^′θ(ξ − ξ^′)δ(η − η^′) w_ξ0 w(|w|^2 + 1)

, (22)

160 E. X. GUTXABAX

gde θ(.) – funkciØ Hevisaæda.

V rezul~tate matrica Ω predstavlØetsØ v vide proizvedeniØ:

Ω = Ω^{(11)}Ω^{(12)} = ( e^{σ01} −^1_w e^{σ01} 1 w e^{σ01} e^{σ01} ) ( e^{iΦ01} 0

0 e^{−iΦ01} ) . (23)

Netrudno takße pokazat~, qto esli u(ξ, η) ↛ 0 pri √ ξ^2 + η^2 → ∞ i pri fftom, voobwe govorØ, Ω ↛ I, to iz trebovaniØ sovpadeniØ asimptotik pri ξ → ±∞ sleduet neobhodimost~ vypolneniØ ravenstva (21) i usloviØ Φ_{01}(−∞, η) = Φ_{01}(+∞, η) dlØ vseh η ∈ R.

Ispol~zuØ uravnenie (1b) i perepisav vyraßenie dlØ plotnosti topologiqeskogo zarØda v terminah peremennoæ w, vyrazim funkci¸ u(ξ, η): u(ξ, η) = C_1 ∫ ∫ dξ^′dη^′ G_1 ( ξ − ξ^′ 2 , η − η^′ 2 ) w_η0 w_ξ0 − w_ξ0 w_η0 (|w|^2 + 1)^2

, (24)

gde G_1(ξ, η) = (1/2) [ θ(ξ) − θ(η) ] – funkciØ Grina volnovogo uravneniØ, C_1 – qisto mnimaØ postoØnnaØ, i, sledovatel~no, matrica Ω okazyvetsØ zavisØweæ tol~ko ot peremennoæ w.

Analogiqno pri α = i (sluqaæ MI-II), polagaØ z = x + iy, z = x − iy, iz (13) poluqim uravnenie:

4i (I + U ) Ω_z = (I + U ) QΩ, (25)

priqem v silu invol¸cii

Ω(U, u) = σ_2Ω(U, u)σ_2, (26)

sledu¸weæ iz sootnoxeniØ simmetrii Q(U, u) = σ_2Q(U, u)σ_2, matrica Ω priobretaet vid: Ω(U, u) = ( e^{σ02 (z,z)} −^1_w e^{σ02(z,z)} 1 w e^{σ02 (z,z)} e^{σ02(z,z)} ) e^{Φ02} , (27) gde σ_{02}(z, z) = ln ω_{11} = ∫ ∫ dζ ∧ dζ 2πi w_ζ (ζ, ζ)w^{−1}(ζ, ζ) (z − ζ)(1 + |w(ζ, ζ)|^2) , Φ_{02} = Φ_{02}(z, z) = − 1 2 u(z, z). (28)

Sootnoxenie (27) poluqeno v predpoloßenii Ω → I, u(r) → 0 pri r → ∞, gde r = |z| = √ x^2 + y^2, i primenenii pri integrirovanii uravneniØ (25) tehniki ∂-problemy (sm. naprimer, [7, 12]).

ZAMEQANIE O MODELI MAGNETIKA IXIMORI 161

Analogiqno sluqa¸ MI-I, iz (27) moßno iskl¸qit~ funkci¸ u(z, z), ispol~zovav (1b): u(z, z) = C_2 ∫ ∫ dz^′ ∧ dz^′ 2i G_2(z − z^′, z − z^′) w_z0 w_z0 − w_z0 w_z0 (|w|^2 + 1)^2

, (29)

gde G_2(z, z) = (1/π) ln |z| – funkciØ Grina operatora Laplasa, C_2 – vewestvennaØ postoØnnaØ, tak qto matrica Ω zavisit tol~ko ot peremennoæ w.

Vyraßenie dlØ Ω^{−1} dlØ sistemy MI-II, kak uße otmeqalos~, vpervye neskol~ko drugim sposobom bylo poluqeno v [8]. Ono ne soderßit vtorogo somnoßitelØ v (27), qto svØzano s tem, v [8], v otliqie ot dannoæ raboty, predpolagalas~ izvestnoæ associirovannaØ lineænaØ sistema dlØ kalibrovoqno ffkvivalentnogo partnera (uravnenie Devi-St¸artsona-II). Krome togo, iz sootnoxeniØ S = Ωσ_3Ω^{−1}, ispol~zuemogo v [8] pri ustanovlenii kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti, sleduet, qto matrica Ω opredelena s toqnost~¸ do umnoßeniØ sprava na diagonal~nu¸ matricu. Takim obrazom, v sluqae sistemy MI-II sootnoxeniØ (27)– (28) obobwa¸t rezul~tat, poluqennyæ v [8], a dlØ sistemy MI-I sootvetstvu¸wie vyraßeniØ (19)–(24) ØvlØ¸tsØ novymi. KalibrovoqnaØ ffkvivalentnost~ sistem MI-I i Dffvi-St¸artsona-I otsutstvuet (kak bylo pokazano v [7], ono imeet mesto tol~ko dlØ ffffektivno odnomernyh modeleæ), i, znaqit, svoæstva ih rexeniæ, strogo govorØ, mogut byt~ soverxenno razliqnymi.

4. Pereædem k proverke Darbu-kovariantnosti sistemy (7)–(8).

Poloßim ~Φ = Φ_x − τ_1Φ, τ_1 = Φ_{1x}Φ^{−1}_1 , (30)

gde Φ_1 – nekotoroe fiksirovannoe rexenie fftoæ sistemy pri S = S_1, a S_1 – fiksirovannoe rexenie (1). Togda trebovanie kovariantnosti (7)–(8) otnositel~no preobrazovaniØ (30) privodit k sledu¸wim odeva¸wim sootnoxeniØm:

~A = A, ~B = B + [A, τ_1], ~B = τ_1Bτ_1 + (−B_x + τ_{1y} − Aτ_{1x})τ^{−1}_1 , (31) ~M = M + [L, τ_1], ~L = L, ~R = R + M_x + 2~Lτ_{1x} + ~Mτ_1 − τ_1M. (32) Zametim, qto pri primenenii PD (30) matrica Ω, priqem

Ω = Ω(U ), takße preobrazuetsØ: Ω → ~Ω, gde ~Ω ∈ Mat(2, C ),

162 E. X. GUTXABAX ~Ω = ~Ω( ~U ). �to oznaqaet, qto (31)–(32), narØdu s ~U i uße vyqislennoæ matriceæ Ω, soderßat i neizvestnu¸ matricu ~Ω, pofftomu poluqenie informacii o novyh rexeniØh modeli (1) iz fftoæ sistemy zatrudneno.

Moßno, odnako, postupit~ sledu¸wim obrazom. Predpoloßim, qto ~Ω = KΩ, (33)

gde K = K(x, y, t) ∈ Mat(2, C ), togda iz pervogo iz sootnoxeniæ (31) nemedlenno poluqim: ~U = KU K^{−1}. (34) SravnivaØ ffto vyraßenie s formuloæ vosstanovleniØ potenciala dlØ sluqaØ (odnomernoæ) modeli magnetika Geæzenberga [2] v solitonnom sektore zadaqi, netrudno videt~, qto matrica K igraet rol~ mnoßitelØ BlØxke, priqem ona udovletvorØet obobwennym usloviØm unitarnosti (sm. niße).

Ispol~zuØ teper~ vyraßeniØ dlØ M i ~M, ~Q qerez matricy Ω i ~Ω sootvetstvenno, i vyqislØØ sledy matric ~M i ~Q, iz pervogo iz ravenstv (32) s uqetom (33)–(34) naædem^1 ~u_y(x, y, t) = u_y + 2i Sp ( U K^{−1}K_x ) . (35a)

SootnoxeniØ (34), (35a) da¸t rexenie sistemy (1), pri uslovii, qto matrica K naædena.

Postroim odeva¸wee sootnoxenie v terminah matricy K dlØ topologiqeskogo zarØda (2), sqitaØ, qto pri primenenii PD Q_T → ~Q_T . DlØ fftogo, s uqetom toßdestva S(S_x ∧ S_y) =

(1/(2i)) Sp (SS_xS_y ) perepixem (2) v vide:

Q_T = 1 8πi ∫ ∫ dxdy Sp (SS_x S_y) . (36)

Ispol~zuØ (33)–(34), dlØ ~Q_T budem imet~:

~Q_T = 1 4πi ∫∫ dxdy Sp { K^{−1}K_x[U, K^{−1}K_y ] } . (37a)

VyØsnim teper~ nekotorye svoæstva matricy K.

1Bolee Øvnoe vyraßenie dlØ eu budet privedeno niße.

ZAMEQANIE O MODELI MAGNETIKA IXIMORI 163

Iz odeva¸wego sootnoxeniØ (31) dlØ ~B s uqetom (33)–(34) imeem uravnenie:

U K^{−1}K_x − αK^{−1}K_y = αΩ[A, τ_1]Ω^{−1}, ili, prinimaØ vo vnimanie vyraßenie dlØ matricy A: U K^{−1}K_x − αK^{−1}K_y = [U, Ωτ_1Ω^{−1}]. (38a) UmnoßaØ obe qasti fftogo uravneniØ sprava na matricu K^{−1}, poluqaem zamknutoe lineænoe uravnenie na matricu ^K ≡ K^{−1}: U ^K_x − α ^K_y = [U, Ωτ_1Ω^{−1}] ^K. (38b) UqityvaØ opredelenie τ_1 i formulu (6), budem imet~: U ^K_x − α ^K_y = −[U, Ψ_{1x}Ψ^{−1}_1 − Ω_xΩ^{−1}] ^K, (39) gde Ψ_1 – nekotoroe fiksirovannoe rexenie (5).

Uravnenie (38a) pozvolØet perepisat~ formulu (35a) posle integrirovaniØ po y v sledu¸wem vide: ~u(x, y, t) = u(x, y, t) + 2iα ln detK + f(x, t), (35b) gde predpolagaetsØ, qto f(x, t) – vewestvennoznaqnaØ funkciØ, kotoraØ dolßna opredelØt~sØ s uqetom graniqnyh usloviæ tipa

(1c) i asimptotiki matricy K pri y → ±∞. Ots¸da sleduet, qto

trebovanie vewestvennosti ~u v sluqae modeli MI-I privodit k ograniqeni¸: ln |detK| = 0, i, znaqit, togda ~u(x, y, t) = u(x, y, t) − 2arg detK + f(x, t). (35c) Ispol~zuØ legko proverØemoe toßdestvo Sp [ (K_y K^{−1})_y − α^2(K_xK^{−1})_x ] = − 1 α Sp [ U (K^{−1})_xK_y − U (K^{−1})_yK_x ] , (40)

nahodim: ~Q_T = iα 4π ∫ ∫ dxdy[(∂_{yy} − α^2∂_{xx}) ln det K]. (37b) Vewestvennost~ fftoæ veliqiny dlØ sluqaØ MI-I sleduet iz zameqaniØ, sdelannogo vyxe.

164 E. X. GUTXABAX

Neobhodimo otmetit~, qto sootnoxeniØ (34), (35) i (37) soglasu¸tsØ s analogiqnymi sootnoxeniØmi, vyvedennymi drugimi metodami – ∂-odevaniØ i obratnoæ zadaqi rasseØniØ – v [5–7].

Oboznaqiv Φ[0] = Φ, Φ[1] = ~Φ, Φ[2] =^~Φ, . . . , Ω[0] = Ω, Ω[1] = ~Ω,

Ω[2] = Ω̃, . . . , K_0 = K, Ω[i + 1] = K_iΩ[i], i = 0, 1, . . ., pri posle-

du¸wih primeneniØh preobrazovaniØ Darbu togda budem imet~ odeva¸wie cepoqki vida: Φ[0] → Φ[1] → Φ[2] . . ., Ω[0] → Ω[1] →

Ω[2] . . ., K_0 → K_1 → K_2 . . . .

Takim obrazom, pri N -kratnom povtorenii procedury odevaniØ, iz sootnoxeniæ (34), (35), (37) my moßem bez truda vypisat~ formuly, opisyva¸wie N -solitonnye rexeniØ (U [N ] ≡ S[N ])^2:

U [N ] = ( N∏ j=0 K_{N−j} )U (_N∏ j=0 K_{N−j} )_{−1} , (41)

u[N ] = u + 2iα ln (_N∏ j=0 detK_j ) + N∑ i=1 f[i], (42)

Q_T [N ] = iα 4π ∫ ∫ dxdy [ (∂_{yy} − α^2∂_{xx}) ln detK_N ] . (43)

Drugoe – ffvol¸cionnoe – uravnenie dlØ matricy K moßno naæti, podstavlØØ anzac (34) v (1a). OgraniqivaØs~ dlØ prostoty zatravoqnym rexeniem^3 S = σ_3, s uqetom toßdestva:

(Kσ_3K^{−1})_x = [ K_xK^{−1}, Kσ_3K^{−1} ] i formuly (35b), naædem:

K_tK^{−1} + 1 2i {( K_{xx} + α^2K_{yy} ) σ_3K^{−1} + Kσ_3 [ (K^{−1})_{xx} + α^2(K^{−1})_{yy} ] } +

+ 1 i [ K_xσ_3(K^{−1})_x + α^2K_yσ_3(K^{−1})_y ] (44)

−(u + 2iα ln det K)_y K_xK^{−1} − (u + 2iα ln det K)_xK_yK^{−1} = 0.

V zakl¸qenie fftogo razdela zametim, qto v naxem rasporØßenii okazyva¸tsØ, takim obrazom, dva, voobwe govorØ, nezavisimyh sposoba rexeniØ sistemy (1).

2Podqerknem, osobo, qto v dannoæ rabote spektral~naØ zadaqa, v otliqie ot [5–7] ne rexalas~.

3V inom sluqae takoe uravnenie prosto budet bolee gromozdkim.

ZAMEQANIE O MODELI MAGNETIKA IXIMORI 165

Pervyæ sostoit v tom, qto zadavxis~ nekotorym zatravoqnym rexeniem sistemy (5), my nahodim, rexaØ uravnenie (13), matricu Ω, zatem iz (39) opredelØem matricu ^K (ili K) i, soglasno postroennym odeva¸wim sootnoxeniØm, poluqaem novye rexeniØ (1).

Vtoroæ sposob svØzan s neposredstvennym rexeniem uravneniØ (44) (hotØ v obwem sluqae ffto i qrezvyqaæno trudno, no, vidimo, vozmoßno v prosteæxih qastnyh sluqaØh), i s posledu- ¸wim ispol~zovaniem odeva¸wih sootnoxeniæ.

5. Pust~ α = 1. Togda iz (39) posle perehoda k harakteristiqe-

skim peremennym sleduet lineænoe uravnenie: (I −U ) ^K_ξ +(U +I) ^K_η = − [ U, (Ψ_{1ξ} +Ψ_{1η} )Ψ^{−1}_1 −(Ω_ξ +Ω_η )Ω^{−1} ] ^ K. (45)

Krome togo, iz (15) poluqaem: K(U, u) = σ_2K(−U, −u)σ_2, (46) i takoe ße sootnoxenie dlØ matricy ^K.

Iz (45) netrudno pokazat~, qto uravneniØ dlØ stolbcov matricy ^K svodØtsØ k giperboliqeskoæ sisteme uravneniæ.

PrinimaØ vo vnimanie (34) i (46), naædem Øvnye predstavleniØ dlØ komponent ~S ≡ ~U v terminah matriqnyh fflementov matricy K i dlØ proizvol~nogo zatravoqnogo rexeniØ S: ~S_3 = k^{11}(S, u)k^{11}(−S, −u) − k^{21}(S, u)k^{21}(−S, −u) det K

S_3− − k_{21}(−S, −u)k_{11}(−S, −u)S_+ + k_{11}(S, u)k_{21}(S, u)S_− det K , (47)

~S_+ = 2k^{21}(S, u)k^{11}(−U, −u)S^3 + k 2 11(−S, −u)S_+ − k^2_1(S, u)S_− det K , gde det K = k_{11}(S, u)k_{11}(−S, −u) + k_{21}(S, u)k_{21}(−S, −u), priqem kak bylo uße pokazano, neobhodimo, qtoby vypolnØlos~ uslovie |detK| = 1.

Privedem ewe uravnenie vida (44), kotoroe formal~no moßno

166 E. X. GUTXABAX

perepisat~ v vide sistemy uravneniæ (u_ξ = u_η = 0):

K_t + 1 4i (K_{ξξ} + K_{ηη} )σ_3 + 1 4i Kσ_3( ^K_{ξξ} + ^K_{ηη})K + 1 2i K_ξσ_3 ^K_ξ K + 1 2i K_ησ_3 ^K_η K − i(ln detK)_ξ K_ξ + i(ln det K)_ηK_η = 0, ^K_t − 1 4i σ_3( ^K_{ξξ} + ^K_{ηη} ) − 1 4i ^K(K_{ξξ} + K_{ηη} )σ_3 ^K − 1 2i ^KK_ξσ_3 ^K_ξ − 1 2i ^KK_ησ_3 ^K_η − i(ln detK)_ξ ^K_ξ + i(ln det K)_η ^K_η = 0.

(48)

Pust~ α = i. Togda iz (39), perehodØ k peremennym z, z, imeem:

(U + I) ^K_z + (U − I) ^K_z = − [ U, (Ψ_z + Ψ_z )Ψ^{−1} − (Ω_z + Ω_z)Ω^{−1} ] ^ K, (49) priqem dlØ matricy ^K imeet mesto sootnoxenie simmetrii: ^K(z, z, t) = σ_2 ^K(z, z, t)σ_2. (50) Uravnenie (49), oqevidno, moßet byt~ svedeno k fflliptiqeskoæ sisteme uravneniæ.

Krome togo, iz (34) i (50) poluqaem odeva¸wie sootnoxeniØ vida:

~S_3(z, z, t) = (|k^{11}|^2 − |k^{21}|^2)S^3 − k^{11}k^{21}S^− − k^{21}k^{11}S^+ det K

, (51)

~S_+ (z, z, t) = 2k^{11}k^{21}S^3 + k 2 11S_+ − k^2_1S_− det K

, (52) gde det K = |k_{11}|^2 + |k_{21}|^2.

Zametim, qto uravnenie (44) v fftom sluqae moßno takße perepisat~ v vide sistemy nelineænyh uravneniæ (u_z = u_z = 0):

K_t + 1 i (K_{zz} + K_{zz})σ_3 + 1 i Kσ_3( ^K_{zz} + ^K_{zz})K −2i(K_zσ_3 ^K_z + K_zσ_3 ^K_z)K +4i [ (ln det K)_z K_z − (ln det K)_zK_z ] = 0, ^K_t − 1 i ^K(K_{zz} + K_{zz})σ_3 ^K − 1 i σ_3( ^K_{zz} + ^K_{zz})

+2i ^K(K_z σ_3 ^K_z + K_z σ_3 ^K_z) −4i ^K [ (ln det k)_zK_z − (ln det K)_zK_z ] ^ K = 0.

(53)

ZAMEQANIE O MODELI MAGNETIKA IXIMORI 167

NesmotrØ na sloßnost~ i gromozdkost~ uravneniæ (48) i (53), oni mogut byt~ polezny v kaqestve istoqnikov nekotoryh rexeniæ modeli (1).

6. Ustanovim svØz~ razvitogo zdes~ podhoda so spektral~nym.

DlØ fftogo neobhodimo vvesti v sistemu (5) spektral~nyæ parametr. Poloßim v (5a) Ψ = ψ exp[(i/λ)xI − iσ^{(1)}y/(αλ) + 2iU t/λ^2)], gde λ ∈ C - spektral~nyæ parametr, σ^{(1)} = σ^{(1)}(x, y, t), ψ = ψ(x, y, t), σ^{(1)}, ψ ∈ Mat(2, C ), priqem predpolagaØ, qto [σ^{(1)}, U ] = 0. Togda funkciØ ψ dolßna udovletvorØt~ uravneni¸: ψ_y − i αλ ψσ^{(1)} = 1 α U ψ_x + i αλ U ψ. (54) PredstavlØØ ψ v vide ψ = ∑_∞ k=0 ψ_kλ^k, pri |λ| → 0 iz (54), v qastnosti, naædem: −ψ_0σ^{(1)} = U ψ_0.

Analogiqno dlØ sistemy (7), polagaØ Φ = φ exp[(i/λ)xI − iσ^{(1)}y/(αλ) + 2iU t/λ^2], poluqim uravnenie: φ_y − i αλ φσ^{(1)} = Aφ_x + i λ Aφ + Bφ. (55) Poloßiv φ = ∑_∞ k=0 φ_kλ^k, |λ| → 0, budem imet~:

A = −(1/α)φ_0σ^{(1)}φ^{−1}_0 = (1/α)Ω^{−1}U Ω.

Takim obrazom, σ^{(1)} = −U , ψ_0 = Ωφ_0, a iz ravenstv dlØ matricy A nahodim: ϕ_0 = Ω^{−1}, i, znaqit, ψ_0 = I.

7. V zakl¸qenie otmetim, qto v dannoæ rabote osnovnoæ akcent

byl sdelan na specifike primeneniØ PD k modeli (1) bez pred¨- ØvleniØ Øvnyh rexeniæ, poskol~ku dostatoqno xirokiæ nabor i klassifikaciØ fftih rexeniæ privedena v [5–7]. S drugoæ storony, v rabotah [13–15] byla predloßena seriØ integriruemyh modeleæ (magnetiki Murzakulova), kotorye ØvlØ¸tsØ nekotorymi modifikaciØmi (ili obobweniØmi) modeli Iximori. No v svØzi s tem, qto sootvetstvu¸wie associirovannye lineænye sistemy fftih modeleæ blizki, to ispol~zovannaØ vyxe shema primeneniØ PD vpolne priloßima i k ukazannoæ serii, hotØ ffto i moßet privesti k izmeneni¸ matric kalibrovoqnogo preobrazovaniØ. Po-vidimomu, takße predstavlØet interes i differencial~nogeometriqeskaØ interpretaciØ rØda privedennyh sootnoxeniæ.

Avtor blagodaren P. P. Kulixu za podderßku.

168 E. X. GUTXABAX

Literatura

1. Y. Ishimori, — Progr. Theor. Phys. 72 (1984), 33.

2. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Gamil~tonov podhod v teorii solitonov. M., Nauka (1986).

3. E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, — TMF 90, No. 2 (1992), 175. 4. G. G. Varzugin, E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, — TMF 104, No.

3(1995), 513.

5. V. G. Dubrovsky, B. G. Konopelchenko, Coherent structures for the Ishimori equation. 1. Localized solitons with the stationary boundaries. — Preprint No. 90–76. Institute of Nuclear Physics, Novosibirsk (1990).

6. V. G. Dubrovsky, B. G. Konopelchenko, Coherent structures for the Ishimori equation. 2. Time-depend boundaries. — Preprint No. 91–29. Institute of Nuclear Physics, Novosibirsk (1990).

7. B. G. Konopelchenko, — Solitons in Multidimensions. World Scientific (1993).

8. V. D. Lipovskiæ, A. V. Xirokov, — Funkc. analiz i priloß. 104, No. 3 (1989), 65.

9. I. T. Habibullin, — TMF 91, No. 3 (1992), 363.

10. K. Imai, K. Nozaki, — Progr. Theor. Phys, 96, (1996) 521. 11. H. C. Fogedby, — J. Phys. A, 13, (1980) 1467.

12. M. J. Ablowitz, P. A. Clarkson, Solitons, Nonlinear Evolution Equations, and Inverse Scattering. Cambridge University Press (1991).

13. R. Murzakulov, On some integrable and nonintegrable soliton equations of magnets. — Preprint KSU, Alma-Ata (1987).

14. G. N. Nugmanova, The Murzakulov equatuions: the Gauge equivalent counteparts and soliton solutions. — Preprint KSU, Alma-Ata (1992).

15. N. K. Bliev, G. Nugmanova, R. N. Syzdukova, R. Murzakulov, Soliton equations in 2+1 dimensions: reductions, bilinearizations and simplest solutions. — Preprint CNLP No. 1997-05, Alma-Ata (1997); solv/int 990214.

Gutshabash E. Sh. Some note on Ishimori’s magnet model.

Gauge transformation properties for an associated linear system of model Ishimori’s magnet model have been discussed. Implicit formulas for the gauge transformation matrix have been obtained. Darboux Transformation has been suggested and appropriate dressing relations have been found.

Postupilo 25 oktØbrØ 2002 g.

NII Fiziki S.-Peterburgskogo gosudarstvennogo universiteta