Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix, M. A. Sokolov

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR

1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote my obsudim proceduru sovmestnogo mnogoparametriqeskogo kvantovaniØ nabora trehmernyh algebr Li, vkl¸qa¸wego algebru Geæzenberga h(3), algebry Li grupp dvißeniæ evklidovoæ e(2) i psevdoevklidovoæ p(2) ploskosteæ i algebru su(2). Takoe kvantovanie vozmoßno, tak kak kaßdaØ iz fftih algebr L po otdel~nosti obrazuet paru Drinfel~da (L, L^∗) [1] s odnoæ i toæ ße razreximoæ algebroæ L^∗, opredelØemoæ kommutacionnymi sootnoxeniØmi

L^∗ ≡ j(3) = {e^1, e^2, e^3| [e^1, e^2] = e^2, [e^1, e^3] = e^3, [e^2, e^3] = 0.} (1) Bolee togo, vse ffti algebry (krome prostoæ algebry su(2)) ØvlØ- ¸tsØ bialgebrami u kotoryh struktury i kostruktury opredelØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi r-matricami. Neskol~ko primerov bialgebr s takim svoæstvom byli privedeny v rabote [2] i nazvany tam bi-r-matriqnymi.

DlØ udobstva napomnim neskol~ko opredeleniæ. KlassiqeskaØ r-matrica poØvlØetsØ v teorii bialgebr Li [1, 3] sledu¸wim obrazom. Rassmotrim koneqnomernu¸ algebru Li L s generatorami {e_i} , i = 1, ..., n i perestanovoqnymi sootnoxeniØmi

[e_i, e_j] = C^k_{ij}e_k, (2)

gde C^k_{ij} – strukturnye postoØnnye. Oboznaqim L^∗ prostranstvo, dual~noe k L. Fiksiruem bazis v L^∗ usloviem e^i(e_j ) ≡< e^i, e_j >= δ^i_j . Algebra L nazyvaetsØ bialgebroæ, esli ona snabßena otobraßeniem (koproizvedeniem)

Rabota vypolnØlas~ pri podderßke RFFI, granty 00-01-00500, 02-01- 00085. 169

170 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV δ : L → L ⊗ L, ØvlØ¸wimsØ 1-kociklom

δ([x, y]) = [δ(x), y ⊗ 1 + 1 ⊗ y] + [x ⊗ 1 + 1 ⊗ x, δ(y)], (3)

i opredelØ¸wim na dual~nom prostranstve L^∗ skobku Li

[., .]_∗ : L^∗ ⊗ L^∗ → L^∗ : < [ξ, η]_∗, x >=< ξ ⊗ η, δ(x) >, x ∈ L, ξ, η ∈ L^∗. (4) �lement r = ρ^{mn} e_m ⊗ e_n ∈ L ⊗ L, takoæ qto 1-kocikl δ moßet byt~ zapisan v vide

δ(x) = [x ⊗ 1 + 1 ⊗ x, r], (5)

nazyvaetsØ klassiqeskoæ r-matriceæ, a bialgebra Li L v fftom sluqae - kograniqnoæ ili r-matriqnoæ bialgebroæ. Esli, v svo¸ oqered~, na dual~noæ algebre L^∗ suwestvuet 1-kocikl δ^∗, opredelØemyæ fflementom r^∗, takoæ, qto

δ^∗(ξ) = [ξ ⊗ 1 + 1 ⊗ ξ, r^∗], ξ ∈ L^∗, r^∗ ∈ L^∗ ⊗ L^∗, (6) i < δ^∗(ξ), x ⊗ y >=< ξ, [x, y] >, x, y ∈ L, ξ ∈ L^∗, (7) to taku¸ bialgebru L estestvenno nazvat~ bi-r-matriqnoæ bialgebroæ.

Privedem neskol~ko primerov bi-r-matriqnyh bialgebr. Prosteæxim iz nih ØvlØetsØ neabeleva dvumernaØ bialgebra Li [1] s perestanovoqnym sootnoxeniem meßdu generatorami

[e_1, e_2] = e_1. (8)

Edinstvenno vozmoßnaØ v dvumerom sluqae treugol~naØ rmatrica, t.e. r-matrica, udovletvorØ¸waØ klassiqeskomu uravneni¸ ˚nga-Bakstera (CYBE)

[r_{12}, r_{13} + r_{23}] + [r_{13}, r_{23}]] = 0 (9)

i uslovi¸ unitarnosti ρ^{mn} = −ρ^{nm}, imeet vid

r = e_1 ∧ e_2 (10)

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR 171 i opredelØet na dual~nom prostranstve L^∗ perestanovoqnye sootnoxeniØ

[e^1, e^2]_∗ = e^2,

analogiqnye (8). Matrica r^∗, induciru¸waØ na L ishodnu¸ strukturu, opredelØetsØ sootnoxeniem

r^∗ = −e^1 ∧ e^2. (11)

Privedennyæ dvumernyæ sluqaæ (kak i ego obobwenie na sluqaæ

sl(n) [4]) iskl¸qitel~no vaßen, poskol~ku dlØ nego izvesten so-

otvetstvu¸wiæ tvist, opredelØ¸wiæ kvantovanie algebry (8) i sootvetstvu¸waØ universal~naØ R-matrica [5].

RassmotrennaØ bialgebra ØvlØetsØ samodual~noæ. Bolee sloßnyæ primer samodual~noæ bi-r-matriqnoæ bialgebry daet tak nazyvaemaØ (1 + 1) rasxirennaØ algebra GalileØ [6, 7]. Qetyre generatora fftoæ algebry udovletvorØ¸t perestanovoqnym sootnoxeniØm

[e_3, e_1] = e_2, [e_3, e_2] = e_4, [e_1, e_2] = 0,

[e_4, l¸boæ fflement ] = 0. (12)

Matrica r = e_1 ∧ e_2 − e_3 ∧ e_4 induciruet na sootvetstvu¸wem dual~nom prostranstve strukturu algebry Li izomorfnu¸ (12)

[e^2, e^4]_∗ = e^1, [e^1, e^4]_∗ = e^3, [e^1, e^2]_∗ = 0,

[e^3, l¸boæ fflement ]_∗ = 0,

(e_1 ∼ e^2, e_2 ∼ −e^1, e_3 ∼ e^4, e_4 ∼ e^3). Matrica, opredelØ¸waØ ishodnu¸ strukturu na L, ravna

r^∗ = −(e^1 ∧ e^2 − e^3 ∧ e^4).

Pereædem k naibolee suwestvennym dlØ dal~neæxego izloßeniØ primeram trehmernyh bi-r-matriqnyh bialgebr. Sredi nih net samodual~nyh [2]. Na algebre Geæzenberga h(3), zadavaemoæ perestanovoqnymi sootnoxeniØmi

h(3) = {e_1, e_2, e_3| [e_1, e_2] = 0, [e_2, e_3] = e_1, [e_1, e_3] = 0}, (13)

struktura bialgebry Li opredelØetsØ r-matriceæ [8, 9, 10, 11]

r = −e_2 ∧ e_3 (14)

172 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV ne udovletvorØ¸weæ klassiqeskomu uravneni¸ ˚nga–Bakstera (CYBE). Ona induciruet na dual~nom prostranstve L^∗ algebru

j(3) s kommutatorami (1)

[e^1, e^2] = e^2, [e^1, e^3] = e^3, [e^2, e^3] = 0.

V svo¸ oqered~, treugol~naØ matrica

r^∗ = 1/2e^2 ∧ e^3 (15)

opredelØet na h(3) ishodnye perestanovoqnye sootnoxeniØ (13).

Algebry Li grupp dvißeniæ evklidovoæ e(2) i psevdoevklidovoæ ploskosteæ p(2) zada¸tsØ perestanovoqnymi sootnoxeniØmi

[e_1, e_2] = 0, [e_2, e_3] = κe_1, [e_3, e_1] = e_2, (16)

gde κ = 1 dlØ algebry e(2) i κ = −1 dlØ algebry p(2). Treugol~- naØ r-matrica

r = e_1 ∧ e_3 + σe_2 ∧ e_3, (17)

gde σ = 1 dlØ p(2) i σ = i – mnimaØ edinica – dlØ e(2), opredelØet v dual~noæ algebre Li sootnoxeniØ

[e^1, e^2]_∗ = −e^1 − κσe^2, [e^2, e^3]_∗ = e^3, [e^1, e^3]_∗ = −κσe^3. (18)

Treugol~naØ matrica

r^∗ = − 1 2 (e^1 ∧ e^3 − κσe^2 ∧ e^3) (19)

induciruet na e(2) i p(2) ishodnye sootnoxeniØ.

Algebra Li, poroßdennaØ kommutatorami (18), ffkvivalentna algebre j(3), tak kak generatory

ẽ^1 = e^2, ẽ^2 = −e^1 − κσe^2, ẽ^3 = e^3. (20)

udovletvorØ¸t sootnoxeniØm (1). Takim obrazom, kak algebra Geæzenberga, tak i algebry Li dvißeniæ evklidovoæ e(2) i psevdoevklidovoæ p(2) ploskosteæ dvoæstvenny odnoæ i toæ ße algebre j(3).

Horoxo izvestno, qto prostaØ algebra su(2) takße imeet v kaqestve algebry, dual~noæ po Drinfel~du, algebru j(3) [1, 3].

Deæstvitel~no, ispol~zuØ matricu r = e^2 ∧ e^3, iz

[e^1, e^2]_∗ = e^3, [e^1, e^3]_∗ = −e^2, [e^2, e^3]_∗ = e^1 (21)

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR 173 poluqaem perestanovoqnye sootnoxeniØ algebry j(3). Zametim, qto r = e^2 ∧ e^3 ne udovletvorØet CYBE, a sama algebra su(2) ne ØvlØetsØ bi-r-matriqnoæ.

Iz skazannogo vyxe sleduet vozmoßnost~ odnovremennogo kvantovaniØ vseh qetyreh opisannyh trehmernyh bialgebr, ime- ¸wih odnu i tu ße algebru j(3) v kaqestve dual~noæ. Takoe kvantovanie budet provedeno v sledu¸wem razdele.

2. Kvantovanie

V fftom razdele budet osuwestvleno odnovremennoe kvantovanie, ukazannyh vo Vvedenii, trehmernyh algebr Li, kaßdaØ iz kotoryh imeet v kaqestve dual~noæ odnu i tu ße algebru j(3) (1). Kvantovanie budet provedeno v dva fftapa po sheme, opisannoæ v rabote Ogieveckogo [5]. Na pervom fftape na prostranstve dual~nom j(3) budet opredeleno koproizvedenie soglasovannoe so strukturoæ algebry Li (1). Na vtorom fftape budut poluqeny soglasovannye s fftim koproizvedeniem perestanovoqnye sootnoxeniØ.

Rassmotrim universal~nu¸ obœrtyva¸wu¸ algebru U(j(3)) s generatorami, udovletvorØ¸wimi perestanovoqnym sootnoxeniØm (1) algebry Li j(3)

[e_1, e_2] = e_2, [e_1, e_3] = e_3, [e_2, e_3] = 0.

Opredelim dual~noe k U(j(3)) prostranstvo U^∗ poroßda¸wie fflementy kotorogo (p, t, s) normirovannymi tak, qto

< p, e^k_3e^m_2 e^n_1 >= δ^k_1 δ^m_0 δ^n_0 , < t, e^k_3e^m_2 e^n_1 >= δ^k_0 δ^m_1 δ^n_0 ,

< s, e^k_3 e^m_2 e^n_1 >= δ^k_0 δ^m_0 δ^n_1 . (22)

Ispol~zuØ opredelenie koproizvedeniØ na dual~noæ algebre Hopfa < Δ^∗ξ, u ⊗ v >=< ξ, uv >, gde u, v ∈ U, ξ ∈ U^∗, imeem dlØ s

< Δ^∗s, e^k_3 e^m_2 e^n_1 ⊗ e^a_3 e^b_2e^c_1 >=< s, e^{k+a}_3 e^{m+b}_2 (e_1 + a + b)^ne^c_1 >

= δ^k_0 δ^a_0 δ^m_0 δ^b_0(δ^n_0 δ^c_1 + δ^n_1 δ^c_0). (23)

Sootnoxeni¸ (23) udovletvorØet edinstvennoe koproizvedenie

Δ^∗s = s ⊗ 1 + 1 ⊗ s, (24)

174 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV Analogiqnu¸ proceduru primenim dlØ generatorov p i t. DlØ p, naprimer, poluqaem

< Δ^∗p, e^k_3e^m_2 e^n_1 ⊗ e^a_3 e^b_2e^c_1 >=< p, e^{k+a}_3 e^{m+b}_2 (e_1 + a + b)^ne^c_1 >

= δ^b_0δ^m_0 δ^c_0(δ^k_0 δ^a_1 + δ^a_0 δ^n_0 δ^k_1 ). (25)

�to ravenstvo osnovano na sootnoxeniØh e_1e_2 = e_2(e_1 + 1), e_1e_3 =

e_3(e_1 + 1) i (22). FiksiruØ standartnoe kokommutativnoe proiz-

vedenie v algebre U(j(3)), generatory kotoroæ ØvlØ¸tsØ primitivnymi fflementami

Δ_0(e_i) = e_1 ⊗ 1 + 1 ⊗ e_i, i = 1, 2, 3,

poluqaem, qto naibolee obwee vyraßenie koproizvedeniØ Δ^∗p, udovletvorØ¸wee (25) daetsØ formuloæ

Δ^∗p = p ⊗ 1 + e^s ⊗ p. (26)

Pri vyvode (26) bylo ispol~zovano vyraßenie

< s^l, e^k_3e^m_2 e^n_1 >= n!δ^k_0 δ^m_0 δ^n_l ,

vyteka¸wee iz usloviæ normirovki (22), vida nedeformirovannogo koproizvedeniØ Δ_0 i opredeleniØ < ξ ⊗ ζ, Δu >=< ξζ, u >, gde u ∈ U, ξ, ζ ∈ U^∗. AnalogiqnaØ argumentaciØ daet

Δ^∗t = t ⊗ 1 + e^s ⊗ t. (27)

Posledu¸wie vykladki udobno osuwestvit~ vvedØ novyæ generator g = e^s. Imeem

Δ^∗p = p ⊗ 1 + g ⊗ p, Δ^∗t = t ⊗ 1 + g ⊗ t, Δ^∗g = g ⊗ g. (28)

Fiksiruem estestvennoe normal~noe uporØdoqenie p^it^jg^k bazisnyh fflementov algebry U^∗ i zapixem perestanovoqnye sootnoxeniØ dlØ vseh par fflementov g,p i t v vide gp = ∑ α_{ijk}p^it^j g^k, gt = ∑ β_{ijk}p^it^j g^k, tp = ∑ γ_{ijk}p^it^jg^k (29)

s proizvol~nymi qislovymi kofffficientami α_{ijk},β_{ijk},γ_{ijk}. PredpolagaØ, qto summy v pravyh qastØh sootnoxeniæ ØvlØ¸tsØ polinomami po generatoram p, t, g ne vyxe vtoroæ stepeni i+j +k ≤

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR 175 2, podstavim ih v ravenstva, poluqaemye iz (29) vyqisleniem koproizvedeniæ. Ewe raz ispol~zuØ predpolagaemyæ vid perestanovoqnyh sootnoxeniæ, prihodim k soglasovannym pravilam kommutacii

gp = α_1(g − g^2) + α_2pg + α_3tg gt = β_1(g − g^2) + β_2pg + β_3tg tp = γ_1(1 − g^2) + γ_2p + γ_3t + γ_4p^2 + γ_5t^2 + γ_6pt . (30)

V perestanovoqnye sootnoxeniØ (30) vhodØt 12 qislovyh parametrov α_i, β_j , γ_k, podqinØ¸wihsØ sledu¸wim svØzØm

α_3γ_4 + β_3γ_6 = 1, α_1 = γ_3 + β_1γ_5, α_2 = γ_6 + γ_5β_2, α_3 = γ_5(1 + β_3), γ_2 + α_1γ_4 + β_1γ_6 = 0, γ_4(1 + α_2) + β_2γ_6 = 0.

(31)

Iskl¸qim nekotorye iz parametrov s pomow~¸ lineænyh avtomorfizmov. Preßde vsego my imeem preobrazovaniØ simmetrii

p ↔ t. V fftom sluqae

α_1 ↔ β_1, α_3 ↔ β_2, β_3 ↔ α_2 i γ_1 → −γ_1/γ_6, γ_2 → −γ_3/γ_6, γ_3 → −γ_2/γ_6, γ_4 → −γ_5/γ_6, γ_5 → −γ_4/γ_6, γ_6 → −1/γ_6.

Rassmotrim sootnoxeniØ (3) s drugimi znaqeniØmi kofffficientov (my budem ih pomeqat~ ”xtrihom”). Pust~ lineænye preobrazovaniØ p^′ = αp + βt + γ(1 − g) t^′ = δp + εt + μ(1 − g) (32)

s nekotorymi kofffficientami α, β, γ, δ, ε, μ ne menØ¸t vida uravneniæ (30). PodstavlØØ (32) v (30) i peregruppirovav qleny, poluqaem

gp = α^′_2g(1 − g) + α^′_8pg + α^′_{10}tg, gt = β^′_2g(1 − g) + β^′_8pg + β^′_{10}tg. (33)

176 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV Novye kofffficienty v sootnoxeniØh (33) mogut byt~ vyraßeny qerez ishodnye v vide

α^′_1 = 1/D[α_1ε + (α_2 − 1)γε + α_3εμ − β_1β + (1 − β_3)βμ − β_2βγ],

(34a)

α^′_2 = 1/D[α_2αε + α_3δε − β_2αβ − β_3βδ], (34b) α^′_3 = 1/D[α_3ε^2 + (α_2 − β_3)βε − β_2β^2], (34c) β^′_1 = 1/D[β_1α + (β_3 − 1)αμ+β_2αγ −α_1δ−(α_2 − 1)γδ−α_3δμ],

(34d)

β^′_2 = 1/D[β_2α^2 − α_3δ^2 + (β_3 − α_2)αδ], (34e) β^′_3 = 1/D[β_2αβ + β_3αε − α_2βδ − α_3δε], (34f)

gde D = αε − βδ ≠ 0. Iz sootnoxeniæ (34) (c), (e) i neravenstva

D ≠ 0, sleduet, qto preobrazovaniØmi (32) moßno dobit~sØ od-

novremennogo ravenstva nul¸ kofffficientov α^′_3 i β^′_2 pri vseh znaqeniØh kofffficientov α_2, β_2, α_3, β_3, krome sluqaev

(a) α_3 ≠ 0, α_2 = β_3, β_2 = 0, (b) β_2 ≠ 0, β_3 = α_2, α_3 = 0. (35)

Esli sootnoxeniØ (35) ne ime¸t mesta, moßno poloßit~ α_3 =

β_2 = 0. Rassmotrim ffti vozmoßnye sluqai po otdel~nosti. α_3 = β_2 = 0. PodstavlØØ znaqeniØ α_3 = β_2 = 0 v uravneniØ (30)

i sootnoxeniØ (31), poluqaem

gp = α_1(g − g^2) + α_2pg gt = β_1(g − g^2) + β_3tg tp = γ_1(1 − g^2) + γ_2p + γ_3t + γ_4p^2 + γ_5t^2 + γ_6pt, (36)

β_3γ_6 = 1, α_1 = γ_3 + β_1γ_5, α_2 = γ_6,

γ_5(1 + β_3) = 0, γ_2 + α_1γ_4 + β_1γ_6 = 0, γ_4(1 + α_2) = 0. (37)

Iz rezul~tatov [5] sleduet, qto dopolnitel~nymi lineænymi preobrazovaniØmi pervogo i vtorogo iz sootnoxeniæ (36) moßno dobit~sØ vypolneniØ odnogo iz sledu¸wih usloviæ

2.1.1. α1 = β1 = 0, α2 ≠ 1, β3 ≠ 1.

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR 177 Iz sootnoxeniæ (37)

β_3α_2 = 1, γ_3 = 0, γ_5(1 + β_3) = 0, γ_2 = 0, γ_4(1 + α_2) = 0. (38)

UravneniØ svØzi meßdu kofffficientami (38) raspada¸tsØ na sledu¸wie dva razliqnyh sluqaØ.

α_2 = Φ ≠ −1, β_3 ≠ −1, γ_1 = Γ: gp = Φpg gt = 1/Φtg tp = Γ(1 − g^2) + Φpt. (39)

α_2 = β_3 = −1, γ_1 = Γ, γ_4 = Θ, γ_6 = Δ gp + pg = 0 gt + tg = 0 tp + pt = Γ(1 − g^2) + Θp^2 + Δt^2. (40)

2.1.2. α1 = β1 = 0, α2 = β3 = 1, α1 = γ3 = Φ, γ1 = Γ, β1 = −γ2 = Δ:. [g, p] = Φ(g − g^2) [g, t] = Δ(g − g^2) [t, p] = Γ(1 − g^2) − Δp + Φt. (41)

2.2. α3 ≠ 0, α2 = β3, β2 = 0. V fftom sluqae sootnoxeniØ (31)

uprowa¸tsØ

α_2 = γ_6 = 1, γ_4 = 0, α_1 = γ_3 + β_1γ_5, α_3 = 2γ_5, γ_2 + β_1 = 0.

(42) Oboznaqiv α_1 = Φ, α_3 = Θ, β_1 = Δ, γ_1 = Γ, zapixem kommutacionnye sootnoxeniØ (30) v vide

[g, p] = Φ(g − g^2) + Θtg, [g, t] = Δ(g − g^2), [t, p] = Γ(1 − g^2) − Δp + (Φ − ΔΘ/2)t + Θ/2t^2.

178 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV Uslovie α_3 = Θ ≠ 0 pozvolØet (vypolniv perenormirovku p i kofffficientov Φ i Γ) poloßit~ Θ = 1. Okonqatel~no poluqim

[g, p] = Φ(g − g^2) + tg

[g, t] = Δ(g − g^2)

[t, p] = Γ(1 − g^2) − Δp + (Φ − Δ/2)t + 1/2t^2 (43)

Vtoroæ sluqaæ β_2 ≠ 0, β_3 = α_2, α_3 = 0 ØvlØetsØ analogiqnym rassmotrennomu iz-za simmetrii meßdu p i t.

V zakl¸qenie fftogo razdela kratko obsudim klassiqeskiæ predel poluqennyh kvantovyh algebr, zadavaemyh perestanovoqnymi sootnoxeniØmi (30). VvodØ parametr kvantovaniØ h, podstavim v formuly (30) i (31), sledu¸wie razloßeniØ kak samih generatorov p, t, g, tak i qislovyh kofffficientov

g = 1 + hg_1 + ... t = ht_1 + ...

p = hp_1 + ... δ_i = δ_{i,0} + hδ_{i,1} + .... (44)

V posledneæ iz formul (44) δ_i – l¸boæ iz kofffficientov

α_i, β_j , γ_k. V pervom porØdke po h poluqaem kommutatory

[g_1, p_1] = −αg_1 + γp_1 + 2εt_1,

[g_1, t_1] = −βg_1 + 2δp_1 − γt_1,

[t_1, p_1] = −2μg_1 − βp_1 + αt_1. (45)

Zdes~ α, β, γ, δ, ε, μ – proizvol~nye kofffficienty, svØzannye s kofffficientami razloßeniæ (44). Struktura kommutatorov (45) pokazyvaet, qto kaßdaØ iz pereqislennyh vyxe 3-mernyh algebr Li (h(3), su(2), e(2), p(2)) moßet byt~ vosstanovlena v klassiqeskom predele (44).

3. Postroenie qislovoæ R-matricy

Izuqim vopros, v kakoæ stepeni kommutacionnye sootnoxeniØ (30) soglasu¸tsØ s R-matriqnoæ formulirovkoæ teorii kvantovyh grupp i algebr Faddeeva-Rexetihina-TahtadßØna [12]. Napomnim, qto v fftom podhode central~nu¸ rol~ igraet fundamental~noe sootnoxenie kvantovogo metoda obratnoæ zadaqi

RT_1T_2 = T_2T_1R, (46)

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR 179 ØvlØ¸weesØ sßatoæ matriqnoæ zapis~¸ odnorodnyh kvadratiqnyh sootnoxeniæ na n^2 generatorov t_{ij} , (i, j = 1, 2, ..., n) kvantovoæ algebry F_q. �lementy qislovoæ n^2 × n^2 matricy R igra¸t rol~ strukturnyh postoØnnyh. OboznaqeniØ T_1 = T ⊗ 1, T_2 = 1 ⊗ T , gde

T = (t_{ij}) – n × n-matrica generatorov algebry F_q , standartny

dlØ kvantovogo metoda obratnoæ zadaqi i R-matriqnogo formalizma. Obyqno predpolagaetsØ, qto R-matrica kvazitreugol~na, t.e. ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ˚nga-Bakstera

R_{12}R_{13}R_{23} = R_{23}R_{13}R_{12}. (47)

MatriqnaØ forma F RT -sootnoxeniØ (46) pozvolØet sravnitel~- no legko vvesti v associativnu¸ algebru F_q, narØdu s umnoßeniem, dopolnitel~nye otobraßeniØ (koumnoßenie, koedinica i antipod) i prevratit~ ee v algebru Hopfa – kvantovu¸ gruppu. Naprimer, koumnoßenie opredelØetsØ matriqnym sootnoxeniem

ΔT = T (⊗)T. (48)

V kaqestve pervogo xaga postroim T -matricu, soglasovav poluqennye vyxe koproizvedeniØ (28) s sootnoxeniem (48). Poskol~ku (28) lineæny v kaßdom tenzornom somnoßitele, budem predpolagat~ qto matrica T takße lineæna po generatoram g, p, t. Rassmotrim lineænyæ mnogoqlen po peremennym g, p, t s kofffficientami v nekotorom nekommutativnom kol~ce T = A1 + Bg + Ct + Dp. (49) PodstavlØØ (49) v (48) i uqityvaØ zakon umnoßeniØ Bg ⊗ Dp =

BD(g ⊗ p), poluqaem AA = A BA = 0 CA = C DA = D AB = 0 BB = B CB = 0 DB = 0 AC = 0 BC = 0 CC = 0 DC = 0

AD = 0 BD = D CD = 0 DD = 0 (50)

Poskol~ku kofffficienty A i B ØvlØ¸tsØ ortogonal~nymi proektorami, v predstavlenii trehmernymi matricami ih moßno predstavit~ v vide diagonal~nyh matric, poloßiv A = 1 . . . 1 . . . . , B = . . . . . . . . 1 (51)

180 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV Matricy C i D vybiraem v vide C = . . . . . . 1 . . , D = . . . . . . . 1 . . (52) Zametim, qto dlØ C i D dopustim bolee sloßnyæ vid. Naprimer moßno vybrat~ C = . . . . . . a b . , D = . . . . . . c d . pri proizvol~nyh a, b, c, d.

Pri vybore (51), (51) imeem T = 1 . . . 1 . t p g ;

ΔT =

1 ⊗ 1 1 ⊗ 1 t ⊗ 1 + g ⊗ t p ⊗ 1 + g ⊗ p g ⊗ g . (53) Nax sledu¸wiæ xag sostoit v postroenii podhodØweæ R−matricy. Zapixem R = R_{AA}A ⊗ A + R_{AB}A ⊗ B + ... (54) i podstavim ffto vyraßenie v RT T -sootnoxenie [12],

RT_1T_2 = T_2T_1R, gde T_1 = A ⊗ 1 ⊗ 1 + B ⊗ 1 ⊗ g + C ⊗ 1 ⊗ t + D ⊗ 1 ⊗ p i T_2 = 1 ⊗ A ⊗ 1 + 1 ⊗ B ⊗ g + 1 ⊗ C ⊗ t + 1 ⊗ D ⊗ p.

Sravniv sootvetstvu¸wie qleny imeem R_{AA} = R_{AB} = R_{BA} = R_{BB} , R_{CB} = −R_{BC} , R_{DB} = −R_{BD}, R_{DC} = −R_{CD}, R_{AC} = R_{AD} = R_{CA} = R_{DA} = R_{CC} = R_{DD} = 0.

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR 181 R-Matrica s takimi svoæstvami sovmestna s kommutacionnymi sootnoxeniØmi (30) tol~ko v tom sluqae, kogda vypolnØ¸tsØ

α_3 = β_2 = γ_4 = γ_5 = 0, α_2 = β_3 = γ_6 = 1, α_1 = γ_3, β_1 = −γ_2,

(55) qto daet dlØ kommutacionnyh sootnoxeniæ [g, p] = α(g −g^2), [g, t] = β(g −g^2), [t, p] = γ(1−g^2)+αt−βp, (56) gde α_1 = α, β_1 = β, γ_1 = γ. Sama R−matrica imeet sledu¸wu¸ strukturu R = η(I ⊗ I + αD ∧ B + βC ∧ B + γD ∧ C), (57) gde I ediniqnaØ 9 × 9 matrica (I = A ⊗ A + A ⊗ B + B ⊗ A +

B ⊗ B) a qislo η proizvol~no. Pri vybore realizacii (51), (52)

qislovaØ R−matrica imeet vid

R =

1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . 1 . . −γ β γ . α −β −α 1

(58)

Matrica (58) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ˚nga-Bakstera (47).

4. Priloßenie Koproizvedenie poluqennoe v formulah (28) ne ØvlØetsØ naibolee populØrnym. Qawe pri kvantovanii kak algebry su(2), tak i algebr Geæzenberga i dvißeniæ evklidovoæ i psevdoevklidovoæ ploskosteæ (sm., naprimer, [8, 13, 14] i citirovannye tam raboty) ispol~zuetsØ koproizvedenie vida

Δ^∗p = p ⊗ 1 + g ⊗ p, Δ^∗t = t ⊗ 1 + g^{−1} ⊗ t, Δ^∗g = g ⊗ g, (59) ili Δ^∗p = p⊗1+e^{τs} ⊗p, Δ^∗t = t⊗1+e^{−τs} ⊗t, Δ^∗s = s⊗1+1⊗s, (60)

182 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV gde τ - nekotoryæ parametr. V rabotah [8, 13, 14] koproizvedenie otliqaetsØ ot (60) zamenoæ bazisnyh fflementov. Klassiqeskim predelom koproizvedeniØ (60) moßno sqitat~

δ^∗(e^1) = 0, δ^∗(e^2) = −e^1 ⊗ e^2, δ^∗(e^3) = e^1 ⊗ e^3.

gde e^1, e^2, e^3 ØvlØ¸tsØ klassiqeskimi predelami generatorov s, t i p sootvetstvenno. �to koproizvedenie induciruet na prostranstve L strukturu algebry

[e^1, e^2] = −e^2, [e^1, e^3] = e^3, [e^2, e^3] = 0

ffkvivalentnu¸ algebre Li dvißeniæ psevdoevklidovoæ ploskosti p(2). Ne suwestvuet r-matricy r ∈ h(3) ⊗ h(3) opredelØ¸- weæ koproizvedenie (61). Takim obrazom, h(3) − p(2) nel~zØ rassmatrivat~ kak kograniqnu¸ bialgebru. Odnako, kvantovanie, provedennoe vo vtorom razdele, ne opiraetsØ na suwestvovanie r-matric, pofftomu bialgebru h(3) − p(2) moßno kvantovat~ opisannym vyxe metodom. My ne budem privodit~ zdes~ sootvetstvu¸wie vyqisleniØ. Zametim tol~ko, qto koproizvedenie (60) soglasovano s kommutacionnymi sootnoxeniØmi v algebre

U(h(3)) v tom smysle, qto ono ØvlØetsØ gomomorfizmom algebr

(t.e. skobka Li ne deformiruetsØ)

Δ([x, y]) = [Δx, Δy] (62)

dlØ l¸byh x, y ∈ U(h(3)). Sledovatel~no, v sluqae algebry Geæzenberga estestvenno popytat~sØ poluqit~ kak vyraßenie dlØ tvista F i universal~noæ R-matricy v terminah nedeformirovannyh generatorov algebry Geæzenberga (13), tak i sootvetstvu¸wee koproizvedenie na dual~noæ algebre U(p(2)). Legko proverØetsØ na generatorah e^i, qto singulØrnoe (po e^1) vyraßenie

F = exp (τ e^1 ⊗ e^3e^2 e^1

) (63)

moßno rassmatrivat~ kak tvist

Δ^∗ = FΔ^∗_0F^{−1}

v U(p(2)). Zdes~

Δ^∗_0(e^i) = e^1 ⊗ 1 + 1 ⊗ e^i, i = 1, 2, 3,

SOVMESTNOE KVANTOVANIE TR´HMERNYH BIALGEBR 183 a Δ^∗(e^i) daetsØ formulami (60)

Δ^∗(e^1) = e^1 ⊗ 1 + 1 ⊗ e^1, Δ^∗(e^2) = e^2 ⊗ 1 + e^{−τe1} ⊗ (e^2),

Δ^∗(e^3) = e^3 ⊗ 1 + e^{τe1} ⊗ e^3. (64)

Sootvetstvu¸waØ universal~naØ R− matrica opredelØetsØ vyraßeniem

R = F_{21}F^{−1} = exp ( τ pt s ⊗ s ) exp ( − τ s ⊗ pt s ) . (65)

Iz privedennyh formul vidno, qto ni tvist, ni R-matrica ne ØvlØ¸tsØ vnutrennimi gomomorfizmami v prostranstve h(3) ⊗

h(3) i ne suwestvuet klassiqeskogo predela fftih ob¨ektov v h(3) ⊗ h(3).

Literatura 1. V. Drinfeld, Quantum Groups — Proceedings of the International Congress of

Mathematicians, Berkeley (1986), A. M. Gleason (ed.), Vol 1. pp. 798–820, AMS, Providence, RI.

2. M. Sokolov, Some examples of classical coboundary Lie bialgebras with coboundary

duals. — math.QA/0103115.

3. V. Chari, A. Pressley, A guide to quantum groups. — Cambridge University press

(1994).

4. P. P. Kulish, V. D. Lyakhovsky, A. I. Mudrov, — J. Math. Phys. 40, No.9 (1999),

4569–4586, q-alg/9806014.

5. O. V. Ogievetsky, Hopf structures on the Borel subalgebra of sl(2). — in: Proc.

Winter School Geometry and Physics, Zidkov, Suppl. Rendiconti cir. Math. Palermo, Serie II, No. 37 (1993), 185; preprint MPI-Ph/92-99, Munich, (1992)

6. A. Opanowicz, — J.Phys.A., 31 (1998), 8387.

7. A. Ballesteros, E. Celeghini and F. J. Herranz, — J. Phys. A. 33 (2000), 3431–

3444.

8. E. Celeghini, R. Giachetti, E. Sorace, and M. Tarlini, — J. Math. Phys. 32 (1991),

1155.

9. B. A. Kupershmidt, — J. Phys. A. 26 (1993), L929.

10. A. Ballesteros, F. J. Herranz and P. Parashar, — J. Phys. A. 30 (1997), L149. 11. E. Kowalczyk, —- Acta Phys. Pol. B. 28 (1997), 1893.

12. N. ı. Rexetihin, L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, — Algebra i Analiz 1 No. 1 (1989) 178–206.

13. E. SklØnin, — UMN 40(2) (1985), 214. 14. J. Sobczyk, — J. Phys. A. 29 (1996), 2887.

Damaskinsky E. V., Kulish P. P. and Sokolov M. A. Unified quantization of three-dimensional bialgebras.

184 E. V. DAMASKINSKI`, P. P. KULIX, M. A. SOKOLOV The joint multiparameter quantization of several three-dimensional Lie algebras is given. Among the quantized algebras one finds the Heisenberg algebra, the algebra of motions of the (pseudo)euclidean plane and su(2). Such a quantization is possible because all of the mentioned algebras are dual to the same solvable Lie algebra. The explicit form of the number Rmatrix is given which allows to encode some of the commutation relations in the form of the RTT-equation.

Postupilo 27 sentØbrØ 2002 g. Sankt-Peterburgskiæ Voennyæ inßenernyæ tehniqeskiæ universitet

E-mail: evd@pdmi.ras.ru

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: kulish@pdmi.ras.ru

S.-Peterburgskiæ institut maxinostroeniØ

E-mail: sokolov@pmash.spb.su