Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

V. O. Tarasov

O REXENI˚H BETEVSKIH URAVNENI` V XXZ MODELI

Nedavno v rabote [1] byli poluqeny nekotorye toßdestva dlØ rexeniæ betevskih uravneniæ v xestiverxinnoæ modeli. V dannoæ zametke privoditsØ fflementarnoe dokazatel~stvo analogiqnyh toßdestv v sluqae XXX ili XXZ modeli proizvol~nogo spina. HotØ sootvetstvu¸wie vyqisleniØ perenosØtsØ poqti bez izmeneniæ na fflliptiqeskiæ sluqaæ, poluqa¸wiesØ pri fftom toßdestva ime¸t dostatoqno transcendentnyæ vid. Daße v sluqae xestiverxinnoæ modeli privodimoe nami dokazatel~stvo toßdestv dlØ rexeniæ betevskih uravneniæ prowe original~- nogo dokazatel~stva v rabote [1].

Podrobnoe izloßenie metoda anzatca Bete moßno naæti v monografii [2].

Ispol~zuemye v zametke oboznaqeniØ ne sovpada¸t s oboznaqeniØmi v rabotah [1] i [2], odnako qitatel~ moßet bez truda ustanovit~ neobhodimye sootvetstviØ.

1. Rassmotrim neodnorodnu¸ XXX model~ na rexetke iz N uz-

lov s kvaziperiodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. Pust~ ℓ_1, . . .,

ℓ_N — spiny predstavleniæ v uzlah, z_1, . . . , z_N — parametry ne-

odnorodnosti, i e^μ — parametr kvaziperiodiqnosti; periodiqeskim graniqnym usloviØm otveqaet e^μ = 1. My budem predpolagat~, qto 2ℓ_i ∈ Z_{>0} pri vseh i = 1, . . . , N , drugimi slovami, vse predstavleniØ v uzlah rexetki netrivial~ny i koneqnomerny.

V k-qastiqnom sektore: S_z = ℓ_1 + . . . + ℓ_N − k, betevskie uravneniØ na bystroty t_1, . . . , t_k ime¸t vid N∏ i=1 (t_a − z_i + ℓ_i) k∏ b=1 b≠a (t_a − t_b − 1) = e^μ N∏ i=1 (t_a − z_i − ℓ_i) k∏ b=1 b≠a (t_a − t_b + 1) , (1)

a = 1, . . . , k. My ne razliqaem rexeniØ dannoæ sistemy, kotorye

poluqa¸tsØ drug iz druga perestanovkami peremennyh t_1, . . . , t_k.

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 02–01–00085a. 245

246 V. O. TARASOV Budem govorit~, qto rexenie t_1, . . . , t_k soderßit toqku u, esli u ∈ {t_1, . . . , t_k}. Rexenie t_1, . . ., t_k sistemy (1) nazovem dopustimym, esli t_a ≠

t_b + 1 pri vseh a, b = 1, . . . , k. Sledu¸waØ lemma opisyvaet harak-

teristiqeskie svoæstva dopustimyh rexeniæ.

Lemma 1.

a) Pust~ z_i + ℓ_i ≠ z_j − ℓ_j pri vseh i, j = 1, . . . , N . Togda vsØkoe dopustimoe rexenie sistemy (1) ne soderßit toqek z_1 ± ℓ_1, . . . , z_N ± ℓ_N . b) Esli rexenie sistemy (1) ne soderßit ni odnoæ iz toqek

z_1 + ℓ_1, . . . , z_N + ℓ_N , to ono dopustimo.

v) Esli rexenie sistemy (1) ne soderßit ni odnoæ iz toqek

z_1 − ℓ_1, . . . , z_N − ℓ_N , to ono dopustimo.

Dokazatel~stvo. UtverßdeniØ sledu¸t iz dostatoqno prostogo

analiza sistemy (1). Naqnem s punkta a). Pust~, naprimer, t_1 =

z_1 + ℓ_1. Togda iz uravneniØ pri a = 1 sleduet, qto t_1 = t_b + 1 dlØ

nekotorogo b, poskol~ku po predpoloßeni¸ t_1 ≠ z_i − ℓ_i pri vseh i = 1, . . ., N . Dokazatel~stva punktov b) i v) analogiqny. Rassmotrim punkt b) i dlØ uproweniØ izloßeniØ ograniqimsØ sluqaem k = 3. Pust~ t_1, t_2, t_3 — nedopustimoe rexenie i, naprimer, t_2 = t_1 + 1. Togda iz uravneniØ pri a = 2 sleduet, qto libo t_2 = z_i + ℓ_i dlØ nekotorogo i, libo t_3 = t_2 + 1. V poslednem sluqae iz uravneniØ pri a = 3 sleduet, qto t_3 = z_i + ℓ_i dlØ nekotorogo i. •

Zameqanie. V literature betevskie uravneniØ obyqno zapisy-

va¸t v sledu¸wem vide: N∏ i=1 t_a − z_i + ℓ_i t_a − z_i − ℓ_i = e^μ k∏ b=1 b≠a t_a − t_b + 1 t_a − t_b − 1 , a = 1, . . ., k , (2)

priqem neØvno predpolagaetsØ, qto rassmatriva¸tsØ tol~ko dopustimye rexeniØ i z_i + ℓ_i ≠ z_j − ℓ_j pri vseh i, j = 1, . . ., N . Iz Lemmy 1 sleduet, qto pri takih predpoloßeniØh sistemy (1) i (2) ffkvivalentny.

Rexenie t_1, . . . , t_k betevskih uravneniæ nazyvaetsØ vnediagonal~nym, esli t_a ≠ t_b pri vseh a ≠ b. V rabote [3] bylo pokazano,

O REXENI˚H BETEVSKIH URAVNENI` V XXZ MODELI 247 qto pri obwih z_1, . . ., z_N i obwem e^μ qislo razliqnyh dopustimyh vnediagonal~nyh rexeniæ sistemy (1) sovpadaet s razmernost~¸ podprostranstva vektorov s zadannym S_z = ℓ_1 +. . .+ℓ_N −k v prostranstve sostoØniæ XXX modeli. Esli e^μ = 1, to izvestno, qto sistema (1) imeet dopustimye vnediagonal~nye rexeniØ tol~ko pri S_z ¿ 0, t.e. pri k 6 ℓ_1 + . . . + ℓ_N , priqem pri obwih

z_1, . . . , z_N ih qislo sovpadaet s razmernost~¸ podprostranstva

osobyh (starxih) vektorov s dannym S_z .

Naibol~xiæ interes pri izuqenii rexeniæ sistemy (1) predstavlØet sluqaæ odnorodnoæ modeli: ℓ_1 = . . . = ℓ_N , z_1 = . . . = z_N . Gipotetiqeski, qislo dopustimyh vnediagonal~nyh rexeniæ v odnorodnom sluqae ne menØetsØ po sravneni¸ so sluqaem obwih z_1, . . . , z_N . Rassmotrim mnogoqlen P (u) =^N ∏ i=1 2ℓ_i−1∏ r=0 (u−z_i −ℓ_i +r) i funkci¸

F (α; s_1, . . . , s_k) = 1 2πi ∮ ∞ e^{−αu}P (u) k∏ a=1 (u − s_a) (u − s_a − 1) du , (3)

gde integral beretsØ po poloßitel~no orientirovannomu zamknutomu konturu, soderßawemu vnutri vse toqki s_1, . . . , s_k, s_1 + 1,

. . . , s_k + 1. Oqevidno, qto pri fiksirovannyh s_1, . . . , s_k funkciØ F (α; s_1, . . . , s_k) est~ celaØ funkciØ α.

Zameqanie. Mnogoqlen P (u) est~ mnogoqlen Drinfel~da pred-

stavleniØ Øngiana Y (gl_2), sootvetstvu¸wego rassmatrivaemoæ

XXX modeli proizvol~nogo spina.

Predloßenie 2. Pust~ t1, . . . , tk — dopustimoe rexenie betev-

skih uravneniæ (1), i n ∈ Z. Togda

F (μ + 2πin; t_1, . . . , t_k) = 0 . (4)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez f(u) podintegral~noe vyra-

ßenie v formule (3). VyqislØØ integral (3) po vyqetam, my poluqim, qto F (μ + 2πin; t_1, . . ., t_k) = k∑ a=1 ( Res f(t_a) + Res f(t_a + 1) ) = 0 ,

248 V. O. TARASOV tak kak v silu betevskih uravneniæ Res f(t_a) + Res f(t_a + 1) = 0 dlØ l¸bogo a = 1, . . ., k.

V sluqae periodiqeskih graniqnyh usloviæ: e^μ = 1, odno iz ravenstv (4) prinimaet vid F (0; t_1, . . . , t_k) = 0 i stanovitsØ algebraiqeskim sootnoxeniem dlØ peremennyh t_1, . . . , t_k, z_1, . . . , z_N :

Res_{u=∞} P (u) k∏ a=1 (u − t_a) (u − t_a − 1)

= 0 .

Naprimer, pri k = ℓ_1 + . . . + ℓ_N , my poluqaem, qto

t_1 + . . . + t_k = ℓ_1z_1 + . . . + ℓ_N z_N .

2. Rassmotrim neodnorodnu¸ XXZ model~ na rexetke iz N uz-

lov s anizotropieæ γ i kvaziperiodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. Poloßim q = e^{iγ} . Pust~ ℓ_1, . . . , ℓ_N — spiny predstavleniæ v uzlah, z_1, . . . , z_N — parametry neodnorodnosti, i q^{2μ} — parametr kvaziperiodiqnosti; periodiqeskim graniqnym usloviØm otveqaet q^{2μ} = 1. My predpolagaem, qto q^2 ≠ 1, z_i ≠ 0 i

2ℓ_i ∈ Z_{>0} pri vseh i = 1, . . ., N .

V k-qastiqnom sektore: S_z = ℓ_1 + . . . + ℓ_N − k, betevskie uravneniØ na bystroty t_1, . . . , t_k ime¸t vid N∏ i=1 (q^{2ℓi} t_a − z_i) k∏ b=1 b≠a (t_a − q^2t_b) = q^{2μ} N∏ i=1 (t_a − q^{2ℓi}z_i) k∏ b=1 b≠a (q^2t_a − t_b) , (5)

a = 1, . . . , k. Rexenie t_1, . . . , t_k sistemy (5) nazovem dopustimym,

esli t_a ≠ 0 i t_a ≠ q^2t_b pri vseh a, b = 1, . . . , k.

Lemma 3. Pust~ q^{2ℓi}zi ≠ q^{−2ℓj} zj pri vseh i, j = 1, . . . , N . Togda vsØ-

koe dopustimoe rexenie sistemy (5) ne soderßit toqek q^{±2ℓ1}z_1, . . . , q^{±2ℓN}z_N . Lemma 4. Pust~ q^{2m} ≠ 1 pri vseh m = 1, . . . , k.

a) Esli rexenie sistemy (5) ne soderßit ni odnoæ iz toqek

q^{2ℓ1}z_1, . . ., q^{2ℓN}z_N , to ono dopustimo.

b) Esli rexenie sistemy (5) ne soderßit ni odnoæ iz toqek

q^{−2ℓ1}z_1, . . . , q^{−2ℓN}z_N , to ono dopustimo.

O REXENI˚H BETEVSKIH URAVNENI` V XXZ MODELI 249 UtverßdeniØ dokazyva¸tsØ analogiqno Lemme 1.

Rexenie t_1, . . . , t_k betevskih uravneniæ nazyvaetsØ vnediagonal~nym, esli t_a ≠ t_b pri vseh a ≠ b. V rabote [3] bylo pokazano, qto pri obwih z_1, . . . , z_N i obwem q^{2μ} qislo razliqnyh dopustimyh vnediagonal~nyh rexeniæ sistemy (5) sovpadaet s razmernost~¸ podprostranstva vektorov s zadannym S_z = ℓ_1 +

. . . + ℓ_N − k v prostranstve sostoØniæ XXZ modeli. Gipotetiqe-

ski, qislo dopustimyh vnediagonal~nyh rexeniæ v odnorodnom sluqae: ℓ_1 = . . . = ℓ_N , z_1 = . . . = z_N , ne menØetsØ po sravneni¸ s obwim sluqaem. V periodiqeskom sluqae: q^{2μ} = 1, qislo dopustmyh vnediagonal~nyh rexeniæ gipotetiqeski ne menØetsØ po sravneni¸ s obwim sluqaem, esli q ne ØvlØetsØ kornem iz edinicy.

Rassmotrim mnogoqlen Q(u) =^N ∏ i=1 2ℓ_i−1∏ r=0 (u−q^{2(ℓi−r)}z_i) i funkci¸

G(α; s_1, . . . , s_k) = 1 2πi ∮ 0,∞ u^{−α−Sz −1} Q(u) k∏ a=1 (u − s_a) (u − q^2s_a) du , (6)

gde S_z = ℓ_1 + . . . + ℓ_N − k, a integral beretsØ po poloßitel~- no orientirovannomu zamknutomu konturu soderßawemu vnutri vse toqki s_1, . . . , s_k, q^2s_1, . . . , q^2s_k i ostavlØ¸wemu snarußi toqku 0; argument u obladaet odnoznaqnoæ vetv~¸ na takom konture. Oqevidno, qto pri fiksirovannyh s_1, . . . , s_k i fiksirovanoæ vetvi argumenta u funkciØ G(α; s_1, . . . , s_k) est~ celaØ funkciØ α.

Predloßenie 5. Pust~ t1, . . . , tk — dopustimoe rexenie betev-

skih uravneniæ (5), i n ∈ Z. Togda

G(μ + πn/γ ; t_1, . . . , t_k) = 0 . (7)

Utverßdenie dokazyvaetsØ analogiqno Predloßeni¸ 2.

Esli q^{2μ} = q^{2(m−Sz )} dlØ nekotorogo celogo m, to odno iz ravenstv (7) prinimaet vid G(m; t_1, . . . , t_k) = 0 i stanovitsØ algebraiqeskim sootnoxeniem dlØ peremennyh t_1, . . . , t_k, z_1, . . ., z_N : ( Res_{u=0} + Res_{u=∞} ) u^{−m−1} Q(u) k∏ a=1 (u − t_a) (u − q^2t_a)

= 0 . (8)

250 V. O. TARASOV Naprimer, pri S_z = 0, k = ℓ_1 + . . . + ℓ_N , my poluqaem, qto

t^2_1 . . . t^2_k = z^{2ℓ1}_1 . . . z^{2ℓN}_N , esli m = 0 ,

[2]_q(t_1 + . . . + t_k) = [2ℓ_1]_q z_1 + . . . + [2ℓ_N ]_q z_N , esli m = −1 ,

[2]_q(t^{−1}_1 + . . . + t^{−1}_k ) = [2ℓ_1]_q z^{−1}_1 + . . . + [2ℓ_N ]_q z^{−1}_N , esli m = 1 .

Zdes~ [r]_q = (q^r − q^{−r} )/(q − q^{−1}).

V sluqae odnorodnoæ XXZ modeli spina 1/2 (xestiverxinnoæ modeli) s qetnym qislom uzlov i periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi: ℓ_1 = . . . = ℓ_N = 1/2, z_1 = . . . = z_N = 1, q^{2μ} = 1, sootnoxeniØ (8) sovpada¸t s toßdestvami (sum rules) dlØ rexeniæ betevskih uravneniæ, poluqennymi v rabote [1].

Literatura

1. K. Fabricius, B. M. McCoy, Qvaluation parameters and Bethe roots for the six

vertex model at roots of unity. — Preprint YITPSB– 01–42 (2001), 1–24.

2. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funk-

cii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi— (pod

red. L. D. Faddeeva), M., Nauka, Gl. red. fiz.-mat. lit., 1992, 240 s.

V. E. Korepin, N. M. Bogolyubov, A. G. Izergin, Quantum inverse scattering method and correlation functions, — Cambridge University Press, 1993, 556 p.

3. V. Tarasov, A. Varchenko, Completeness of Bethe vectors and difference equations

with regular singular points. — Int. Math. Res. Notices No. 13 (1996), 637–669.

Tarasov V. O. On solutions of Bethe equations for the XXZ model. It is shown that solutions of the Bethe ansatz equations for the inhomogeneous arbitrary spin XXX or XXZ model satisfy certain identites which generalize those, recently obtained by K. Fabricius and B. M. Mc- Coy, for solutions of the Bethe ansatz equations for the six-vertex model. Even in the last case, the given proof is simpler than the original one.

Postupilo 7 oktØbrØ 2002

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: vt@pdmi.ras.ru