Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

V. O. Tarasov

O BETEVSKIH VEKTORAH V XXZ MODELI V KORN˚H IZ EDINICY

NedavnØØ seriØ rabot [1]–[4] byla posvØwena issledovani¸ uravneniæ anzatca Bete i betevskih vektorov v xestiverxinnoæ modeli s konstantoæ anizotropii, soizmerimoæ s π, ili, kak prinØto govorit~, v kornØh iz edinicy. V fftom sluqae spektr transfer-matricy, ØvlØ¸weæsØ proizvodØweæ funkcieæ standartnyh kommutiru¸wih zakonov sohraneniØ v modeli, stanovitsØ sil~no vyroßden. V rabote [4] v ramkah algebraiqeskogo anzatca Bete byla predloßena konstrukciØ operatorov roßdeniØ, otvetstvennyh za poØvlenie betevskih vektorov s odinakovymi sobstvennymi znaqeniØmi transfer-matricy. V dannoæ zametke my obobwaem fftu konstrukci¸ na sluqaæ XXZ modeli proizvol~nogo spina. Daße v sluqae xestiverxinnoæ modeli privodimye zdes~ dokazatel~stva osnovnyh formul okazyva¸tsØ tehniqeski neskol~ko prowe original~nyh dokazatel~stv v rabote [4].

Podrobnoe izloßenie metoda algebraiqeskogo anzatca Bete moßno naæti v monografii [5].

Ispol~zuemye v zametke oboznaqeniØ ne sovpada¸t s oboznaqeniØmi v rabotah [4] i [5], odnako qitatel~ moßet bez truda ustanovit~ neobhodimye sootvetstviØ.

1. Rassmotrim XXZ model~ na rexetke iz N uzlov s anizotro-

pieæ γ i kvaziperiodiqeskimi graniqnymi usloviØmi. Poloßim q = e^{iγ}. Pust~ ℓ_1, . . . , ℓ_N — spiny predstavleniæ v uzlah, z_1, . . ., z_N — parametry neodnorodnosti, i κ — parametr kvaziperiodiqnosti; periodiqeskim graniqnym usloviØm otveqaet κ = 1. My predpolagaem, qto q^2 ≠ 1, z_i ≠ 0 i 2ℓ_i ∈ Z_{>0} pri vseh i = 1, . . . , N .

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 02– 01– 00085a. 251

252 V. O. TARASOV

DlØ vsØkogo x poloßim q^x = e^{iγx} i

[x]_q = q^x − q^{−x} q − q^{−1} = sin(γ x) sin γ . XXZ model~ opisyvaetsØ L-operatorom L(u) = ( uq^H − q^{−H} u(q − q^{−1})F (q − q^{−1})E uq^{−H} − q^H ) , gde fflementy E, F, H poroßda¸t algebru U_q(sl_2):

[H , E ] = E , [H , F ] = −F , [E , F ] = [2H ]_q .

Opredelim predstavlenie algebry U_q (sl_2) neotricatel~nogo ce-

logo ili polucelogo spina ℓ na prostranstve V_ℓ =^{2ℓ} ⨁ r=0 C v_r sledu- ¸wim obrazom:

E v_r = [r]_q v_{r−1} , F v_r = [2ℓ − r]_q v_{r+1} , H v_r = (ℓ − r) v_r . (1.1)

Ono neprivodimo, esli q^{2k} ≠ 1 pri vseh k = 1, . . . , 2ℓ. Napomnim, qto pri takih q algebra U_q (sl_2) imeet edinstvennoe s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti neprivodimoe predstavlenie razmernosti 2ℓ+1. V dal~neæxem dlØ nas budet vaßno, qto formuly (1.1) analitiqeski zavisØt ot q, odnako ih Øvnyæ vid suwestvenno ispol~zovat~sØ ne budet.

�lementy matricy monodromii

z_1 . . . z_N L_N (u/z_N ) . . . L_1(u/z_1) = ( A(u) B(u) C(u) D(u) )

ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami po u i mnogoqlenami Lorana po q^{1/2}, prinima¸wimi znaqeniØ v End (V_{ℓ1}⊗. . .⊗V_{ℓN} ). Pri neobhodimosti ih zavisimost~ ot q budet ukazyvat~sØ Øvno, naprimer, A(u; q).

Transfer-matrica T (u) = A(u) + κD(u) kommutiruet s operatorom H_Σ = H_1 + . . . + H_N i slußit proizvodØweæ funkcieæ standartnyh kommutiru¸wih zakonov sohraneniØ. Metod algebraiqeskogo anzatca Bete pozvolØet nahodit~ sobstvennye vektory i sobstvennye znaqeniØ transfer-matricy, sm. Predloßenie 1.1. Napomnim osnovnye poloßeniØ metoda.

V osnove algebraiqeskogo anzatca Bete leßat sledu¸wie kommutacionnye sootnoxeniØ fflementov matricy monodromii: [ B(u) , B(v) ] = 0 , (1.2)

O BETEVSKIH VEKTORAH V XXZ MODELI 253

(u − v) A(u)B(v) = (1.3) = (uq^{−1} − vq) B(v)A(u) + v (q − q^{−1}) B(u)A(v) , (u − v) D(u)B(v) = (1.4) = (uq − vq^{−1}) B(v)D(u) − v (q − q^{−1}) B(u)D(v) , i formuly dlØ deæstviØ operatorov A(u) i D(u) na vektor v_0 ⊗ . . . ⊗ v_0: A(u) v_0 ⊗ . . . ⊗ v_0 = A(u) v_0 ⊗ . . . ⊗ v_0 , (1.5) A(u) = N∏ i=1 (uq^{ℓi} − z_i q^{−ℓi} ) , D(u) v_0 ⊗ . . . ⊗ v_0 = D(u) v_0 ⊗ . . . ⊗ v_0 , (1.6) D(u) = N∏ i=1 (uq^{−ℓi} − z_i q^{ℓi} ) . Oboznaqim |t_1, . . . , t_k ⟩ = B(t_1 ) . . . B(t_k ) v_0 ⊗ . . . ⊗ v_0. Iz formul (1.2)–(1.6) sleduet, qto vektor |t_1, . . . , t_k ⟩ ØvlØetsØ simmetriqeskoæ funkcieæ peremennyh t_1, . . . , t_k, a operatory H_Σ, A(u) i D(u) deæstvu¸t na nego sledu¸wim obrazom:

H_Σ |t_1, . . . , t_k ⟩ = (ℓ_1 + . . . + ℓ_N − k) |t_1, . . . , t_k ⟩ ,

A(u) |t_1, . . . , t_k ⟩ = A(u) k∏ a=1 uq^{−1} − t_a q u − t_a |t_1, . . . , t_k ⟩ + (1.7)

+ (q − q^{−1}) k∑ a=1 t_a u − t_a A(t_a) k∏ b=1 b≠a t_a q^{−1} − t_b q t_a − t_b |u, t_1, . . . ,^t_a , . . ., t_k ⟩,

D(u) |t_1, . . . , t_k ⟩ = D(u) k∏ a=1 uq − t_a q^{−1} u − t_a |t_1, . . ., t_k ⟩ − (1.8)

− (q − q^{−1}) k∑ a=1 t_a u − t_a D(t_a) k∏ b=1 b≠a t_a q − t_b q^{−1} t_a − t_b |u, t_1, . . . ,^t_a , . . ., t_k ⟩.

254 V. O. TARASOV

Sistema betevskih uravneniæ na bystroty t_1, . . ., t_k imeet vid: A(t_a) k∏ b=1 b≠a (t_a − t_b q^2) = κ D(t_a) k∏ b=1 b≠a (t_a q^2 − t_b) , a = 1, . . ., k . (1.9)

My ne razliqaem rexeniØ dannoæ sistemy, kotorye poluqa¸tsØ drug iz druga perestanovkami peremennyh t_1, . . ., t_k. Budem govorit~, qto rexenie t_1, . . ., t_k soderßit toqku u, esli u ∈ {t_1, . . ., t_k}. Rexenie t_1, . . . , t_k sistemy (1.9) nazyvaetsØ vnediagonal~nym, esli t_a ≠ t_b pri vseh a ≠ b. Vektor |t_1, . . . , t_k ⟩ nazyvaetsØ betevskim, esli nabor t_1, . . . , t_k ØvlØetsØ vnediagonal~nym rexeniem betevskih uravneniæ. Vektor v_0 ⊗ . . . ⊗ v_0 sqitaetsØ betevskim vektorom, otveqa¸wim k = 0 i pustomu naboru bystrot.

Predloßenie 1.1. Pust~ t1, . . . , tk — vnediagonal~noe rexenie

sistemy (1.9). Togda

T (u) |t_1, . . ., t_k ⟩ = (1.10) = ( A(u) k∏ a=1 uq^{−1} − t_a q u − t_a + κ D(u) k∏ a=1 uq − t_a q^{−1} u − t_a ) |t_1, . . ., t_k ⟩ . Utverßdenie sleduet iz formul (1.7) i (1.8).

V dal~neæxem my budem predpolagat~, qto q^{2ℓi}z_i ≠ q^{−2ℓj} z_j pri vseh i, j = 1, . . ., N , to est~, qto mnogoqleny A(u) i D(u) vzaimno prosty. Krome togo, my budem predpolagat~, qto q^{2r} ≠ 1 pri vseh r = 1, . . . , max(2ℓ_1, . . . , 2ℓ_N), inymi slovami, qto vse predstavleniØ V_{ℓ1} , . . . , V_{ℓn} neprivodimy.

Rexenie t_1, . . . , t_k sistemy (1.9) nazovem dopustimym, esli t_a ≠ 0 i t_a ≠ t_bq^2 pri vseh a, b = 1, . . ., k. Iz dostatoqno prostogo analiza sistemy (1.9) vyteka¸t sledu¸wie svoæstva dopustimyh rexeniæ.

Lemma 1.2. Dopustimoe rexenie sistemy (1.9) ne soderßit to- qek q^{±2ℓ1}z_1, . . ., q^{±2ℓN}z_N . Lemma 1.3. Pust~ q^{2m} ≠ 1 pri vseh m = 1, . . ., k.

a) Esli rexenie sistemy (1.9) ne soderßit ni odnoæ iz toqek q^{2ℓ1}z_1, . . . , q^{2ℓN}z_N , to ono dopustimo.

b) Esli rexenie sistemy (1.9) ne soderßit ni odnoæ iz toqek q^{−2ℓ1}z_1, . . . , q^{−2ℓN}z_N , to ono dopustimo.

O BETEVSKIH VEKTORAH V XXZ MODELI 255

Budem govorit~, qto toqki z_1, . . ., z_N horoxo razdeleny, esli z_i q^{2r} ≠ z_j q^{2s} pri vseh r = −2ℓ_i , . . . , 2ℓ_i, s = −2ℓ_j , . . . , 2ℓ_j, i, j = 1, . . . , N . Teorema 1.4. [6, Teoremy 4.2 i 5.1] Pust~ toqki z1, . . . , zN ho-

roxo razdeleny. Togda pri obwem κ vse dopustimye vnediagonal~- nye rexeniØ sistemy (1.9) nevyroßdeny, qislo razliqnyh dopustimyh vnediagonal~nyh rexeniæ sistemy (1.9) sovpadaet s razmernost~¸ podprostranstva { v ∈ V_{ℓ1} ⊗ . . . ⊗ V_{ℓN} | H_Σ v = (ℓ_1 + . . . + ℓ_N − k) v } , a sootvetstvu¸wie betevskie vektory obrazu¸t bazis dannogo podprostranstva. Esli q ne ØvlØetsØ kornem iz edinicy, to betevskie vektory, otveqa¸wie nedopustimym vnediagonal~- nym rexeniØm sistemy (1.9), ravny nul¸.

Po-vidimomu, v Teoreme 1.4 predpoloßenie o horoxeæ razdelennosti toqek z_1, . . . , z_N moßno oslabit~. Naprimer, utverßdenie teoremy gipotetiqeski ostaetsØ spravedlivym pri z_1 = . . . = z_N .

2. Predpoloßim, qto q^2 est~ koren~ iz edinicy stepeni M . Pri k ¿ M sistema (1.9) moßet, v principe, imet~ nedopustimye

rexeniØ vida u, uq^2, . . ., uq^{2M−2}, t_{M +1}, . . . , t_k s proizvol~nym u; v qastnosti, takie rexeniØ neizolirovany. Otveqa¸wiæ takomu rexeni¸ betevskiæ vektor | u, uq^2, . . ., uq^{2M−2}, . . . ⟩ raven nul¸, poskol~ku B(u)B(uq^2) . . . B(uq^{2M−2}) = 0 dlØ l¸bogo u, sm. [7], [8]. Krome togo, posledovatel~nost~ t_{M +1}, . . . , t_k ØvlØetsØ rexeniem sistemy (1.9) dlØ k − M peremennyh.

Teorema 1.4 ukazyvaet, qto pri obwem κ dlØ spektral~nogo analiza transfer-matricy T (u), voobwe govorØ, dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko betevskie vektory, otveqa¸wie dopustimym rexeniØm sistemy (1.9). V to ße vremØ, iz rezul~tatov raboty [4] vidno, qto pri special~nyh znaqeniØh κ, vyxeupomØnutye nedopustimye rexeniØ sistemy (1.9) i otveqa¸wie im analogi betevskih vektorov mogut igrat~ suwestvennu¸ rol~ v postroenii sobstvennyh vektorov transfer-matric.

Predpoloßim, qto κ = q^{2(p−ℓ1+...+ℓN )} dlØ nekotorogo celogo p . Pust~ t_1, . . . , t_k — vnediagonal~noe rexenie sistemy (1.9). Osnovnoæ cel~¸ dannoæ zametki ØvlØetsØ postroenie vektorov ||t_1, . . . , t_k ; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_p, zavisØwih ot parametrov u_1, . . . , u_m i takih, qto

256 V. O. TARASOV H_Σ ||t_1, . . . , t_k ; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_p = = (ℓ_1 + . . . + ℓ_N − k − mM ) ||t_1, . . . , t_k ; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_p , T (u) ||t_1, . . . , t_k ; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_p = (2.1) = q^{mM} ( A(u) k∏ a=1 uq^{−1} − t_a q u − t_a + κ D(u) k∏ a=1 uq − t_a q^{−1} u − t_a ) × × ||t_1, . . . , t_k ; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_p , sm. Predloßenie 3.1. Parametry u_1, . . . , u_m proizvol~ny, odnako ffto ne protivoreqit koneqnomernosti prostranstva sostoØniæ V_{ℓ1} ⊗ . . . ⊗ V_{ℓN} , poskol~ku sobstvennoe qislo T (u) ne zavisit ot u_1, . . . , u_m. PredlagaemaØ konstrukciØ obobwaet postroenie iz raboty [4].

Vektory ||t_1, . . . , t_k; u_1, . . ., u_m ⟩⟩_p s razliqnymi m otveqa¸t odnomu i tomu ße sobstvennomu znaqeni¸ operatorov q^{±HΣ} T (u). Sootvetstvu¸wie sobstvennye qisla transfer-matricy T (u) sovpada¸t, esli q^{mM} = 1, i mogut otliqat~sØ znakom, esli q^{mM} = −1. Sravnenie formul (1.10) i (2.1) pokazyvaet, qto vektor ||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_p moßno rassmatrivat~ kak analog betevskogo vektora, otveqa¸wego nedopustimomu rexeni¸ t_1, . . ., t_k, u_1 , . . . , u_1 q^{2M−2}, . . . , u_m , . . . , u_m q^{2M−2} sistemy (1.9) dlØ k +mM peremennyh.

3. Zafiksiruem celoe M > 1, i pust~ γ0 = πK/M , dlØ nekotorogo

K vzaimno prostogo s M . Poloßim q_0 = e^{iγ0} i η = q/q_0. DlØ vseh veliqin, zavisØwih ot q, v tom sluqae, kogda ffta zavisimost~ ne ukazana Øvno, my sqitaem, qto q = q_0.

PrinimaØ vo vnimanie, qto B(u) B(uq^2_0 ) . . . B(uq^{2M−2}_0 ) = 0, vvedem operator B (u; X), zavisØwiæ ot vektora X = (x_1, . . ., x_M ) ∈ C^M :

B (u; X) = (3.1)

= lim_{q→q0} ( q (η − 1)^{−1}B(uη^{x1} ; q) B(uq^2η^{x2} ; q) . . . B(uq^{2M−2}η^{xM} ; q) ) , sqitaØ, qto η^x → 1 pri η → 1. Operator B (u; X) ne menØetsØ pri odnovremennom sdvige parametrov x_1, . . . , x_M na odno i to ße

O BETEVSKIH VEKTORAH V XXZ MODELI 257

qislo. ˚vnoe vyqislenie predela v formule (3.1) daet

B (u; X) = M−1∑ r=0 B(u) . . . B(uq^{2r−2}_0 ) × × ( ∂_qB(uq^{2r}_0 ) + uq^{2r}_0 (x_{r+1} + 2r)∂_uB(uq^{2r}_0 ) ) B(uq^{2r+2}_0 ) . . . B(uq^{2M−2}_0 ) ,

qto analogiqno formule (1.38) v rabote [4]. Odnako, znaqitel~no udobnee pol~zovat~sØ neposredstvenno formuloæ (3.1), perehodØ k predelu q → q_0 tol~ko v konce vyqisleniæ. V qastnosti, iz sootnoxeniØ (1.2) nemedlenno sleduet, qto [ B (u; X) , B(v) ] = [ B (u; X) , B (v; Y ) ] = 0 ,

dlØ l¸byh u, v, X, Y i, sledovatel~no, vektor |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ = = B (u_1 ; X_1) . . . B (u_m ; X_m) |t_1, . . . , t_k ⟩

ØvlØetsØ simmetriqeskoæ funkcieæ t_1, . . ., t_k, a takße par (u_1 , X_1), . . . , (u_m , X_m). Oqevidno, qto H_Σ |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . ., u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ = = (ℓ_1 + . . . + ℓ_N − k − mM ) |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ . Rassmotrim mnogoqlen P (u) =^N ∏ i=1 2ℓ_i−1∏ r=0 (u − z_i q^{2(ℓi−r)} 0 ) i funkcii

Q_n(u; t_1, . . ., t_k) = u^{k−n}P (u) ∏_k a=1 (u − t_a) (u − t_a q^2_0 ) .

F_n(u; t_1, . . . , t_k) = 1 M M−1∑ r=0 Q_n(uq^{2r}_0 ; t_1, . . ., t_k) ,

G_n(u; t_1, . . . , t_k) = 1 M M−1∑ r=1 r Q_n(uq^{2r}_0 ; t_1, . . . , t_k) ,

258 V. O. TARASOV

dlØ kotoryh vypolneny sootnoxeniØ

Q_n(uq^2_0) Q_n(u) = q^{2(ℓ1+...+ℓN − n)} 0 A(u) D(u) k∏ a=1 u − t_a q^2_0 uq^2_0 − t_a ,

F_n(uq^2_0) = F_n(u) , G_n(uq^2_0 ) − G_n(u) = Q_n(u) − F_n(u) .

V tom sluqae, kogda t_1, . . . , t_k est~ dopustimoe vnediagonal~noe rexenie sistemy (1.9), netrudno proverit~, qto funkciØ F_n(u; t_1, . . . , t_k) ØvlØetsØ mnogoqlenom po u.

Poloßim ||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_n = |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X^{(n)}_1 , . . . , X^{(n)}_m ⟩⟩⟩ , opredeliv vektory

X^{(n)}_i = X^{(n)}(u_i ; t_1, . . . , t_k) = (x^{(n)}_1 , . . . , x^{(n)}_M )(u_i ; t_1, . . . , t_k)

i = 1, . . ., m, sledu¸wim obrazom:

x^{(n)}_r (u; t_1, . . . , t_k) = (3.2) = 2 ( 1 − r − G_n(uq^{2r−2}; t_1, . . . , t_k)/F_n(u; t_1, . . ., t_k) ) . Predloßenie 3.1. Predpoloßim, qto κ = q^{2(p−ℓ1+...+ℓN )}_0 dlØ ne-

kotorogo celogo p i pust~ t_1, . . . , t_k — vnediagonal~noe rexenie sistemy (1.9) pri q = q_0. Pust~ F_p(u_i ; t_1, . . ., t_k) ≠ 0 i u^M_i ≠ t^M_a pri vseh a = 1, . . ., k, i = 1, . . . , m. Togda T (u) ||t_1, . . . , t_k ; u_1, . . . , u_m ⟩⟩_p =

= q^{mM}_0 ( A(u) k∏ a=1 uq^{−1}_0 − t_a q_0 u − t_a + κ D(u) k∏ a=1 uq_0 − t_a q^{−1}_0 u − t_a ) × × ||t_1, . . ., t_k ; u_1, . . ., u_m ⟩⟩_p . Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ formuly (1.7) i (1.8) pri obwem q

i perehodØ k predelu pri q → q_0, my poluqim sledu¸wie formuly dlØ deæstviØ operatorov A(u) i D(u) na vektor |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ :

O BETEVSKIH VEKTORAH V XXZ MODELI 259 A(u) |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . ., u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ = (3.3)

= q^{mM}_0 [ A(u) k∏ a=1 uq^{−1}_0 − t_a q_0 u − t_a |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . ., u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ +

+ (q_0 − q^{−1}_0 ) k∑ a=1 t_a u − t_a A(t_a) k∏ b=1 b≠a t_a q^{−1}_0 − t_b q_0 t_a − t_b ×

× |||u, t_1, . . . ,^t_a , . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . ., X_m ⟩⟩⟩ −

− m∑ i=1 M−1∑ r=0 u_i q^{2r}_0 u − u_iq^{2r}_0

(x_{i,r+1} − x_{ir}) A(u_i q^{2r}_0 ) k∏ a=1 u_i q^{2r−1}_0 − t_a q_0 u_i q^{2r}_0 − t_a ×

× M−1∏ s=0 s≠r B(u_i q^{2s}_0 ) |||u, t_1, . . . , t_k; u_1, . . .,^u_i, . . . , u_m ; X_1, . . ., ^X_i , . . . , X_m ⟩⟩⟩ ] ,

D(u) |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ = (3.4)

= q^{mM}_0 [ D(u) k∏ a=1 uq_0 − t_a q^{−1}_0 u − t_a |||t_1, . . ., t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ −

− (q_0 − q^{−1}_0 ) k∑ a=1 t_a u − t_a D(t_a) k∏ b=1 b≠a t_a q_0 − t_b q^{−1}_0 t_a − t_b ×

× |||u, t_1, . . . ,^t_a , . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . ., X_m ⟩⟩⟩ +

+ m∑ i=1 M−1∑ r=0 u_i q^{2r}_0 u − u_iq^{2r}_0

(x_{i,r+2} − x_{i,r+1}) D(u_i q^{2r}_0 ) k∏ a=1 u_i q^{2r+1}_0 − t_a q^{−1}_0 u_i q^{2r}_0 − t_a ×

× M−1∏ s=0 s≠r B(u_i q^{2s}_0 ) |||u, t_1, . . . , t_k; u_1, . . .,^u_i, . . . , u_m ; X_1, . . ., ^X_i , . . . , X_m ⟩⟩⟩ ] .

Zdes~ X_i = (x_{i1}, . . . , x_{iM} ), x_{i0} = x_{iM} + 2M , x_{i,M +1} = x_{i1} − 2M .

260 V. O. TARASOV

Pri deæstvii transfer-matricy T (u) na vektor |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . . , u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ voznika¸t “neßelatel~nye slagaemye” (\unwanted terms") dvuh tipov, poroßdennye sootvetstvenno vtorymi (odinarnye summy) i tret~imi (dvoænye summy) slagaemymi v pravyh qastØh formul (3.3) i (3.4). Neßelatel~nye slagaemye pervogo tipa sokrawa¸t drug druga, esli t_1, . . . , t_k est~ vnediagonal~noe rexenie sistemy (1.9) pri q = q_0. Nezavisimo ot sokraweniØ slagaemyh pervogo tipa, neßelatel~nye slagaemye vtorogo tipa sokrawa¸tsØ, esli

(x_{i,r+1} − x_{ir}) A(u_i q^{2r}_0 ) k∏ a=1 u_i q^{2r}_0 − t_a q^2_0 u_i q^{2r}_0 − t_a

= (3.5)

= κ (x_{i,r+2} − x_{i,r+1}) D(u_i q^{2r}_0 ) k∏ a=1 u_i q^{2r+2}_0 − t_a u_i q^{2r}_0 − t_a

pri vseh r = 0, . . ., M − 1, i = 1, . . . , m. Pri κ = q^{2(p−ℓ1+...+ℓN )} ffti uravneniØ vypolnØ¸tsØ, esli x_{ir} = x^{(p)}r (u_i) pri vseh r = 1, . . . , M , i = 1, . . ., m. • V sluqae odnorodnoæ XXZ modeli spina 1/2 (xestiverxinnoæ modeli) s qetnym qislom uzlov i periodiqeskimi graniqnymi usloviØmi: ℓ_1 = . . . = ℓ_N = 1/2, z_1 = . . . = z_N = 1, κ = 1, Predloßenie 3.1 bylo dokazano v rabote [4].

Zameqanie. Rassmotrim sootnoxeniØ (3.5) pri zadannom i kak

uravneniØ na veliqiny x_{i1}, . . . , x_{iM} pri zadannyh u_i , t_1, . . . , t_k s graniqnymi usloviØmi x_{i0} = x_{iM} + 2M , x_{i,M +1} = x_{i1} − 2M . Predpoloßim, qto u^M_i ≠ 1 i t^M_a ≠ u^M_i pri vseh a = 1, . . ., k. Netrudno proverit~, qto pri dannyh predpoloßeniØh sistema (3.5) moßet imet~ rexeniØ tol~ko, esli κ^M = q^{2M (ℓ1+...+ℓN )}_0 , priqem x_{ir} ≠ x_{i,r+1} pri vseh r = 0, . . ., M .

Oboznaqim

y_r =

A(u_i q^{2r−2}_0 ) κ D(u_i q^{2r−2}_0 ) k∏ a=1 u_i q^{2r−2}_0 − t_a q^2_0 u_i q^{2r}_0 − t_a . Togda x_{i,r+1} − x_{ir} = y_1 y_2 . . . y_r (x_{i1} − x_{i0}) i

(x_{i1} − x_{i0})^{M−1} ∑ r=0 y_1 y_2 . . . y_r = x_{iM} − x_{i0} = −2M ,

O BETEVSKIH VEKTORAH V XXZ MODELI 261

otkuda sleduet, qto obwee rexenie rassmatrivaemoæ sistemy imeet vid

x_{ir} = x_{i1} − 2M^{r−1} ∑ s=1 y_1 y_2 . . . y_s (_{M−1}∑ s=0 y_1 y_2 . . . y_s )_{−1} , r = 2, . . . , M , s proizvol~nym x_{i1}. Esli ße^{M−1} ∑ r=0 y_1 y_2 . . . y_r = 0 , to sistema (3.5) nerazrexima.

Takim obrazom, pri estestvennyh predpoloßeniØh iz razreximosti sistemy (3.5) sleduet, qto κ = q^{2(p−ℓ1+...+ℓN )}_0 dlØ nekotorogo celogo p. Pri fftom rexenie sistemy (3.5) imeet vid x_{ir} = c_i + x^{(p)}_r (u_i ; t_1, . . . , t_k) , r = 1, . . . , M , i = 1, . . . , m , sm. (3.2), s proizvol~nymi c_1, . . . , c_m, a vektor |||t_1, . . . , t_k; u_1, . . ., u_m ; X_1, . . . , X_m ⟩⟩⟩ ne zavisit ot c_1, . . . , c_m i raven ||t_1, . . . , t_k; u_1, . . ., u_m ⟩⟩_p. Zameqanie. V rabote [1] bylo pokazano, qto v prostranstve so-

stoØniæ xestiverxinnoæ modeli v kornØh iz edinicy deæstvuet algebra petel~ ~sl_2, priqem ee deæstvie kommutiruet s transfermatriceæ xestiverxinnoæ modeli. Naliqie bol~xoæ algebry simmetrii obuslavlivaet vyroßdenie spektra transfer-mat-ricy. Kak bylo otmeqeno v rabote [4], simmetriænoe vyroßdenie spektra transfer-matricy xestiverxinnoæ modeli, povidimomu, sootvetstvuet tomu vyroßdeni¸ spektra, kotoroe voznikaet v fftom sluqae v silu PredloßeniØ 3.1. Poskol~ku Predloßenie 3.1 ostaetsØ spravedlivym i dlØ neodnorodnoæ

XXZ modeli proizvol~nogo spina s nadleßawimi kvaziperi-

odiqeskimi graniqnymi usloviØmi, moßno predpoloßit~, qto i v obwem sluqae model~ obladaet bol~xoæ algebroæ simmetrii. Bolee togo, moßet okazat~sØ, qto deæstvie ukazannoæ algebry v prostranstve sostoØniæ modeli suwestvuet dlØ l¸byh kvaziperiodiqeskih graniqnyh usloviæ, odnako kommutiruet s transfer-matriceæ tol~ko pri special~nyh znaqeniØh parametra kvaziperiodiqnosti.

Literatura

1. T. Deguchi, K. Fabricius and B. M. McCoy, The sl_2 loop algebra symmetry of the six vertex model at roots of unity. — J. Stat. Phys. 102, No. 3–4 (2001), 701–736.

262 V. O. TARASOV

2. K. Fabricius and B. M. McCoy, Bethe’s equation is incomplete for the XXZ model at roots of unity. — J. Stat. Phys. 103, No. 5–6 (2001), 647–678.

3. K. Fabricius and B. M. McCoy, Completing Bethe’s equation at roots of unity. —

J. Stat. Phys. 104, o. 3–4 (2001), 573–587.

4. K. Fabricius and B. M. McCoy, Evaluation parameters and Bethe roots for the six vertex model at roots of unity. — Preprint YITPSB– 01– 42 (2001), 1–24.

5. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funkcii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. — (pod red. L. D. Faddeeva), M., Nauka, Gl. red. fiz.-mat. lit., 1992, 240 s.

V. E. Korepin, N. M. Bogolyubov and A. G. Izergin, Quantum inverse scattering method and correlation functions. — Cambridge University Press, 1993, 556 p.

6. V. Tarasov and A. Varchenko, Completeness of Bethe vectors and difference equations with regular singular points. — Int. Math. Res. Notices No. 13 (1996), 637– 669.

7. V. Tarasov, Cyclic monodromy matrices for the R-matric of the XXZ-model and the chiral Potts model with fixed-spin boundary conditions. — Int. J. Mod. Phys. A (Suppl. 1B) 7 (1992), 963–975.

8. V. Tarasov, Cyclic monodromy matrices for sl(n) trigonometric R-matrices. —

Comm. Math. Phys. 158, No. 3 (1993), 459–483.

Tarasov V. O. On Bethe vectors for the XXZ model at roots of unity. We give a construction of creation operators responsible for appearance of Bethe vectors with the same eigenvalues of the transfer-matrix for the inhomogeneous arbitrary spin XXZ model at roots of unity with particular quasiperiodic boundary conditions. This construction generalizes the similar one, recently obtained by K.Fabricius and B.M.McCoy, for the homogeneous six-vertex model with periodic boundary conditions. Even in the last case, the given proof for the main formulae are simpler than the original one.

Postupilo 7 oktØbrØ 2002

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: vt@pdmi.ras.ru