Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

A. V. Cyganov

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE INTEGRIRUEMYH SISTEM NA SFERE

1. Vvedenie

S geometriqeskoæ toqki zreniØ integriruemaØ sistema sostoit iz lagranßevogo rassloeniØ (raspredeleniØ) i funkcii Gamil~tona, kotoraØ opredelØet dinamiku otnositel~no soprØßennoæ peremennoæ vremeni. Sloi lagranßeva rassloeniØ ØvlØ¸tsØ sovmestnoæ poverhnost~¸ urovnØ funkciæ nazyvaemyh integralami dvißeniØ.

Na simplektiqeskom mnogoobrazii l¸baØ svØznost~ sohranØ¸waØ lagranßevy rassloeniØ (raspredeleniØ) ØvlØetsØ simplektiqeskoæ svØznost~¸, t.e. sohranØ¸t simplektiqesku¸ formu [7, 6]. Takim obrazom dannaØ svØznost~ poroßdaet simplektiqeskie ili kanoniqeskie preobrazovaniØ, kotorye perevodØt dannu¸ integriruemu¸ sistemu v ffkvivalentnu¸ eæ sistemu.

Iz teorii geometriqeskogo kvantovaniØ my znaem, qto na puassonovyh mnogoobraziØh suwestvu¸t svØznosti (parallel~- nye perenosy), kotorye mogut sohranØt~ dannoe lagranßevo rassloenie, no ne sohranØ¸t puassonovu strukturu [6]. Takie svØznosti poroßda¸t otobraßeniØ odnoæ integriruemoæ sistemy v drugu¸ integriruemu¸ sistemu ne ffkvivalentnu¸ ishodnoæ.

Takim obrazom, na puassonovom mnogoobrazii my imeem vozmoßnost~ dlØ postroeniØ novyh integriruemyh sistem ispol~- zuØ izvestnye integriruemye sistemy i sohranØ¸wie lagranßevy rassloeniØ svØznosti. V dannoæ rabote my rassmotrim neskol~ko primerov praktiqeskoæ realizacii fftoæ vozmoßnosti.

Zametim, qto v metode geometriqeskogo kvantovaniØ i metode orbit rexaetsØ zadaqa o postroenii svØznosti sohranØ¸weæ i lagranßevo rassloenie i puassonovu strukturu [6, 8]. Pofftomu, nam ne izvestno obwih metodov postroeniØ svØznosteæ ne sohranØ¸wih puassonovu strukturu. V dannoæ rabote my rassmotrim odin iz vozmoßnyh metodov postroeniØ sootvetstvu¸wih nekanoniqeskih preobrazovaniæ, ispol~zuØ proizvedenie izvestnyh 263

264 A. V. CYGANOV simplektiqeskih preobrazovaniæ i preobrazovaniæ, inducirovannyh diffeomorfizmom bazy simplektiqeskogo rassloeniØ.

2. Osnovnye opredeleniØ

IntegriruemaØ sistema (H, F_l) na simplektiqeskom mnogoobrazii M sostoit iz funkcii Gamil~tona H i lagranßevogo rassloeniØ F_l : M → B^n dlØ kotorogo razmernost~ bazy n ravna polovine razmernosti fazovogo prostranstva dimM = 2n. Sloi lagranßeva rassloeniØ

F (α) takie, qto Ω(X, Y ) = 0, dlØ l¸byh X, Y kasatel~nyh k F ,

ØvlØ¸tsØ obrazom toqki α = (α_1, . . . , α_n) ∈ B^n pri obrawenii otobraßeniØ momentov I^{−1}(α) = ∩ I^{−1}_i (α_i) [4].

RegulØrnoe puassonovo mnogoobrazie M rasslaivaetsØ na simplektiqeskie listy O_a postoØnnoæ razmernosti 2n, kotorye obrazu¸t simplektiqeskoe sloenie F_s : M → A^k koranga k. V fftom sluqae moßno opredelit~ k funkciæ Kazimira

C_i na mnogoobrazii M, kotorye nezavisimy i postoØnny C_i = a_i

na vseh simplektiqeskih listah.

Itak, integriruemaØ sistema na puassonovom mnogoobrazii sostoit iz funkcii Gamil~tona H i kompozicii simplektiqeskogo i lagranßevogo rassloeniæ F_l ∘ F_s. Tem samym, my imeem vozmoßnost~ primenit~ k l¸boæ integriruemoæ sisteme kompozici¸ simplektiqeskih preobrazovaniæ ρ_a : O_a → O_a i parallel~nyh perenosov T_{ab} : O_a → O_b, inducirovannyh diffeomorfizmami a_i → b_i v baze simplektiqeskogo sloeniØ F_s.

Pust~ na simplektiqeskom liste O_a puassonova mnogoobraziØ M opredelena integriruemaØ sistema (H, F_l). Predpoloßim, qto otobraßenie ρ_a ØvlØetsØ simplektiqeskim otobraßeniem na dannom liste O_a. Tak kak simplektiqeskie preobrazovaniØ sohranØ¸t tak ße i strukturu lagranßevogo rassloeniØ, to integriruemaØ sistema ( ~H, ~F_l) = ρ_a(H, F_l) budet ffkvivalentna ishodnoæ integriruemoæ sisteme na mnogoobrazii O_a.

Esli posle parallel~nogo perenosa T_{ab} : O_a → O_b sloi rassloeniØ ^F_l = T_{ab}ρ_a ~F ostanutsØ lagranßevymi mnogoobraziØmi zavisØwimi ot n parametrov

^F_l = T_{ab} ~F = T_{ab}ρ_a F_l, (2.1)

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE 265 to sistema s gamil~tonianom ^H = T_{ab}ρ_a H budet integriruemoæ sistemoæ i na simplektiqeskom liste O_b.

Bolee togo, postroennaØ sistema ( ^H, ^F_l) ne ffkvivalentna ishodnoæ integriruemoæ sisteme (H, F_l), esli parallel~nye perenosy T_{ab} ne kommutiruet s simplektiqeskim preobrazovaniem ρ_a, t.e. ne suwestvuet kanoniqeskogo preobrazovaniØ ρ_b takogo, qto

T_{ab} ρ_a = ρ_b T_{ab}. (2.2)

V fftom sluqae preobrazovanie T_{ab} ρ_a sohranØet dannoe lagranßevo rassloenie i ne sohranØet puassonovu strukturu. To est~ my postroili nekanoniqeskoe preobrazovaniØ svØzyva¸wee dve razliqnye integriruemye sistemy.

Parallel~nye perenosy T_{ab} polnost~¸ opredelØ¸tsØ puassonovoæ strukturoæ fazovogo prostranstva M i, pofftomu, usloviØ (2.1) i (2.2) ØvlØ¸tsØ uravneniØmi dlØ opredeleniØ simplektiqeskih preobrazovaniæ ρ_a i lagranßevyh rassloeniæ F_l, t.e. nabora integralov, kotorye moßno ispol~zovat~ dlØ postroeniØ novyh integriruemyh sistem.

My ne znaem obwego metoda rexeniØ uravneniæ (2.1) i (2.2). Dalee my rassmotrim neskol~ko primerov rexeniØ dannyh uravneniæ dlØ konkretnogo puassonova mnogoobraziØ.

3. Integriruemye sistemy na algebra e(3)

V kaqestve puassonova mnogoobrazie M voz~mem kokasatel~- noe prostranstvo e^∗(3), dvoæstvennoe k algebre Li e(3), kotoroe ØvlØetsØ fazovym prostranstvom v dinamike tverdogo tela [1].

Algebra e(3) = so(3) ⊕ R^3 ØvlØetsØ poluprØmoæ summoæ algebry vraweniæ so(3) i abelevoæ algebry translØciæ R^3. Pofftomu, estestvenno vybrat~ v kaqestve koordinat fazovogo prostranstva M = e^∗(3) dva trehmernyh vektora J ∈ so(3) ≃ R^3 i x ∈ R^3, so skobkoæ Li–Puassona { J_i , J_j } = ε_{ijk} J_k , { J_i , x_j } = ε_{ijk} x_k , { x_i , x_j } = 0 , (3.3)

gde ε_{ijk} – standartnyæ polnost~¸ kososimmetriqnyæ tenzor. �ta skobka obladaet dvumØ funkciØmi Kazimira

C1 = (x, x) = |x|^2, C2 = (J, x) . (3.4)

gde (y, z) oboznaqaet skalØrnoe proizvedenie v R^3. Tak kak orbity

O_{aℓ} : {(x, J) : C_1 = a^2, C_2 = ℓ} (3.5)

266 A. V. CYGANOV koprisoedinennogo predstavleniØ gruppy dvißeniæ trehmernogo evklidova prostranstva E(3) v e(3)^∗ ØvlØ¸tsØ qetyrehmernymi simplektiqeskimi mnogoobraziØmi, to nam dostatoqno odnogo dopolnitel~nogo integrala dlØ integriruemosti po Liuvill¸ sootvetstvu¸wih gamil~tonovyh uravneniæ dvißeniØ

J_t = { J , H } , x_t = { x , H } (3.6)

V vektornoæ forme ffti uravneniØ dvißeniØ ime¸t vid J̇ = J × ∂H ∂J + x × ∂H ∂x , ẋ = x × ∂H ∂J . (3.7)

i obyqno nazyva¸tsØ uravneniØmi �ælera–Puassona (3.7), kotorye opisyva¸t dvißenie tverdogo tela v odnorodnom pole tØßesti. UravneniØ Kirhgofa na algebre e(3) po forme ne otliqa- ¸tsØ ot uravneniæ (3.7) i opisyva¸t dvißenie tverdogo tela v ideal~noæ nesßimaemoæ ßidkosti, kotoraØ obladaet odnoznaqnym potencialom skorosteæ i pokoitsØ na beskoneqnosti.

PrimenØØ preobrazovaniØ sohranØ¸wie puassonovu strukturu (3.3) k l¸boæ iz integriruemyh sistem na algebre e^∗(3), my poluqim semeæstvo ffkvivalentnyh integriruemyh sistem, kotorye otliqa¸tsØ tol~ko formoæ funkcii Gamil~tona.

Primer. V kaqestve puassonova mnogoobrazie M voz~mem ko-

kasatel~noe prostranstvo e^∗(3), dvoæstvennoe k algebre Li e(3) (3.3). Esli f(J_3) i g(J_3) – proizvol~nye funkcii udovletvorØ¸- wie sootnoxeni¸ f^2 + g^2 = const, to otobraßenie ρ : x → ~x = U x, J → ~J = U J √ f^2 + g^2

, (3.8) gde U = f g 0 −g f 0 0 0 √ f^2 + g^2 , sohranØet puassonovu strukturu algebry e(3) (3.3) i otobraßaet funkci¸ Gamil~tona dlØ volqka Kovalevskoæ

H = J_1^2 + J_2^2 + 2J_3^2 + x_1 (3.9)

v novu¸ funkci¸

~H = J_1^2 + J_2^2 + 2J_3^2 + f(J_3) x_1 + g(J_3) x_2 , (3.10)

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE 267 odna iz vozmoßnyh form kotoroæ vyglØdit sledu¸wim obrazom

~H = J_1^2 + J_2^2 + 2J_3^2 + sinh(J_3) x_1 + cosh(J_3) x_2. (3.11)

Funkcii Gamil~tona (3.9), (3.10) i (3.11) otliqa¸tsØ tol~ko formoæ i otveqa¸wie im integriruemye sistemy ffkvivalentny, s toqnost~¸ do preobrazovaniØ (3.8), sohranØ¸wego puassonovu strukturu.

Pereædem teper~ k postroeni¸ nekanoniqeskih preobrazovaniæ. Sredi simplektiqeskih listov obwego poloßeniØ O_{aℓ} (3.5) vydelim dva podmnoßestva simplektiqeskih listov

A_ℓ = {O_{aℓ}, a = 0} i B_a = {O_{aℓ}, ℓ = 0} (3.12)

Napomnim, qto dlØ uravneniæ �ælera–Puassona funkciØ Kazimira C_1 = a^2 (3.4) imeet qisto geometriqeskoe proishoßdenie – ffto kvadrat radiusa sfery Puassona, a funkciØ Kazimira

C2 = ℓ (3.4) predstavlØet soboæ proekci¸ kinetiqeskogo momen-

ta na nepodvißnu¸ vertikal~nu¸ os~ i nazyvaetsØ integralom plowadeæ. DlØ uravneniØ Kirhgofa funkcii C_1, C_2 nazyva¸tsØ integralami impul~sivnoæ sily i impul~sivnogo momenta sootvetstvenno.

Integriruemye sistemy na listah A_ℓ opisyva¸t dinamiku toqki na sfere Puassona nulevogo radiusa i ne ime¸t fiziqeskogo smysla i dlØ uravneniæ �ælera–Puassona i dlØ uravneniæ Kirhgofa. S drugoæ storony, integriruemye sistemy na vtorom semeæstve orbit B_a opisyva¸t dinamiku toqki na sfere Puassona radiusa a i predstavlØ¸t fiziqeskiæ interes.

Rassmotrim simplektiqeskie preobrazovaniØ sfery Puassona nulevogo radiusa special~nogo vida. Podobnye preobrazovaniØ rassmatrivalis~ v rabote [10] kak nekanoniqeskie deformacii skobki Puassona, svØzannye s vvedeniem monopoleæ.

Predloßenie 1. Otobraßenie ρ_f : x → x, J → J + x f(x) , (3.13) gde funkciØ f(x) udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸ v qastnyh proizvodnyh f(x) + 3∑ j=1 x_j ∂f(x) ∂x_j = 0 , (3.14)

268 A. V. CYGANOV

ØvlØetsØ simplektiqeskim, to est~ sohranØet simplektiqesku¸ strukturu kaßdogo iz listov A_ℓ (3.12), pri uslovii C_1 = a^2 = 0.

Dokazatel~stvo. Esli podstavit~ novye koordinaty^~Jk = Jk +

x_k f(x) v opredelenie skobok Puassona (3.3), to legko prove-

rit~, qto pri vypolnenii usloviØ (3.14) ffti uravneniØ osta- ¸tsØ spravedlivy na vseh simplektiqeskih listah A_ℓ. Tak kak pri uslovii C_1 = 0 vtoraØ funkciØ Kazimira invariantna

~C2 = (x,^~J) = (x, J) + |x|^2f(x) = C2 + C1f(x) = C2 ,

to otobraßenie (3.13) perevodit kaßdyæ list A_ℓ sam v sebØ i, pofftomu, ØvlØetsØ simplektiqeskim preobrazovaniem kaßdogo iz listov A_ℓ. Dokazatel~stvo zaverxeno.

Uravnenie (3.14) imeet obwee rexenie f(x) = ∑ i,j,k φ_{ijk}(x_i x^{−1}_j )

x_k (3.15)

gde summirovanie vedetsØ po vsem i, j, k i φ_{ijk}(z) – proizvol~nye funkcii. Krome fftogo, izvestno odno dopolnitel~noe rexenie ili osobyæ integral uravneniØ (3.14)

f(x) = (x_1x_2x_3)^{−1/3} , (3.16)

kotoryæ ne moßet byt~ poluqen iz obwego rexeniØ [13].

PrimenØØ preobrazovanie ρ_f (3.13) k integralam dvißeniØ I_j izvestnyh nam integriruemyh sistem, my poluqim funkcii ~I_j , kotorye kommutiru¸t tol~ko na simplektiqeskih listah A_ℓ {~I_j, ~I_k}_{Aℓ} = {ρ_f I_j , ρ_f I_k}_{Aℓ} = ρ_f {I_j , I_k}_{Aℓ} = 0. Ispol~zuØ parallel~nye perenosy T_{aℓ} : A_ℓ → B_a sloev, poroßdaemye diffeomorfizmom (0, ℓ) → (a, 0) bazy simplektiqeskogo rassloeniØ, my moßem postroit~ novyæ nabor integralov dvißeniØ v invol¸cii ^I_j na simplektiqeskih listah B_a esli {^I_j, ^I_k}_{Ba} = {T_{ab} ρ_f I_j , T_{ab} ρ_f I_k}_{Ba} = 0. (3.17) Uslovie (3.17) ØvlØetsØ uravneniem dlØ simplektiqeskih otobraßeniæ ρ_f (3.13) i ishodnyh integralov dvißeniØ I_j , opredelØ¸wih lagranßevo podmnogoobrazie v A_l. Dalee my ograniqimsØ rassmotreniem neskol~kih primerov integriruemyh sistem, postroennyh podobnym obrazom.

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE 269

4. Primery

V sledu¸wih niße primerah dlØ praktiqeskogo postroeniØ integralov dvißeniØ na simplektiqeskih listah B_ℓ dalee my budem ispol~zovat~ otobraßeniØ P = 1 2 (ρ_f + ρ^{−1}_f ) i P^∗ = 1 2 (ρ^∗_f + ρ^∗_f^{−1}), (4.18) gde ρ^{−1}_f : J → J − x f(x) i ρ^∗_f : J → J + ix f(x) , kotorye trivial~no deæstvu¸t v podprostranstve lineænyh funkciæ

P J_k = P^∗J_k = J_k

i v podprostranstve kvadratiqnyh funkciæ 1 2 (P + P^∗)J^2_k = J^2_k , 1 2 P P^∗J^2_k = J^2_k .

�ti otobraßeniØ my budem ispol~zovat~ dlØ postroeniØ lineænyh, kvadratiqnyh i kubiqeskih po koordinatam J integralov dvißeniØ po ffvristiqeskomu pravilu

^I_1 = P I_1 , ^I_2 = P^∗ I_2 . (4.19)

Zdes~ {I_1, I_2} – integraly dvißeniØ ishodnoæ integriruemoæ sistemy.

V kaqestve ishodnoæ integriruemoæ sistemy voz~mem xarovyæ volqok, dlØ kotorogo funkciØ Gamil~tona

H = J^2_1 + J_2 + J^2_3

posle preobrazovaniØ ρ_f (3.13) imeet vid

~H = ρ_f H = J^2_1 + J_2 + J^2_3 + 2ℓf(x) + a^2f^2(x). (4.20)

V silu predloßeniØ 1, esli a = 0 i f(x) udovletvorØet uravneni¸ (3.14), to sootvetstvu¸waØ gamil~tonova sistema integriruema na simplektiqeskih listah A_l.

Dalee opredelim fftu funkci¸ Gamil~tona ~H pri ℓ = 0

^H = P H = J^2_1 + J_2 + J^2_3 + |x|^2f^2(x) (4.21)

na semeæstve simplektiqeskih listov B_a, t.e. pri x^2 = a^2 i

(x, J) = 0.

270 A. V. CYGANOV

Zameqanie. Dva trehmernyh vektora (y, J) so skobkoæ Li–

Puassona { J_i , J_j } = ε_{ijk} J_k , { J_i , x_j } = ε_{ijk} x_k , { x_i , x_j } = ¶ε_{ijk} x_k , (4.22) ØvlØ¸tsØ koordinatami v algebre Li so(4). Postroennyæ v rabote [14] vnexniæ izomorfizm orbit algebr so(4) i e(3), opredelØemyæ uravneniem y |y| = x |x| , pri (x, J) = (y, J) = 0 , (4.23)

sohranØet formu funkcii Gamil~tona H (4.21), tak kak gamil~- tonian dlØ sootvetstvu¸weæ integriruemoæ sistemy na algebre

so(4) imeet vid

^H– = J^2_1 + J^2_2 + J^2_3 + |y|^2f^2(y) . (4.24)

Vse poluqennye dalee rezul~taty budut spravedlivy dlØ oboih integriruemyh sistem (4.21) i (4.24) na algebre e(3) i so(4), sootvetstvenno.

4.1. Kvadratiqnye integraly.

Naqnem s rassmotreniØ obwego rexeniØ f(x) (3.15) uravneniØ (3.14).

Predloßenie 2. DinamiqeskaØ sistema s funkcieæ Gamil~tona

^H (4.21) ØvlØetsØ integriruemoæ pri nulevom znaqenii integrala plowadeæ ℓ = 0, esli f(x) = 1 x_i φ ( x_i x_j ) i ^H = J^2_1 + J_2 + J^2_3 + a^2 x^2_i φ^2 ( x_i x_j ) . (4.25)

Dopolnitel~nyæ integral dvißeniØ imeet vid

^I_2 = J^2_k + x^{2i} + x^{2j} x^2_i φ^2 ( x_i x_j ) (4.26)

gde k – dopolnenie k i, j v mnoßestve {1, 2, 3} i φ – proizvol~naØ funkciØ.

Dokazatel~stvo sostoit v prØmom vyqislenii skobok Puassona { ^H, ^I_2} = 0. Dopolnitel~nyæ integral ^I_2 postroen po pravilu (4.19) iz kvadratiqnogo integrala dlØ xarovogo volqka

I_2 = J^2_k − a^2f^2(x) ≃ J^2_k na ishodnom simplektiqeskom liste A_ℓ.

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE 271 Rassmotrim teper~ integraly dvißeniØ dlØ obobwennogo volqka Lagranßa

H = J^2_1 + J_2 + J^2_3 + g(x_3) , I_2 = J^2_3 ,

gde g(x_3) – proizvol~naØ funkciØ.

Predloßenie 3. DinamiqeskaØ sistema s funkcieæ Gamil~tona

^H = P H = J^2_1 + J_2 + J^2_3 + g(x_3) + a^2 x^2_1 φ^2 ( x_1 x_2 ) , (4.27)

gde φ(x_1/x_2) – proizvol~naØ funkciØ, ØvlØetsØ integriruemoæ pri nulevom znaqenii integrala plowadeæ ℓ = 0 i dopolnitel~nyæ integral dvißeniØ imeet vid

^I_2 = J_3 + x^{21} + x^2 x^2_1 φ^2 ( x_1 x_2 ) (4.28)

Dokazatel~stvo sostoit v prØmom vyqislenii skobok { ^H, ^I_2} = 0. Dannye integriruemye sistemy oblada¸t kvadratiqnymi po peremennym J integralami dvißeniØ i, tem samym, ffti sistemy ØvlØ¸tsØ sistemami tipa XtekkelØ dlØ kotoryh 2 × 2 predstavlenie Laksa moßet byt~ postroeno v ramkah obweæ shemy [12].

V kaqestve primera rassmotrim sistemu Rosohatiusa, kotoryæ v 1877 godu ustanovil integriruemost~ dannoæ sistemy pri pomowi razdeleniØ peremennyh [11]. Sootvetstvu¸waØ funkciØ Gamil~tona

^H = J^2_1 +J^2_2 +J^2_3 +a_1x^2_1 +a_2x^2 +a_3x^2_3 + a^2c^{21} x^2_1 + a^2c^2 x^2 + a^2c^2_3 x^2_3 , a_i, c_i ∈ R, (4.29) moßet byt~ poluqena iz funkcii Gamil~tona dlØ sistemy Neæmana [9] s pomow~¸ kompozicii ρ_{f1} ρ_{f2} ρ_{f3} simplektiqeskih preobrazovaniæ ρ_{fi} (3.13), otveqa¸wih trivial~nym funkciØm φ_i =

c_i, t.e. pri f_i = c_i/x_i.

V kanoniqeskih peremennyh (x, p) ∈ R^3, takih qto J = x ∧ p, sootvetstvu¸waØ matrica Laksa imeet standartnyæ vid [12] L(λ) = (_{−∂t b/2 b} −∂_{tt} b/2 ∂_t b/2 ) − 1 4|x|^2 (_{2(x,p) b 0} |x|2u+2(x,p) ∂_t b+(p,p) b −2(x,p) b ) . (4.30)

272 A. V. CYGANOV Zdes~ opredelØ¸wiæ matricu Laksa fflement b = x^2_1 λ − a_1 + x^2 λ − a_2 + x^2_3 λ − a_3 (4.31)

zadaet perehod k sferokoniqeskim peremennym razdeleniØ λ_i po pravilu b(λ) = 0, a

∂_t = 1 4|x|^2 {|J|^2, ·} , u = 1 + 3∑ i=1 c^2_i x^2_i (λ − a_i) . Napomnim [12], qto proizvodnaØ ∂_t otveqaet dvißeni¸ po geodeziqeskim, a slagaemoe u polnost~¸ opredelØetsØ fflementom b (4.31). V Øvnom vide matrica Laksa imeet vid

L = 3∑ i=1

− 1 2 x_ip_i λ − a_i x^2_i λ − a_i − 1 4 p^2_i λ − a_i 1 2 x_ip_i λ − a_i − 1 4 0 0 1+P_{3i=1} c^2i_{x2i (λ − ai) 0}

(4.32)

DlØ integriruemyh sistem (4.25) i (4.27) analogiqnye predstavleniØ Laksa vida (4.38) tak ße mogut byt~ postroeny v ramkah obweæ shemy [12].

4.2. Vyroßdennye sistemy. Sredi dannogo semeæstva integri-

ruemyh sistem my vydelim dve vyroßdennye sistemy ili superintegriruemye sistemy. PervaØ sistema s gamil~tonianom

^H = J^2_1 + J^2_2 + J^2_3 + a^2 c^1x^2x^3 + c^2(x^2 + x^{23}) (x^2 − x^2_3)^2

pri f = √ c_1x_2x_3 + c_2(x^2 + x^2_3) x^2_3 − x^2

(4.33)

obladaet dopolnitel~nymi integralami dvißeniØ vida

^K_1 =J^2_1 + x_2x_3 ( c_1(x^2 + x^2_3) + 4c_2x_2x_3 ) (x^2 − x^2_3)^2 ,

^K_2 =J_2J_3 + x^2_1 ( c_1(x^2 + x^2_3) + 4c_2x_2x_3 ) 4(x^2 − x^2_3)^2 . (4.34)

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE 273 VtoraØ vyroßdennaØ sistema ØvlØetsØ qastnym sluqaem sistemy Rosohatiusa (4.29)

^H = J^2_1 + J^2_2 + J^2_3 + a^2c^{21} x^2_1 + a^2c^2 x^2 + a^2c^2_3 x^2_3 (4.35)

Kvadratiqnye po J integraly dvißeniØ ime¸t vid

^K_k = J^2_k + c^2_j x^{2i} x^2_j

+ c^2_i x^2_j

x^2_i , gde k – dopolnenie k i, j v mnoßestve {1, 2, 3}.

V rabote Mozera [9] postroeno predstavlenie Laksa i dlØ sistemy Rosohatiusa i dlØ bolee obweæ integriruemoæ sistemy s potencialom uprugogo vzaimodeæstviØ H = n∑ i,j=1 J^2_{ij} + n∑ k=1 c^2_k x^2_k

na n − 1-mernoæ sfere S^{n−1}. V kanoniqeskih peremennyh {x, p}^n_{i=1} matrica Laksa parametrizuetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ J = p∧x kososimmetriqeskaØ matrica J_{ij} = −J_{ji} komponent uglovogo momenta J_{ij}

J_{ij} = J_{ij} = p_ix_j − x_ip_j, (4.36)

a matrica V = x⊗c/x+c/x⊗x ØvlØetsØ simmetriqeskoæ matriceæ

V_{ij} = V_{ji} s komponentami V_{ij} = c_jx_i x_j + c_ix_j x_i , V_{ii} = 2c_i, (4.37)

togda matrica Laksa imeet vid [9]

L = J + V. (4.38)

Sootvetstvu¸wie integraly dvißeniØ I_k = trace L^k ØvlØ¸tsØ kvadratiqnymi integralami po impul~sam p.

Odnako, dlØ dannoæ sistemy dostatoqno prosto postroit~ drugu¸ matricu Laksa, kotoraØ poroßdaet integraly dvißeniØ starxih stepeneæ. Deæstvitel~no, pust~ ^J – simmetriqeskaØ matrica ^J_{ij} = ^J_{ji} s matriqnymi fflementami (4.36), a ^V – kososimmetriqeskaØ matrica ^V_{ij} = −^V_{ji} s matriqnymi fflementami (4.37), togda matrica Laksa ^L = ^J + ^V, (4.39)

274 A. V. CYGANOV poroßdaet integraly dvißeniØ ^I_k = trace ^L^k, kotorye ØvlØ¸tsØ polinomami k-toæ stepeni po impul~sam p. VtoraØ matrica Laksa A v uravnenii L̇ = [L, A] diagonal~na

A = 2|x|^2diag ( c_1 x^2_1 , c_2 x^2 , . . . , c_n x^2_n ) . DlØ integriruemoæ sistemy s potencialom uprugogo vzaimodeæstviØ na n − 1-mernoæ sfere S^{n−1} dannoe predstavlenie Laksa ØvlØetsØ novym.

4.3. Integraly starxih stepeneæ. Rassmotrim teper~ osobyæ

integral (3.16) uravneniØ (3.14).

Predloßenie 4. DinamiqeskaØ sistema s funkcieæ Gamil~tona

^H (4.21) ØvlØetsØ integriruemoæ pri nulevom znaqenii integrala plowadeæ ℓ = 0, esli

f(x) = b (x_1x_2x_3)^{−1/3} , ^H = J^2_1 + J^2_2 + J^2_3 + a^2b^2 (x_1x_2x_3)^{2/3} , b ∈ C . Dopolnitel~nyæ integral dvißeniØ imeet vid

^K_b = J_1J_2J_3 + b^2 (x_1x_2x_3)^{2/3} ( x_2x_3J_1 + x_1x_3J_2 + x_1x_2J_3 ) . (4.40)

Dokazatel~stvo sostoit v prØmom vyqislenii skobok Puassona { ~H, ~I_2} = 0. Dopolnitel~nyæ integral ^K_b postroen po pravilu (4.19) iz kubiqeskogo po peremennym J integrala dlØ xarovogo volqka I_2 = J_1J_2J_3.

Sootvetstvu¸wee 3 × 3 predstavlenie Laksa postroeno v [13]. DlØ dannoæ sistemy sootvetstvu¸waØ matrica Laksa L = ^J + ^V sovpadaet po forme s matriceæ Laksa (4.39) dlØ sistemy Rosohatiusa. Zdes~ ^J – ta ße simmetriqeskaØ matrica ^J_{ij} = ^J_{ji} s matriqnymi fflementami (4.3.6), a ^V – kososimmetriqeskaØ matrica ^V_{ij} = −^V_{ji} s novymi matriqnymi fflementami V_{ij} = b ε_{ijk} x^{2/3}_k x^{1/3}_i x^{1/3}_j .

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE 275 Sootvetstvu¸wie vtorye matricy Laksa A v uravnenii L̇ =

[L, A] razliqny. V otliqii ot sistemy Rosohatiusa my ne mo-

ßem obobwit~ ffto predstavlenie Laksa na sluqaæ proizvol~noæ sfery S^{n−1}.

Primenim teper~ k gamil~tonianu xarovogo volqka kompozici¸ ρ_{fb} ρ_{fc} simplektiqeskih preobrazovaniæ ρ_{fi} (3.13), gde funk- cii f_b = b (x_1x_2x_3)^{−1/3} , f_c = c √ x^2 + x^2_3 x^2_3 − x^2

ØvlØ¸tsØ osobym integralov i obwim integralom uravneniØ (3.14), otveqa¸wim vyroßdennomu dvißeni¸ po zamknutym traektoriØm (4.33) pri c_1 = 0, c_2 = c^2.

Predloßenie 5. DinamiqeskaØ sistema s funkcieæ Gamil~tona

^H = J^2_1 + J^2_2 + J^2_3 + a^2b^2 (x_1x_2x_3)^{2/3} + a^2c^2(x^2 + x^2_3) (x^2 − x^2_3)^2 (4.41) ØvlØetsØ integriruemoæ pri nulevom znaqenii integrala plowadeæ ℓ = 0. Vtoroæ integral dvißeniØ xestoæ stepeni po momentam J imeet vid ^I_2 = ^K^2_b + ^K_1 ^K^2_2 + ^K_d,

gde ^K_{1,2} i ^K_b da¸tsØ formulami (4.34) i (4.40) pri c_1 = 0, c_2 = c^2, a dopolnitel~noe slagaemoe ^K_d ravno

^K_d = −J^2_1 J^2_2 J^2_3 + (2f^bf^cx^1x^2x^3)^2 (x^2 + x^2_3) [ f^2_c ( x^2_1 −

2x^2x^2_3 x^2 + x^2_3 )

+ f^2_b (x^2_1 − x^2_3)(x^2_1 − x^2) x^2_1 + 2(x^2 + x^2_3)J_2J_3 − x_2x_3J^2_1 − x_1J_1(x_2J_3 + x_3J_2) 2x_2x_3 − 2x_2x_3J_2J_3 x^2_1 ] . (4.42)

Integriruemost~ dannoæ sistemy byla dokazana v rabote [5].

Zameqanie. Integriruemye sistemy s funkciØmi Gamil~tona

(4.25), (4.41) i (4.27) ne vhodØt v izvestnye kollekcii integriruemyh sluqaev na algebrah e(3) i so(4) pri (x, J) = 0 (sm. [3, 15] i soderßawiesØ tam ssylki).

276 A. V. CYGANOV

5. Zakl¸qenie

S geometriqeskoæ toqki zreniØ integriruemaØ sistema na puassonovom mnogoobrazii ØvlØetsØ lagranßevym rassloeniem na listah simplektiqeskogo sloeniØ. PreobrazovaniØ, sostoØwie iz kanoniqeskih preobrazovaniØ simplektiqeskih sloev i ih parallel~nyh perenosov, mogut otobraßat~ dannoe lagranßevo rassloenie v drugoe lagranßevo rassloenie. Tem samym, podobnye nekanoniqeskie preobrazovaniØ mogut svØzyvat~ razliqnye integriruemye sistemy.

V dannoæ rabote nekanoniqeskie preobrazovaniØ algebry Li

e(3) ispol~zu¸tsØ dlØ postroeniØ novyh integriruemyh sistem

na dvumernoæ sfere. Sootvetstvu¸wie dopolnitel~nye integraly dvißeniØ ØvlØ¸tsØ polinomami vtoroæ, tret~eæ i xestoæ stepeni po momentam. DlØ nekotoryh iz sistem uravneniØ dvißeniØ zapisany v vide uravneniæ Laksa.

Literatura

1. V. I. Arnol~d, Matematiqeskie metody klassiqeskoæ mehaniki. — 3-e izd., Nauka (1989).

2. V. V. Arnol~d, A. B. Givental~, SimplektiqeskaØ geometriØ. — Itogi nauki i tehn., VINITI, Sovr.probl. matem.: Fund. napravleniØ, tom 4 (1985).

3. A. V. Borisov, I. S. Mamaev, Dinamika tverdogo tela. — RHD (2001). 4. A. M. Vinogradov, B. A. Kuperxmidt, Struktura gamil~tonovoæ mehaniki. — UMN 32 (1977), 175–236.

5. B. Gaffet, Spinning gas clouds – without vorticity. — J. Phys. A 33 (2000), 3929–

3946.

6. I. M. Gelfand, V. Retakh, M. Shubin, Fedosov manofolds. — Adv. Math. 136

(1998), 104.

7. H. Hess, Connections on symplectic manifolds and geometric quantization. — In:

Differential Geometric Methods in Math. Physics. Proc. Conf. Aix-en-Province and Salamanca, 1979, Lect. Notes in Math., 836 (1980), 153–166.

8. A. A. Kirillov, �lementy teorii predstavleniæ. — 2-e izd. Nauka (1978).

9. J. Moser, Integrable hamiltonian systems and spectral theory. — Lezioni Fermiane,

Piza (1981).

10. S. P. Novikov, Gamil~tonov formalizm i mnogoznaqnyæ analog teorii Morsa. — UMN 37 (1982), 3–49.

11. E. Rosochatius, Über die Bewegung eines Punktes. — Inaugural Dissertation, Univ.

Göttingen, Berlin (1877).

12. A. V. Tsiganov, Duality between integrable Stackel systems. — J. Phys. A. 32

(1999), 7965–7982.

OB ODNOM QASTNOM SEME`STVE 277 13. A. V. Cyganov, Ob odnoæ integriruemoæ sisteme, svØzannoæ s xarovym volqkom i cepoqkoæ Tody. — TMF 124 (2000), 310–322.

14. A. V. Tsiganov, On the Kowalevski-Goryachev-Chaplygin gyrostat. — J. Phys. A.

35 (2002), L309–318.

15. H. M. Yehia, Motion of a particle on a sphere and integrable motions of a rigid

body. — J. Phys. A. 33 (2000), 5945–5949.

Tsiganov A. V. A family of integrable systems on a sphere. We discuss some construction of non-canonical transformations connecting different integrable systems on the Poisson manifold. All the considered maps consist of canonical transformations of symplectic leaves and parallel translations induced by diffeomorphisms in the base of symplectic foliation.

Postupilo 8 oktØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ Universitet

E-mail: tsiganov@ mph.phys.spbu.ru