Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 292, 2002 g.

A. Gorbul~skiæ

PRIMER INTERPOL˚CII STANDARTNO` POSLEDOVATEL^NOSTI IZMERIMYH RAZBIENI` S BOL^XO` SKE`LINGOVO` �NTROPIE`

Vvedenie

Zametka posvØwena postroeni¸ primerov nestandartnyh diadiqeskih posledovatel~nosteæ. Rezul~tat sostoit v tom, qto osnovnoæ invariant, vvedennyæ v [4], ne nalagaet sil~nyh ograniqeniæ na skeælingovu¸ ffntropi¸ — sm. opredelenie niße.

OpredeleniØ

Niße privedeny opredeleniØ iz rabot [1–5].

Opredelenie 1. Pust~ Ξ = {ξn}n — ffrgodiqeskaØ rn-adiqeskaØ

posledovatel~nost~ izmerimyh razbieniæ. Sopostavim eæ klass vseh posledovatel~nosteæ natural~nyh qisel, monotonno stremØwihsØ k beskoneqnosti, udovletvorØ¸wih uslovi¸

η(Ξ) = {{n_k}^∞_1 |{ξ_{nk} }^∞_{k=1}— standartna}.

Mnoßestvo η(Ξ) nazovem osnovnym invariantom posledovatel~- nosti Ξ. Mnoßestvo η soderßit vmeste s kaßdoæ posledovatel~- nost~¸ l¸bu¸ ee podposledovatel~nost~.

Opredelenie 2. Dopustimoæ polumetrikoæ (v qastnom sluqae

— metrikoæ) na prostranstve Lebega (X, μ) nazyvaetsØ polumetrika (sootv. metrika) ρ, opredelennaØ na podmnoßestve polnoæ mery i oblada¸waØ sledu¸wimi svoæstvami:

a) ρ izmerima kak funkciØ dvuh peremennyh na (X ×X, μ×μ); v qastnosti, xary s centrom v poqti kaßdoæ toqke ØvlØ¸tsØ izmerimymi mnoßestvami, a razbienie ω na klassy toqek s poparno nulevym rasstoØniem (v sluqae polumetriki) ØvlØetsØ izmerimym razbieniem;

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke granta RFFI 02-01-00093. 5

6 A. GORBUL^SKI`

b) podmnoßestvo polnoæ mery v prostranstve X, snabßennoe metrikoæ ρ (v sluqae polumetriki — faktor-prostranstvo X/ω s faktor-metrikoæ), est~ kompakt.

Pust~ na prostranstve (X, μ) zadana dopustimaØ polumetrika ρ i posledovatel~nost~ razbieniæ Ξ = {ξ_n}_n. Oboznaqim qerez K_ρ(μ, ν) metriku Kantoroviqa–Rubinxteæna na prostranstve mer.

Po polumetrike ρ postroim novye polumetriki ρ_1(x, y) =

K_ρ(μ_x, μ_y) (zdes~ μ_x — uslovnaØ mera na fflemente razbieniØ ξ_1,

soderßawem x), ρ_2(x, y) = K_{ρ1} (μ_x, μ_y) (μ_x — uslovnaØ mera na fflemente razbieniØ ξ_2, soderßawem x), i tak dalee: ρ_n(x, y) =

K_{ρn}�_1 (μ_x, μ_y). (�ti ße polumetriki moßno perenesti na faktor-

prostranstva.)

Zafiksiruem funkci¸ dvuh peremennyh C(ε, n), gde ε > 0, a n — natural~noe qislo.

Opredelenie 3. Skeælingovoæ ffntropieæ posledovatel~nosti

razbieniæ Ξ = {ξ_n}_n so skeælingom C = C(ε, n) otnositel~no polumetriki ρ nazyvaetsØ predel

h_C (Ξ; ρ) = lim sup_{ε→0} lim sup_{n→∞} H_ε(X, μ, ρ_n) c(ε, n) . Zdes~ H_ε(X, μ, ρ) = inf{H(ν) : K_ρ(ν, μ) < ε}. Infimum beretsØ po diskretnym meram ν.

Zametim, qto v opredelenii skeælingovoæ ffntropii otnositel~no polumetriki verhniæ predel po ε moßno zamenit~ na obyqnyæ, tak kak vyraßenie pod znakom predela monotonno po ε.

Opredelenie 4. Skeælingovoæ ffntropieæ posledovatel~nosti

razbieniæ Ξ nazyvaetsØ qislo

h_c(Ξ) = sup_ρ h(Ξ; ρ).

Supremum beretsØ po dopustimym polumetrikam ρ.

Budem govorit~, qto posledovatel~nost~ Ξ ØvlØetsØ interpoliru¸weæ dlØ Z, esli Z — podposledovatel~nost~ posledovatel~nosti Ξ. Iz teoremy o lakunarnom izomorfizme sleduet, qto l¸baØ posledovatel~nost~ Ξ ØvlØetsØ interpoliru¸weæ

PRIMER INTERPOL˚CII 7 dlØ standartnoæ posledovatel~nosti {ξ_{rn} }_n pri nekotorom vybore posledovatel~nosti {r_n}_n. Pust~ zadana standartnaØ r_nadiqeskaØ posledovatel~nost~. Kakie posledovatel~nosti budut interpoliru¸wimi dlØ nee? Na pervyæ vzglØd kaßetsØ, qto esli v kaqestve ishodnoæ posledovatel~nosti vzØt~ 4-adiqesku¸ posledovatel~nost~, to svoæstvo ØvlØt~sØ interpoliru¸weæ posledovatel~nost~¸ budet oqen~ ograniqitel~nym. V qastnosti, moßet pokazat~sØ, qto ffntropiænyæ rost, ili skeæling, podqinen ßestkim ograniqeniØm. Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto situaciØ neskol~ko inaØ.

Teorema 1. DlØ l¸boæ posledovatel~nosti cn = o(2^n) standart-

naØ 4-adiqeskaØ posledovatel~nost~ dopuskaet interpolØci¸ do diadiqeskoæ s poloßitel~noæ skeælingovoæ ffntropieæ so skeælingom S = S(ε, n) = c_n.

Zameqanie. Pervyæ primer nestandartnoæ diadiqeskoæ po-

sledovatel~nosti, interpoliru¸weæ standartnu¸ 4-adiqesku¸, dan v stat~e [5].

Dokazatel~stvo teoremy 1. Rassmotrim bernullievsku¸ 4-

adiqesku¸ posledovatel~nost~ razbieniæ Ξ^′ = {ξ0_n}_n. Pust~ ξ 0_n

=^∞W_{k=n} η_k, gde η_k — nezavisimye razbieniØ. Postroim dia-

diqesku¸ posledovatel~nost~ Ξ, interpoliru¸wu¸ Ξ^′: ξ_{2n} = ξ0_n, ξ 0_n ≺ ξ_{2n−1} ≺ ξ 0_{n−1}. RazbieniØ ξ_{2n−1} udobno zadavat~ s pomow~¸

otobraßeniæ F_n : X/ξ0_n → Q, gde Q — mnoßestvo razbieniæ qetyrehtoqeqnogo mnoßestva na pary toqek (Q sostoit iz treh toqek). Nabory takih otobraßeniæ parametrizu¸t vse vozmoßnye posledovatel~nosti razbieniæ, poluqennye interpolØcieæ standartnoæ 4-adiqeskoæ posledovatel~nosti, a imenno, F_n([x]) — ffto sposob ob¨edineniØ v pary fflementov razbieniØ ξ_{2n−2}, leßawih v odnom fflemente razbieniØ ξ_{2n}. Pri postroenii interpolØcii (sootvetstvu¸wih naborov F_i) my vsegda budem rassmatrivat~ iterirovannye metriki tol~ko otnositel~no diadiqeskoæ posledovatel~nosti. Zametim, qto 2n-Ø iterirovannaØ metrika zavisit tol~ko ot vybora pervyh n otobraßeniæ F_i. Zafiksiruem posledovatel~nost~ ε_n = (1 −^1_{n2} )ε_{n−1}, ε_0 =^1_2 . Budem ispol~zovat~ oboznaqenie d_A dlØ polumetriki, poroßdennoæ razbieniem na dva mnoßestva, — mnoßestvo A i ego dopolnenie.

8 A. GORBUL^SKI` DlØ postroeniØ interpolØcii proverim sledu¸wie dva utverßdeniØ.

Lemma 1. Pust~ γN =^NW_{k=1} ηk. DlØ l¸bogo 1 > δ > 0 i l¸bogo na-

tural~nogo n suwestvuet qislo N , γ_N -izmerimoe mnoßestvo A i otobraßeniØ F_1, . . . , F_n, takie, qto vypolneny sledu¸wie usloviØ.

Prostranstvo (X/γ_N ) kak metriqeskoe prostranstvo sostoit iz toqek odinakovoæ massy, nahodØwihsØ na rasstoØnii (d_A)_{2n} > ε_1 drug ot druga, i ffntropiØ fftogo prostranstva dopuskaet sledu¸- wu¸ ocenku snizu: H_{ε1}(X_N /ξ_{2n}, (d_A)_{2n}) > δ ∗ 2^{2n}.

Lemma 2. DlØ kaßdogo mnoßestva A, postroennogo v lemme 1, i

l¸bogo mnoßestva A_1 ⊂ X/ξ_{2N} suwestvu¸t takie F_{n+1}, . . . , F_N , qto (d_A)_{2N} (x, y) > ε_2 dlØ vseh par toqek x ∈ A_1, y ∉ A.

Dokazatel~stvo lemmy 1. OtobraßeniØ F1, . . . , Fn voz~mem po-

stoØnnymi (ffto sootvetstvuet bernullievskoæ diadiqeskoæ posledovatel~nosti). Utverßdenie lemmy sleduet iz togo, qto εffntropiØ prostranstva {0; 1}^{2n} moßet byt~ ocenena snizu kak (1 − C √ ε) ∗ 2^n ([8]), i togo fakta, qto vse diadiqeskie posledo-

vatel~nosti finitno izomorfny.

Mnoßestvo A, izmerimoe otnositel~no γ_{2N} , opredelØetsØ uporØdoqennym naborom iz 2^{2N} qisel, prinima¸wih znaqeniØ 0 i 1. Podmnoßestva, otveqa¸wie fflementam razbieniØ ξ_{2n}, budut toqkami v prostranstve X/ξ_{2n}. Zafiksiruem ε_1-razdelennoe mnoßestvo Γ — podmnoßestvo mnoßestva {0; 1}^{2n} /D_n, takoe, qto poparnye rasstoØniØ meßdu ego toqkami bol~xe ε_1. Teper~ vyberem po odnomu predstavitel¸ iz kaßdoæ D_n-orbity i zapixem ih podrØd. My poluqim nekotoryæ nabor nuleæ i edinic. V predpoloßenii, qto mownost~ vybrannogo mnoßestva Γ imela vid

4^m, iskomoe mnoßestvo budet sootvetstvovat~ fftomu naboru.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Zafiksiruem mnoßestvo A1 ⊂ Y =

X/ξ_{2N} . Opredelim otobraßeniØ F_{n+1}, . . . , F_N tak, qtoby kaßdoe

iz nih razdelØlo A_1 i cA_1. DlØ fftogo dostatoqno ograniqit~- sØ otobraßeniØmi, prinima¸wimi dva znaqeniØ. Zametim, qto

N > 2^n. Fiksiruem dve toqki x ∈ A_1 i y ∉ A_1. Pust~ d = (d_A)_{2n}.

Mnoßestvo X/ξ_{2n} sostoit iz toqek, leßawih na rasstoØnii ne men~xe ε_1 drug ot druga. DlØ iterirovannoæ metriki verno ravenstvo (d_A)_{2N} (x, y) = (d)_{2N−2n}. Kaßdyæ fflement razbieniØ ξ_{2N}

PRIMER INTERPOL˚CII 9 sostoit iz qetyreh fflementov razbieniØ ξ_{2N−2}, priqem nikakoæ avtomorfizm dvoiqnogo dereva ne sovmewaet bol~xe dvuh par fflementov, otveqa¸wih toqkam x i y. Takoe ße rassußdenie primenimo i dlØ polumetrik d_{2N−2}, . . . , d_2. Znaqit, rasstoØnie meßdu toqkami x i y dopuskaet ocenku d_{2N−2n}(x, y) > ε_1 ∗ ( 2N−2nX i=1 1 2^i

) > ε_2,

qto i zaverxaet dokazatel~stvo lemmy.

Zametim, qto ffntropiØ iterirovannoæ metriki zavisit tol~- ko ot predyduweæ iteracii i posledovatel~nosti razbieniæ. Drugimi slovami, dlØ l > 2N vypolneno sledu¸wee sootnoxenie: H_ε(X, μ, ρ_l)(d) = H_ε(X/ξ_{2N} , μ, ρ_{l−2N} )(d_{2N} ). Krome togo, H_ε(X, μ, cρ_l)(d) = H^ε_c (X, μ, ρ_l)(d). Dokazatel~stvo teoremy provedem indukcieæ po koliqestvu postroennyh otobraßeniæ F_i. Kak baza, tak i perehod svodØtsØ k primeneni¸ lemm 1 i 2 s parametrami δ = α_n i polumetrikoæ

(d_A)_N , normirovannoæ tak, qtoby diametr prostranstva byl raven edinice. PoluqivxaØsØ v rezul~tate interpolØciØ i budet iskomoæ, tak kak ffntropiØ prostranstva s iterirovannoæ metrikoæ (d_A)_{ni} budet udovletvorØt~ trebuemoæ ocenke snizu.

Literatura

1. A. M. Verxik, Ubyva¸wie posledovatel~nosti izmerimyh razbieniæ. — DAN SSSR 193, vyp. 4 (1970), 748–751.

2. A. M. Verxik, Kontinuum poparno neizomorfnyh diadiqeskih posledovatel~nosteæ. — Funkc. anal. i pril. 5, vyp. 3 (1971), 16–18.

3. A. M. Verxik, DinamiqeskaØ teoriØ rosta v gruppah, ffntropiØ, lokal~- nye i razreximye gruppy. — UMN 334, vyp. 4 (2000), 59–128.

4. A. M. Verxik, Qetyre opredeleniØ xkaly avtomorfizma. Kontinuum poparno neizomorfnyh diadiqeskih posledovatel~nosteæ. — Funkc. anal. i pril. 7, vyp. 3 (1973), 1–17.

5. A. M. Verxik, TeoriØ ubyva¸wih posledovatel~nosteæ izmerimyh razbieniæ. — Algebra i analiz 6, vyp. 4 (1994), 1–68.

6. A. M. Stepin, Ob ffntropiænyh invariantah ubyva¸wih posledovatel~- nosteæ izmerimyh razbieniæ. — Funkc. anal. i pril. 5, vyp. 2 (1971), 80–84.

10 A. GORBUL^SKI` 7. A. Gorbul~skiæ, Ob odnom svoæstve ffntropii ubyva¸weæ posledovatel~- nosti izmerimyh razbieniæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 256 (1999), 19–24.

8. A. Gorbul~skiæ, VzaimosvØz~ raznyh opredeleniæ ffntropii ubyva¸wih posledovatel~nosteæ razbieniæ; skeæling. — Zap. nauqn. semin. POMI 283 (2001), 50–62.

Gorbulsky A. An example of interpolation of the standard sequence of measurable partitions with large scaling entropy.

Decreasing sequences of partitions have two different invariants — the scaling entropy and the main invariant. In this note we construct a number of examples of nonstandard sequences with large scaling entropy and a standard 4-adic subsequence.

Postupilo 23 dekabrØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN