Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 292, 2002 g.

P. V. ˚godovskiæ

BIKOSETNYE GRUPPY I SIMMETRIQESKIE GRAFY

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ estestvennym razvitiem raboty [2], v kotoroæ dokazana ffkvivalentnost~ kategorii diskretnyh invol¸tivnyh mnogoznaqnyh grupp i kategorii kombinatornyh algebr (C-algebr special~nogo vida). Zdes~ rassmotren sluqaæ odnoporoßdnœnnyh mnogoznaqnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi i fiksirovannymi bikoset-strukturami (opredeleniØ sm. niße). Odnoporoßdœnnym gruppam s sil~nymi ffrmitovymi obrazu¸wimi ffkvivalentnost~ iz raboty [2] sopostavlØet C-algebry P -polinomial~nyh shem, otveqa¸wih distancionnotranzitivnym grafam (sm. [1]). V rabote [2] mnogoznaqnye gruppy rassmatriva¸tsØ s toqnost~¸ do otnoxeniØ ffkvivalentnosti, v kotorom dve mnogoznaqnye gruppy prinadleßat odnomu klassu ffkvivalentnosti, esli odna iz nih est~ diagonal~ drugoæ (sm. opredelenie 2). Takim obrazom, imeet mesto sootvetstvie: klass ffkvivalentnosti odnoporoßdœnnyh mnogoznaqnyh grupp s sil~nymi ffrmitovymi obrazu¸wimi i fiksirovannymi bikosetstrukturami → distancionno-tranzitivnyæ graf.

DannaØ rabota sostoit iz treh paragrafov.

V §1 postroen funktor, ØvlØ¸wiæsØ prodolßeniem ukazannogo vyxe sootvetstviØ, kotoryæ odnoporoßdennoæ mnogoznaqnoæ gruppe s (ne obØzatel~no sil~nym) ffrmitovym obrazu¸wim i fiksirovannoæ bikoset-strukturoæ sopostavlØet simmetriqeskiæ graf. �tot funktor kosetnym gruppam stavit v sootvetstvie graf Kffli.

V §2 vvedena konstrukciØ universal~nogo simmetriqeskogo grafa, osnovannaØ na konstrukcii flag-kompleksa grafa.

V §3 pokazano, qto mnoßestvo bikosetnyh mnogoznaqnyh odnoporoßdennyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi ØvlØetsØ ob¨- edineniem mnoßestva kategoriæ, zaparametrizovannyh parami

(Γ, G). Zdes~ Γ – universal~nyæ simmetriqeskiæ graf, G ⊂ Aut(Γ) – gruppa avtomorfizmov grafa Γ, deæstvu¸waØ tranzi- 161

162 P. V. ˚GODOVSKI` tivno na ego verxinah i rebrah. Pri fftom funktor iz §1 perevodit v Γ universal~nyæ ottalkiva¸wiæ ob¨ekt sootvetstvu¸weæ grafu Γ kategorii mnogoznaqnyh odnoporoßdennyh bikosetnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi.

Osnovnye opredeleniØ i rezul~taty teorii mnogoznaqnyh grupp sm., naprimer, v [2]. Qast~ rezul~tatov nastoØweæ raboty anonsirovana v zametke [5].

V zakl¸qenie hoqu poblagodarit~ professora V. M. Buhxtabera za postanovku zadaqi i aktivnu¸ podderßku v ee rexenii, a takße professorov A. M. Verxika i N. P. Dolbilina, docenta N. G. Mowevitina i cnc. I. N. Ponomarenko za poleznye obsußdeniØ rezul~tatov nastoØweæ raboty.

Neobhodimye opredeleniØ teorii mnogoznaqnyh grupp Opredelenie 0.1. Mnoßestvo A nazyvaetsØ n-znaqnoæ gruppoæ

ili, koroqe, n-gruppoæ (gde n ∈ N), esli zafiksirovano umnoßenie μ : A × A → (A)^n so znaqeniØmi v n-oæ simmetriqeskoæ stepeni (A)^n mnoßestva A, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm.

1. Associativnost~: dlØ l¸byh fflementov x, y, z gruppy A spravedlivo ravenstvo (μ)^n(μ(x, y), z) = (μ)^n(x, μ(y, z)). Zdes~ qerez (μ)^n(μ(x, y), z) oboznaqen fflement (μ(t1, z), . . ., μ(t_n, z)) ∈ ((A)^n)^n ⊂ (A)^{n2} , gde μ(x, y) = (t1, . . ., t_n). Analogiqnoe oboznaqenie ispol~zovano v pravoæ qasti ravenstva. Uslovie sostoit v sovpadenii poluqennyh fflementov mnoßestva (A)^{n2} .

2. Uslovie dvustoronneæ edinicy: suwestvuet fflement e ∈ A, nazyvaemyæ ediniceæ, takoæ, qto dlØ vseh x ∈ A imeet mesto ravenstvo μ(e, x) = μ(x, e)=(x, . . . , x). 3. Uslovie dvustoronnego obratnogo: dlØ l¸bogo x ∈ A suwestvuet (hotØ by odin) fflement x^∗ ∈ A, nazyvaemyæ obratnym, takoæ, qto mnoßestva μ(x, x^∗) i μ(x^∗, x) soderßat v sebe edinicu e.

BIKOSETNYE GRUPPY I SIMMETRIQESKIE GRAFY 163 V qastnosti, obyqnye gruppy soglasno fftomu opredeleni¸ ØvlØ¸tsØ 1-gruppami; n-znaqnye gruppy s n > 1 nazyva¸tsØ mnogoznaqnymi gruppami. Pust~ C^z_{x,y} ravno qislu vhoßdeniæ fflementa z v μ(x, y); konstanty takogo vida nazyva¸tsØ kratnostØmi gruppy A.

Opredelenie 0.2. 1. n-Gruppa nazyvaetsØ kommutativnoæ, esli

dlØ l¸byh x, y∈A imeet mesto ravenstvo μ(x, y) = μ(y, x). n-Grup-pa nazyvaetsØ invol¸tivnoæ, esli dlØ kaßdogo fflementa gruppy suwestvuet tol~ko odin obratnyæ, a otobraßenie ∗ (nazyvaemoe invol¸cieæ), sopostavlØ¸wee fflementu x ego obratnyæ x^∗, ØvlØetsØ antiavtomorfizmom, priqem (x^∗)^∗ = x. �lement x invol¸- tivnoæ gruppy nazyvaetsØ ffrmitovym, esli x^∗ = x.

2. Mownost~¸ fflementa a n-znaqnoæ invol¸tivnoæ gruppy A nazyvaetsØ qislo m(a) = n/C^e_{a,a}� .

3. n-ZnaqnaØ gruppa A nazyvaetsØ diagonal~¸ m-znaqnoæ gruppy B, esli suwestvuet takaØ biekciØ meßdu mnoßestvami ih fflementov, qto kratnosti gruppy B ravny sootvetstvu¸wim im pri fftoæ biekcii kratnostØm gruppy A, umnoßennym na (m/n). Opredelenie 0.3 (sm. [2]). Algebra A nad C s vydelennym bazi-

som {a_i} (i = 0, . . ., d ili i ∈ Z_+), gde a_0 – ediniqnyæ fflement,

proizvedenie v kotoroæ zapisyvaetsØ v vide a_i × a_j = d∑ k=0 p^k_{ij}a_k, nazyvaetsØ C-algebroæ, esli (1) stukturnye konstanty p^k_{ij} vewestvenny;

(2) suwestvuet podstanovka i → i^′ (i = 0, 1, . . ., d) vtorogo porØdka, takaØ, qto lineænoe otobraßenie, perevodØwee a_i v a_i0 , ØvlØetsØ antiavtomorfizmom algebry;

(3) p^0_{ij} = δ_{ij}0 k_i, gde k_i > 0 dlØ vseh i, j;

(4) otobraßenie a_i → k_i (i = 0, 1, . . ., d) ØvlØetsØ lineænym predstavleniem algebry A.

Opredelenie 0.4. C-Algebra nazyvaetsØ kombinatornoæ, esli

strukturnye konstanty p^k_{ij} otnositel~no vydelennogo bazisa ØvlØ¸tsØ neotricatel~nymi racional~nymi qislami, priqem znamenateli predstavleniæ konstant p^k_{ij} v vide nesokratimyh drobeæ ograniqeny v sovokupnosti.

PonØtie kombinatornoæ algebry vpervye vvedeno v rabote [2].

164 P. V. ˚GODOVSKI`

Opredelenie 0.5. Algebra K(A) nad Rs vydelennym bazisom, ffle-

menty kotorogo otoßdestvlØ¸tsØ s fflementami n-gruppy A, i strukturnymi konstantami c^z_{x,y}=(m(a)/n)C^z_{x,y} (gde C^z_{x,y} – kratnosti gruppy A) nazyvaetsØ kombinatornoæ algebroæ A gruppy A.

V rabote [2] faktiqeski pokazano, qto kombinatornaØ algebra gruppy A ØvlØetsØ kombinatornoæ algebroæ v smysle opredeleniØ 4.

Opredelenie 0.6. 1. n-ZnaqnaØ gruppa A nazyvaetsØ kosetnoæ

gruppoæ gruppy G po ee gruppe avtomorfizmov H (G i H – gruppy v obyqnom smysle) i oboznaqaetsØ qerez G Œ H, esli porØdok gruppy H raven n i suwestvuet fiksirovannoe vloßenie kombinatornoæ algebry K(A) v gruppovu¸ algebru gruppy G, pri kotorom kaßdyæ fflement vydelennogo bazisa algebry K(A) perehodit v summu fflementov gruppy G, rassmatrivaemyh kak fflementy ee gruppovoæ algebry i predstavlØ¸wih sobo¸ orbitu deæstviØ H na G.

2. n-ZnaqnaØ gruppa A nazyvaetsØ bikosetnoæ gruppoæ gruppy G po ee podgruppe H (G – gruppa v obyqnom smysle) i oboznaqaetsØ qerez H Ø G Œ H, esli porØdok gruppy H raven n i suwestvuet fiksirovannoe vloßenie kombinatornoæ algebry K(A) v gruppovu¸ algebru gruppy G, pri kotorom kaßdyæ fflement vydelennogo bazisa algebry K(A) perehodit v umnoßennu¸ na (1/n) summu fflementov gruppy G, rassmatrivaemyh kak fflementy ee gruppovoæ algebry i predstavlØ¸wih sobo¸ dvoænoæ smeßnyæ klass gruppy G po podgruppe H.

Predloßenie 0.7. Kosetnost~ vleqet za soboæ bikosetnost~.

Deæstvitel~no, pust~ A = G Œ H – kosetnaØ gruppa. Oboznaqim qerez G^′ poluprØmoe proizvedenie grupp G i H, postroennoe po deæstvi¸ H na G. Togda, kak legko proverit~,

A = H Ø G^′ Œ H.

DiskretnaØ invol¸tivnaØ mnogoznaqnaØ gruppa A nazyvaetsØ odnoporoßdennoæ mnogoznaqnoæ gruppoæ s obrazu¸wim a, esli l¸- boe podmnoßestvo S fflementov gruppy A, vkl¸qa¸wee edinicu i udovletvorØ¸wee uslovi¸ (a^′ ∈ S)⇒(μ(a, a^′) ∈ (S)^n) (μ – umnoßenie v A), soderßit vse fflementy n-gruppy A. Obrazu¸wiæ a nazyvaetsØ sil~nym, esli fflementy gruppy moßno tak zanumerovat~ celymi neotricatel~nymi qislami, qto a_0 – edinica gruppy, a = a_1 i mul~timnoßestvo μ(a_1, a_k) sostoit iz fflementov s nomerami ne bol~ximi k + 1.

BIKOSETNYE GRUPPY I SIMMETRIQESKIE GRAFY 165

Opredelenie 0.8. �lement a1 algebry A s vydelennym bazisom

{a_i}, gde i = 0, . . ., N ili i ∈ Z_+, nazyvaetsØ sil~nym obrazu¸wim, esli rezul~tat umnoßeniØ a_1 na a_i leßit v lineænoæ oboloqke fflementov a_j, gde 0 ≤ j ≤ min{i + 1, N } (v sluqae, esli A – algebra razmernosti (N + 1)) ili 0 ≤ j ≤ i + 1 (v sluqae, esli A – sqetnomernaØ algebra).

Otmetim, qto fflement invol¸tivnoæ mnogoznaqnoæ gruppy ØvlØetsØ ee sil~nym obrazu¸wim togda i tol~ko togda, kogda on ØvlØetsØ sil~nym obrazu¸wim ee kombinatornoæ algebry.

Lemma 0.9. Pust~ L – lineænoe prostranstvo s vydelennym ba-

zisom {a_i}, gde i ∈ Z_+ ili i = 0, . . . , N . Togda dlØ l¸bogo nabora qisel γ^j_i , gde γ^i_0 = δ^{i,1} i (1) i ∈ N, j = 0, . . ., i + 1, γ^{i+1}_i ≠ 0 (v sluqae sqetnoæ razmernosti L) ili (2) i = 1, . . . , N i j = 0, . . . , min{N, i + 1}, γ^{k+1}_k ≠ 0, k = 1, . . . , N − 1 (v sluqae dim L = N + 1), suwestvuet edinstvennaØ struktura associativnoæ algebry na L, takaØ, qto a_1a_i = ∑ γ^j_i a_j, gde summa beretsØ po j = 0, . . . , i + 1 (dlØ prostranstva L sqetnoæ razmernosti) ili po j = 0, . . ., min{N, i+

1} (v sluqae dim L = N + 1). �ta algebra izomorfna, libo algebram

polinomov R[t] libo algebram useqennyh polinomov R[t]/⟨t^N = . . . ⟩, priqem izomorfizm takov, qto a_0 perehodit v 1, a a_1 – v t.

Dokazatel~stvo fftoæ lemmy ØvlØetsØ qisto tehniqeskim.

1. Simmetriqeskiæ graf odnoporoßdennoæ bikosetnoæ gruppy Opredelenie 1.10. Graf (orgraf) Γ nazyvaetsØ verxinno-sim-

metriqeskim, esli gruppa AutΓ deæstvuet tranzitivno na mnoßestve ego verxin. Graf (orgraf) nazyvaetsØ reberno-simmet-riqeskim, esli gruppa AutΓ deæstvuet tranzitivno na mnoßestve ego reber. Graf (orgraf) nazyvaetsØ simmetriqeskim, esli on odnovremenno ØvlØetsØ verxinno-simmetriqeskim i rebernosimmetriqeskim.

Pust~ A = H Ø G Œ H – bikosetnaØ odnoporoßdennaØ gruppa s ffrmitovym obrazu¸wim a, i pust~ fflementu a otveqaet dvoænoæ smeßnyæ klass HtH. Opredelim graf Γ = Γ(A), kotoryæ budem

166 P. V. ˚GODOVSKI` nazyvat~ simmetriqeskim grafom bikosetnoæ gruppy A. Mnoßestvo ego verxin V(Γ) est~ mnoßestvo levyh smeßnyh klassov

H Ø G gruppy G po podgruppe H (verxinu, otveqa¸wu¸ smeßno-

mu klassu Hg, budem oboznaqat~ qerez (Hg)), a mnoßestvo ego reber E(Γ) – mnoßestvo par verxin vida ((Hg), (Hthg)), gde h ∈ H. Poskol~ku fflement a ffrmitov, to suwestvuet fflement h^′ ∈ H, takoæ, qto th^′ = t^{−1}, i, sledovatel~no, esli ((Hg), (Hthg)) ∈ E(Γ), to para ((Hthg), (Hg)) toße prinadleßit mnoßestvu reber, t.e. Γ ØvlØetsØ grafom, a ne orgrafom. Oqevidno, qto fftot graf ØvlØetsØ simmetriqeskim i svØznym.

KonstrukciØ simmetriqeskogo grafa odnoporoßdennoæ bikosetnoæ gruppy okazyvaetsØ svØzannoæ s konstrukcieæ grafa Kffli (sm. [4]).

Grafom Kffli gruppy G, poroßdennym podmnoßestvom B ee fflementov, nazyvaetsØ graf, mnoßestvo verxin kotorogo est~ mnoßestvo fflementov gruppy G, a dve verxiny, otveqa¸wie fflementam g_1 i g_2, soedineny rebrom togda i tol~ko togda, kogda

g_1g^{−1}_2 ∈ B. V sluqae, kogda imeet mesto implikaciØ (g ∈ B) =⇒ (g^−1 ∈ B), ffta konstrukciØ deæstvitel~no opredelØet graf, a ne orgraf.

Predloßenie 0.7 utverßdaet, qto kaßdaØ kosetnaØ gruppa A=G Œ H obladaet bikoset-strukturoæ H Ø G^′ Œ H, gde G^′ – poluprØmoe proizvedenie grupp G i H, postroennoe po deæstvi¸ gruppy H na G. Pust~ gruppa A ØvlØetsØ odnoporoßdennoæ gruppoæ s obrazu¸wim a, i pust~ B – mnoßestvo fflementov orbity deæstviØ H na G, otveqa¸weæ obrazu¸wemu a. Netrudno proverit~, qto togda simmetriqeskiæ graf bikosetnoæ gruppy H Ø G^′ Œ H ØvlØetsØ grafom Kffli gruppy G^′, poroßdennym mnoßestvom B.

V sluqae, kogda obrazu¸wiæ a bikosetnoæ gruppy A ØvlØetsØ sil~nym, fflement gruppy a_k perevodit proizvol~nu¸ verxinu v grafa Γ v mnoßestvo verxin grafa Γ, nahodØwihsØ na rasstoØnii k ot v otnositel~no standartnoæ metriki ([4]) na verxinah grafa.

2. Universal~nye simmetriqeskie grafy

Vnaqale napomnim standartnoe ponØtie gomomorfizma grafa.

BIKOSETNYE GRUPPY I SIMMETRIQESKIE GRAFY 167

Opredelenie 2.11 (sm. [4]). Graf Γ^′ nazyvaetsØ gomomorfnym ob-

razom grafa Γ, esli zadana s¸r¨ekciØ f : V(Γ) → V(Γ^′), priqem (1) l¸baØ para smeßnyh verxin grafa Γ^′ perehodit v paru smeßnyh verxin grafa Γ;

(2) l¸baØ para nesmeßnyh verxin perehodit libo v paru nesmeßnyh verxin, libo v odnu verxinu.

Otobraßenie f nazyvaetsØ gomomorfizmom iz grafa Γ v graf Γ^′.

Otmetim, qto kak topologiqeskoe prostranstvo regulØrnyæ graf Γ ØvlØetsØ nakrytiem vseh svoih regulØrnyh gomomorfnyh obrazov, ime¸wih obwu¸ s nim stepen~ regulØrnosti. (Graf nazyvaetsØ regulØrnym, esli iz kaßdoæ ego verxiny vyhodit odinakovoe qislo reber, kotoroe nazyvaetsØ stepen~¸ regulØrnosti grafa, sm. [4].)

Pust~ Γ – simmetriqeskiæ svØznyæ graf s koneqnym qislom verxin. Predstavim ego kak simplicial~nyæ kompleks τ^1(Γ), v kotorom verxiny ØvlØ¸tsØ simpleksami nulevoæ razmernosti, a rebra – simpleksami razmernosti 1. Flag-kompleksom τ (Γ), associirovannym s grafom Γ, nazyvaetsØ naibol~xiæ simplicial~nyæ kompleks, dlØ kotorogo τ^1(Γ) ØvlØetsØ odnomernym ostovom. Rassmotrim universal~noe nakrytie τ^U (Γ) nad kompleksom τ (Γ). Ono obladaet estestvennoæ strukturoæ simplicial~nogo kompleksa, inducirovannoæ gomeomorfizmom nakrytiØ, priqem odnomernyæ ostov ØvlØetsØ grafom. Oboznaqim fftot graf qerez Γ^U (t.e. τ (Γ^U ) = τ^U (Γ)). Iz konstrukcii vytekaet, qto 1) graf Γ^U ØvlØetsØ simmetriqeskim, svØznym i ime¸wim stepen~ regulØrnosti, ravnu¸ stepeni regulØrnosti grafa Γ; 2) grafy ediniqnyh sfer grafov Γ^U i Γ izomorfny (grafom ediniqnyh sfer dannogo simmetriqeskogo grafa Γ nazyvaetsØ graf, izomorfnyæ podgrafu grafa Γ, sostoØwemu iz verxin, soedinennyh s dannoæ fiksirovannoæ verxinoæ grafa Γ, i reber grafa Γ, soedinØ¸wih ffti verxiny; v literature graf ediniqnyh sfer qasto nazyva¸t grafom okrußeniæ); 3) ograniqenie gomeomorfizma nakrytiØ τ^U (Γ) → τ (Γ) na Γ^U i Γ ØvlØetsØ gomomorfizmom grafov. I, krome togo, kak netrudno ubedit~sØ, dlØ l¸boæ gruppy avtomorfizmov G grafa Γ (otnositel~no kotoroæ on ØvlØetsØ simmetriqeskim) suwestvuet gruppa avtomorfizmov G^U grafa Γ^U (otnositel~no kotoroæ on ØvlØetsØ simme-

168 P. V. ˚GODOVSKI` triqeskim) i ffpimorfizm ϕ : G^U → G, takie, qto diagramma

G^U × V(Γ^U )^ν U −−−−→ V(Γ^U ) ϕ^{×f} f G × V(Γ)^ν−−−−→ V(Γ) kommutativna. Zdes~ qerez ν^U i ν oboznaqeny, sootvetstvenno, deæstviØ grupp G^U i G na mnoßestvah verxin grafov Γ^U i Γ. Graf Γ^U nazyvaetsØ universal~nym simmetriqeskim grafom, nakryva¸wim Γ, a gruppa G^U – gruppoæ avtomorfizmov universal~- nogo grafa, nakryva¸weæ gruppu avtomorfizmov gruppy G. V sluqae, esli graf Γ^U okazyvaetsØ izomorfnym grafu Γ, posledniæ budem nazyvat~ universal~nym.

Predloßenie 2.12. 1. Odnomernye ostovy pravil~nyh mnogo-

grannikov ØvlØ¸tsØ universal~nymi grafami. V qastnosti, dlØ vseh n polnyæ graf K_n ØvlØetsØ universal~nym.

2. Universal~nyæ simmetriqeskiæ graf s nesvØznym grafom ediniqnyh sfer imeet beskoneqnyæ diametr.

Pervyæ punkt fftogo predloßeniØ oqeviden. Dokazatel~stvo vtorogo punkta vyhodit za ramki nastoØweæ raboty.

Gipoteza 2.13. Universal~nyæ simmetriqeskiæ graf s grafom

ediniqnyh sfer diametra bol~xego dvuh imeet beskoneqnyæ diametr.

3. Kategorii odnoporoßdennyh bikosetnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi 3.1. Bikosetnye algebry.

�tot razdel posvØwen konstrukcii, pozvolØ¸weæ postroit~ po param grupp (G, H) (gde H ⊂ G) special~nye C-algebry, kotorye ØvlØ¸tsØ obobweniem kombinatornyh algebr bikosetnyh grupp H Ø G Œ H na sluqaæ grupp H beskoneqnogo porØdka.

Pust~ G – gruppa, H – ee podgruppa, takaØ, qto l¸boæ dvoænoæ smeßnyæ klass Hg_iH ∈ H Ø G Œ H ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo qisla levyh smeßnyh klassov Hg_ih^{(i)}_l ∈ H Ø G. Oboznaqim qislo fftih smeßnyh klassov qerez k_i. Pust~ K(G, H) – lineænoe prostranstvo funkciæ na mnoßestve dvoænyh smeßnyh

BIKOSETNYE GRUPPY I SIMMETRIQESKIE GRAFY 169 klassov H Ø G Œ H. Budem oboznaqat~ qerez (HgH) harakteristiqesku¸ funkci¸ klassa HgH. Opixem proizvedenie (Hg_iH)×

(Hg_jH). DlØ fftogo rassmotrim mul~timnoßestvo levyh smeß-

nyh klassov {Hg_ih^{(i)}_l g_jh^{(j)}m }, gde l = 1, . . ., k_j i m = 1, . . ., k_i. Ego mownost~ ravna k_ik_j. Legko videt~, qto kratnosti v fftom mul~- timnoßestve levyh smeßnyh klassov, vhodØwih v odin dvoænoæ smeßnyæ klass, sovpada¸t. Oboznaqim kratnost~ pravyh smeßnyh klassov, obrazu¸wih dvoænoæ klass Hg_nH, qerez C^n. Teper~ opredelim proizvedenie formuloæ (Hg_iH) × (Hg_j H) = ∑ n C^n(Hg_nH). (1) �ta operaciØ associativna. Deæstvitel~no, v rezul~tate proizvedeniØ (Hg_iH)×(Hg_jH) × (Hg_kH) pri l¸boæ rasstanovke skobok poluqaetsØ mul~timnoßestvo dvoænyh smeßnyh klassov, otveqa¸wee mul~timnoßestvu {Hg_ih^{(i)}_l g_jh^{(j)}m g_kh^{(k)}n } pravyh klassov. Itak, lineænoe prostranstvo K(G, H) s proizvedeniem (1) predstavlØet soboæ associativnu¸ algebru, kotoraØ nazyvaetsØ bikosetnoæ algebroæ grupp G i H. Legko videt~, qto u fftoæ algebry est~ odnomernoe predstavlenie (Hg_iH) → k_i, priqem konstanty k_i ravny kofffficientu pri (H) = (HeH) v proizvedenii

(Hg_iH) × (Hg^−1_i H). (Konstanty k_i ØvlØ¸tsØ analogami ponØtiØ

mownosti fflementov bikosetnyh grupp.) Takim obrazom, poluqaem sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 3.14. BikosetnaØ algebra K(G, H) grupp G i H

ØvlØetsØ C-algebroæ.

Otmetim, qto esli gruppa H koneqna, to bikosetnaØ algebra K(G, H) sovpadaet s kombinatornoæ algebroæ gruppy H Ø

G Œ H. Krome togo, kak netrudno proverit~, imeet mesto sledu-

¸wee oqevidnoe predloßenie.

Predloßenie 3.15. Esli suwestvuet takaØ konstanta M , qto

dlØ vseh i imeet mesto neravenstvo k_i ≤ M , to K(G, H) – kombinatornaØ algebra.

3.2. BikosetnaØ algebra simmetriqeskogo grafa.

V fftom razdele opisana konstrukciØ, obratnaØ k konstrukcii p. 3.1. Pust~ Γ – svØznyæ simmetriqeskiæ graf i v – nekotoraØ ego verxina. Pust~ G⊂Aut(Γ) – gruppa avtomorfizmov

170 P. V. ˚GODOVSKI` grafa, deæstvu¸waØ sprava tranzitivno na mnoßestvah ego reber i verxin, a H – podgruppa gruppy G, sostoØwaØ iz avtomorfizmov, ostavlØ¸wih nepodvißnoæ verxinu v. Imeet mesto sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 3.16. Mnoßestvo verxin grafa Γ nahoditsØ vo

vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii s mnoßestvom levyh smeßnyh klassov H Ø G.

Deæstvitel~no, kaßdoæ verxine w stavitsØ v sootvetstvie mnoßestvo avtomorfizmov, perevodØwih verxinu v v w, kotoroe predstavlØet soboæ nekotoryæ levyæ smeßnyæ klass G po H.

Vvedem oboznaqeniØ, kak v p. 3.1. Pust~ (Hg) oboznaqaet sootvetstvu¸wu¸ smeßnomu klassu Hg verxinu grafa Γ (v qastnosti, (H) oboznaqaet verxinu v), (Hg)N – sovokupnost~ verxin prohodØweæ qerez (Hg) orbity deæstviØ na V(Γ) gruppy N ⊂ G (t.e. (gH)N ={(Hgn) | n ∈ N }). Rassmotrim mnoßestvo reber, vyhodØwih iz verxiny v. Tak kak graf Γ simmetriqeskiæ, to ono predstavlØet sobo¸ orbitu deæstviØ gruppy H. Pust~ u – predstavitel~ fftoæ orbity i t – proizvol~nyæ avtomorfizm, perevodØwiæ verxinu v v verxinu u. Togda iz predloßeniØ 3.16 vytekaet sledu¸wee sledstvie.

Sledstvie 3.17. Mnoßestvo par, sostoØwih iz rebra grafa

i nekotoroæ orientacii na nem, nahoditsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii s mnoßestvom uporØdoqennyh par verxin ((Hg), (Hthg)), gde h ∈ H – proizvol~nyæ fflement.

Sledu¸waØ konstrukciØ sopostavlØet grafu Γ i gruppe ego avtomorfizmov G algebru A_1 = A_1(Γ, G), kotoraØ, po opredeleni¸, ØvlØetsØ bikosetnoæ algebroæ K(G, H) pary grupp G i H.

Soglasno predloßeni¸ 3.16, kaßdomu pravomu smeßnomu klassu H Ø G sootvetstvuet verxina grafa Γ. Dvoænoæ smeßnyæ klass pri fftom dopuskaet estestvennu¸ interpretaci¸ kak orbita deæstviØ gruppy H na mnoßestve V(Γ) verxin grafa Γ. KaßdaØ orbita deæstviØ gruppy H na V(Γ) ØvlØetsØ, oqevidno, podmnoßestvom mnoßestva verxin, nahodØwihsØ na dannom fiksirovannom rasstoØnii ot vydelennoæ verxiny v, kotoroe v svØznom simmetriqeskom grafe ØvlØetsØ koneqnym. Sledovatel~no, kaßdyæ dvoænoæ smeßnyæ klass Hg_iH ∈ H Ø G Œ H ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo qisla levyh smeßnyh klassov

BIKOSETNYE GRUPPY I SIMMETRIQESKIE GRAFY 171 vida Hg_ih^{(i)}_j ∈ H Ø G, i, takim obrazom, algebra K(G, H) korrektno opredelena. �ta algebra nazyvaetsØ pervoæ bikosetnoæ algebroæ^1 grafa Γ s gruppoæ avtomorfizmov G. �lement algebry, otveqa¸wiæ dvoænomu smeßnomu klassu HtH, nazyvaetsØ rebernym. Oqevidnym obrazom, on ØvlØetsØ ffrmitovym.

Otmetim, qto v sluqae, kogda gruppa H koneqna, algebra A_1 sovpadaet s kombinatornoæ algebroæ gruppy H Ø G Œ H. V qastnosti, ffto tak, esli graf Γ postroen po bikosetnoæ gruppe

A=H Ø G Œ H s pomow~¸ konstrukcii p. 3.1.

3.3. Universal~nye ottalkiva¸wie ob¨ekty.

Pust~ Γ – simmetriqeskiæ graf bikosetnoæ gruppy A_1 = H Ø

G Œ H s otmeqennym ffrmitovym obrazu¸wim a; Γ^U – univer-

sal~nyæ simmetriqeskiæ graf, nakryva¸wiæ graf Γ, a gruppa G^U – gruppa avtomorfizmov grafa Γ^U , nakryva¸waØ gruppu G avtomorfizmov grafa Γ. Oboznaqim qerez f : Γ^U → Γ gomomorfizm simmetriqeskih grafov, poroßdennyæ otobraßeniem nakrytiØ τ (Γ^U ) → τ (Γ) sootvetstvu¸wih im flag-kompleksov, a qerez ϕ : G^U → G – sootvetstvu¸wiæ emu ffpimorfizm grupp avtomorfizmov.

Pust~ v = (H) – nepodvißnaØ otnositel~no deæstviØ gruppy H verxina grafa Γ. Vyberem proizvol~nu¸ verxinu v^U grafa Γ^U , leßawu¸ v proobraze verxiny v pri gomomorfizme f, i oboznaqim qerez H^U podgruppu gruppy G^U , sostoØwu¸ iz avtomorfizmov, ostavlØ¸wih verxinu v^U nepodvißnoæ. Kak legko videt~, ograniqenie ffpimorfizma ϕ na podgruppu H^U ØvlØetsØ ffpimorfizmom na podgruppu H gruppy G. Takim obrazom, voznikaet gomomorfizm bikosetnyh algebr A_1(Γ^U ) = K(G^U, H^U ) →

A_1(Γ) = K(G, H).

Predstavim teper~ klass odnoporoßdennyh bikosetnyh grupp s otmeqennymi ffrmitovymi obrazu¸wimi v vide diz¨¸nktnogo ob¨edineniØ nekotorogo mnoßestva kategoriæ odnoporoßdennyh bikosetnyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi, kaßdaØ iz kotoryh zadaetsØ universal~nym simmetriqeskim grafom Γ^U i ego gruppoæ avtomorfizmov G^U . OdnoporoßdennaØ bikosetnaØ gruppa H Ø G Œ H s otmeqennym ffrmitovym obrazu¸wim budet ob¨- ektom kategorii, otveqa¸weæ dannym (Γ^U , G^U ), esli universal~- nyæ graf Γ^U nakryvaet simmetriqeskiæ graf Γ fftoæ bikosetnoæ

1PonØtiØ vtoroæ i tret~eæ bikosetnoæ algebr simmetriqeskogo grafa budut vvedeny v sledu¸wih publikaciØh.

172 P. V. ˚GODOVSKI` gruppy i gruppa avtomorfizmov G^U grafa Γ^U nakryvaet gruppu avtomorfizmov G grafa Γ. Morfizmami fftoæ kategorii budut gomomorfizmy kombinatornyh algebr bikosetnyh grupp, poroßdennye gomomorfizmami simmetriqeskih grafov, ØvlØ¸wimisØ ograniqeniØmi sootvetstvu¸wih otobraßeniæ nakrytiØ. Pri fftom algebra A^U_1 estestvennym obrazom ØvlØetsØ universal~nym ottalkiva¸wim ob¨ektom fftoæ kategorii. Podqerknem, qto, voobwe govorØ, algebra A^U_1 ne ØvlØetsØ kombinatornoæ i, takim obrazom, moßet ne otveqat~ nikakomu ob¨ektu kategorii.

Udobnoæ harakteristikoæ kategorii bikosetnyh grupp, otveqa¸weæ dannym (Γ^U , G^U ), ØvlØetsØ para, sostoØwaØ iz grafa Γ_1 ediniqnyh sfer grafa Γ^U i gruppy ~H ego avtomorfizmov, inducirovannyh podgruppoæ H^U gruppy G^U . Kaßdyæ simmetriqeskiæ graf Γ, otveqa¸wiæ kakomu-libo ob¨ektu kategorii, imeet graf Γ_1 v kaqestve grafa ediniqnyh sfer, a podgruppa H gruppy avtomorfizmov G grafa Γ induciruet na Γ_1 podgruppu

~H ⊂ AutΓ_1.

V sluqae, kogda graf Γ^U ØvlØetsØ distancionno-tranzitiv-nym, algebra A_1(Γ^U ) est~ algebra s sil~nym obrazu¸wim.

3.4. Primery.

1. Pust~ graf Γ1 predstavlØet sobo¸ diz¨¸nktnoe ob¨edinenie

n ffkzemplØrov polnogo grafa K_m, gde mn > 1, a gruppa ~H est~ polnaØ gruppa avtomorfizmov grafa Γ_1. Moßno pokazat~, qto takim dannym pri kaßdyh fiksirovannyh natural~nyh m i n otveqaet edinstvennaØ kategoriØ bikosetnyh odnoporoßdennyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi. Pri n > 1 bikosetnaØ algebra, ØvlØ¸waØsØ universal~nym ob¨ektom dlØ fftoæ kategorii, predstavlØet sobo¸ algebru s sil~nym obrazu¸wim, kotorym ØvlØetsØ ee rebernyæ fflement, i v estestvennom vydelennom bazise {a_i} (i ∈ Z, i ≤ 0) zadaetsØ sootnoxeniØmi

a^2_1 = mn a_0 + (m − 1)a_1 + a_2;

a_1 × a_i = m(n − 1)a_{i−1} + (m − 1)a_i + a_{i+1}, i > 1.

Zdes~ a_0 – edinica algebry, a a_1 – ee rebernyæ fflement.

V sluqae n = 1, m > 1, sootvetstvu¸wim fftoæ kategorii universal~nym simmetriqeskim grafom ØvlØetsØ graf K_{m+1}. Ego pervaØ bikosetnaØ algebra poroßdaetsØ paroæ fflementov a_0 i a_1

BIKOSETNYE GRUPPY I SIMMETRIQESKIE GRAFY 173 s edinstvennym sootnoxeniem

a^2_1 = m a_0 + (m − 1)a_1.

2. Pust~ graf Γ1 ØvlØetsØ dopolneniem k diz¨¸nktnomu ob¨-

edineni¸ m ffkzemplØrov polnogo grafa K_n, gde m > 1 i n > 1, a gruppa ~H est~ polnaØ gruppa avtomorfizmov grafa Γ_1. (Napomnim, qto graf Γ nazyvaetsØ dopolneniem k grafu Γ^′, esli ih mnoßestva verxin sovpada¸t i dve verxiny soedineny rebrom v Γ togda i tol~ko togda, kogda oni ne soedineny v Γ^′.) Moßno pokazat~, qto takim dannym pri kaßdyh fiksirovannyh natural~nyh m i n otveqaet edinstvennaØ kategoriØ bikosetnyh odnoporoßdennyh grupp s ffrmitovymi obrazu¸wimi. BikosetnaØ algebra, ØvlØ¸waØsØ universal~nym ob¨ektom dlØ fftoæ kategorii, zadaetsØ sootnoxeniØmi e × e = e, a × e = e × a = a, b × e = e × b = b, a × a = mn e + (m − 1)n a + mn b, a × b = b × a = (n − 1)a, b × b = (n − 1) e + (n − 2)b. (2)

(Zdes~ a – rebernyæ fflement.)

3. Pust~ graf Γ1 est~ pØtiugol~nik, a gruppa^~H – gruppa D5.

Moßno pokazat~, qto v fftom sluqae graf Γ_U ØvlØetsØ odnomernym ostovom ikosaffdra. Sootvetstvu¸waØ emu algebra A_1 imeet vydelennyæ bazis e, a, b i c, priqem rebernyæ fflement a ØvlØetsØ ee sil~nym obrazu¸wim. Tablica umnoßeniØ fftoæ algebry imeet vid e × e = e, a × e = e × a = a, b × e = e × b = b, a × a = 5e + 2a + 2b, a × b = b × a = 2a + 2b + 5c, a × c = b. Kommentariæ. V priloßenii k stat~e [3] pred¨Øvlena univer-

sal~naØ odnoporoßdennaØ kosetnaØ 2-gruppa. Obrazu¸wiæ fftoæ gruppy ne ffrmitov, i, takim obrazom, fftu gruppu nel~zØ poluqit~ s pomow~¸ izlagaemoæ zdes~ teorii. Otmetim, qto universal~noæ odnoporoßdennoæ (bi)kosetnoæ 2-gruppoæ s ffrmitovym

174 P. V. ˚GODOVSKI` obrazu¸wim ØvlØetsØ gruppa ZŒ Z_2. Eæ otveqaet graf, mnoßestvo verxin kotorogo moßno otoßdestvit~ s celymi qislami, i dve verxiny ego ØvlØ¸tsØ incidentnymi togda i tol~ko togda, kogda modul~ raznosti sootvetstvu¸wih im qisel raven edini- ce. Literatura 1. �. Bannai, T. Ito, AlgebraiqeskaØ kombinatorika. Shemy i otnoxeniØ.

Mir, Moskva (1987). Perevod s angl. E. Bannai and T. Ito, Algebraic com-

binatorics. I. Association schemes, Benjamin-Cummings, Menlo Park, CA 1984; “Current research on algebraic combinatorics: supplements to our book, Algebraic combinatorics, I”, Graphs Combin. 2 (1986), 287–308.

2. V. M. Buhxtaber, A. M. Verxik, S. A. Evdokimov, I. N. Ponomarenko,

Kombinatornye algebry i mnogoznaqnye gruppy. — Funkc. analiz i ego

pril. 30, No 3 (1996), 12–18.

3. V. M. Buchshtaber, A. P. Veselov, Integrable correspondences and algebraic representations of multivalued groups. — Int. Math. Res. Not. 8 (1996), 381–400.

4. V. A. Evstigneev, V. N. Kas~Ønov, Tolkovyæ slovar~ po teorii grafov.

Nauka, Novosibirsk (1999).

5. P. V. ˚godovskiæ, PredstavleniØ mnogoznaqnyh grupp na grafah. — Usp.

mat. nauk 57 (2002) No 1, 143–144.

Yagodovskii P. V. Bicoset groups and symmetric graphs. In this paper we construct a functor from the set of bicoset multivalued groups with one Hermite generator to the set of symmetric graphs. The functor makes it possible to desribe the set of bicoset multivalued groups with one Hermite generator as a sum of categories. The categories are indexed by a pair (Γ^U , G^U ) where Gamma^U is a universal symmetric graph and G^U is a subgroup of AutΓ^U .

Postupilo 25 i¸nØ 2002 g.

FinansovaØ akademiØ pri pravitel~stve RF

E-mail: petryag@rol.ru