Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 293, 2002 g.

P. A. Golovaq

SISTEMY PAR q-UDALENNYH PREDSTAVITELE` I RASKRASKI GRAFOV

1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote dokazyvaetsØ NP-polnota serii zadaq, svØzannyh s raskraskami grafov special~nogo vida. Interes k takim raskraskam obuslovlen ih tesnoæ svØz~¸ s odnoæ iz zadaq naznaqeniØ qastot. Bolee podrobno s zadaqami naznaqeniØ qastot moßno poznakomit~sØ v obzore [10]. Nas budet interesovat~ tol~ko odna iz nih. Zadaqa sostoit v tom, qtoby naznaqit~ radioqastoty peredatqikam, nahodØwimsØ na nekotoroæ territorii, tak, qtoby izbeßat~ pomeh, vyzvannyh interferecieæ. Kak pravilo, qastoty dlØ peredatqikov ne vybira¸tsØ proizvol~nym obrazom iz nekotorogo intervala, a berutsØ iz koneqnogo diskretnogo nabora qastot, fflementy kotorogo nazyva¸t kanalami. Sootvetstvenno, my moßem rassmotret~ zadaqu naznaqeniØ kanalov. DlØ rexeniØ zadaqi udobno ispol~zovat~ modeli, svØzannye s raskraskami grafov. Verxiny grafov sootvetstvu¸t peredatqikam, a rebra – blißaæxim peredatqikam. Kanaly oboznaqa¸tsØ neotricatel~nymi celymi qislami i sootvetstvu¸t cvetam. Neobhodimo naznaqit~ cveta verxinam tak, qtoby verxiny, nahodØwiesØ na opredelennom rasstoØnii, imeli by cveta, razliqa¸wiesØ na zadannu¸ veliqinu. Krome togo, vozmoßny nekotorye drugie ograniqeniØ na naznaqenie cvetov.

Bolee toqno, pust~ G = (V, E) – prostoæ graf, p_1, p_2, . . ., p_r (p_1 ≥ p_2 ≥ · · · ≥ p_r) – neotricatel~nye celye qisla. L(p_1, p_2, . . . ,

p_r)-raskraskoæ grafa G nazyvaetsØ funkciØ f: V → {0, 1, 2, . . .}

takaØ, qto |f(u) − f(v)| ≥ p_i, esli d(u, v) = i, pri i =

1, 2, . . ., r, gde d(u, v) – rasstoØnie meßdu verxinami u i v v gra-

fe G. L(p_1, p_2, . . . , p_r)-raskraska f nazyvaetsØ k-L(p_1, p_2, . . ., p_r)- raskraskoæ, esli f(v) ≤ k dlØ vseh verxin v ∈ V .

Naibolee polno L(p_1, p_2, . . . , p_r)-raskraski issledovany dlØ

rabota vypolnena pri podderßke granta RFFI ˝01-01-00235 i granta NWO ˝047.008.006. 5

6 P. A. GOLOVAQ sluqaØ r = 2, p_1 = 2 i p_2 = 1. Zadaqa o L(2, 1)-raskraske byla vvedena v [9] i rassmatrivalas~, v qastnosti, v rabotah [3, 4, 6, 8, 11]. Otmetim, qto v rabote [4] byl postroen polinomial~- nyæ algoritm, proverØ¸wiæ suwestvovanie k-L(2, 1)-raskraski (i stroØwiæ taku¸ raskrasku) dlØ derev~ev. DlØ sluqaØ grafov obwego vida takaØ zadaqa NP-polna. Naprimer, v [6] bylo pokazano, qto zadaqa proverki suwestvovaniØ k-L(2, 1)-raskraski dlØ fiksirovannogo k ØvlØetsØ NP-polnoæ dlØ l¸bogo k ≥ 4. Bolee obwaØ zadaqa L(p, q)-raskraski dlØ p ≥ q ≥ 1 rassmatrivalas~ v [2, 5, 6, 7].

V [5] byla vvedena zadaqa raskraski predraskraxennyh grafov. Graf G = (V, E) nazyvaetsØ predraskraxennym, esli cveta nekotoryh ego verxin opredeleny zaranee, t.e. zadano nekotoroe mnoßestvo U ⊂ V i funkciØ g: U → {0, 1, 2, . . .}. L(p_1, p_2, . . ., p_r)- raskraskoæ (sootvetstvenno, k-L(p_1, p_2, . . . , p_r)-raskraskoæ) predraskraxennogo grafa G nazyvaetsØ L(p_1, p_2, . . ., p_r)-raskraska (k-

L(p_1, p_2, . . . , p_r)-raskraska) f, dlØ kotoroæ f(u) = g(u) dlØ vseh

verxin u ∈ U . Predraskraska modeliruet situaci¸, voznika¸- wu¸ pri naznaqenii qastot, kogda suwestvu¸t privilegirovannye peredatqiki, kotorye ispol~zu¸t fiksirovannye qastoty. V upomØnutoæ rabote rassmatrivalas~ L(p, q)-raskraski predraskraxennyh derev~ev. V neæ bylo pokazano, qto zadaqa proverki suwestvovaniØ k-L(p, q)-raskraski polinomial~no razrexima pri q = 1 dlØ l¸boæ zadannoæ predraskraski (algoritm analogiqen predloßennomu v [4] dlØ zadaqi bez predraskraski), no pri p ≥ q > 1 zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ. DlØ dokazatel~stva NP-polnoty v rabote byla vvedena zadaqa o sisteme udalennyh predstaviteleæ, kotoraØ interesna sama po sebe i okazalas~ udobnoæ dlØ dokazatel~stva NP-polnoty zadaqi o suwestvovanii raskrasok. FormuliruetsØ ffta zadaqa sledu¸wim obrazom:

Uslovie: Dano semeæstvo mnoßestv M1, M2, . . . , Mn, gde Ms ⊂

{0, 1, . . ., m} pri s = 1, 2, . . ., n, a takße poloßitel~noe celoe qi-

slo q.

Vopros: Vozmoßno li vybrat~ mnoßestvo qisel {i1, i2, . . . , in}, gde i_s ∈ M_s, dlØ s = 1, 2, . . ., n, takim obrazom, qto |i_s − i_t| ≥ q pri s, t = 1, 2, . . ., n, s ≠ t? My vvodim v rassmotrenie zadaqu, rodstvennu¸ dannoæ, nazvannu¸ nami zadaqeæ o sisteme par q-udalennyh predstavite-

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 7 leæ, kotoru¸, na nax vzglØd, ewe bolee udobno ispol~zovat~ dlØ dokazatel~stv NP-polnoty zadaq o suwestvovanii raskrasok. My razbivaem semeæstvo mnoßestv na pary i vybiraem iz kaßdoæ pary mnoßestv paru predstaviteleæ. Pri fftom poluqaetsØ sledu¸waØ zadaqa.

Uslovie: Dana sistema par mnoßestv (M1, N1), (M2, N2), . . . ,

(M_n, N_n), gde M_s, N_s ⊂ {0, 1, . . ., m} pri s = 1, 2, . . ., n, a takße

poloßitel~noe celoe qislo q.

Vopros: Vozmoßno li vybrat~ sistemu par (i1, j1), (i2, j2), . . . ,

(i_n, j_n), gde i_s ∈ M_s, j_s ∈ N_s dlØ s = 1, 2, . . ., n, takim obrazom, qto i_1, j_1, i_2, j_2, . . ., i_n, j_n razliqny i |i_s − j_s| ≥ q pri s = 1, 2, . . ., n?

Poleznost~ fftoæ zadaqi podtverßdaetsØ tem, qto nam udalos~ dokazat~ NP-polnotu (v sil~nom smysle) celoæ serii zadaq o raskraskah.

My budem rassmatrivat~ zadaqu o suwestvovanii k-L(p_1, p_2,

. . . , p_r)-raskraski predraskraxennyh grafov. Zadaqa formuli-

ruetsØ sledu¸wim obrazom:

Uslovie: Dany graf G = (V, E), poloßitel~noe celoe qislo k, poloßitel~nye celye qisla p_1, p_2, . . . , p_r (p_1 ≥ p_2 ≥ · · · ≥ p_r ), U ⊂ V i funkciØ g: U → {0, 1, . . ., k}. Vopros: Suwestvuet li k-L(p1, p2, . . . , pr)-raskraska f grafa G, dlØ kotoroæ f(u) = g(u) pri u ∈ U ?

Otmetim, qto parametry p_1, p_2, . . ., p_r vsegda budut sqitat~sØ fiksirovannymi.

Udalos~ dokazat~, qto ffta zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ v sil~- nom smysle dlØ L(p, 1)-raskraski i grafov, ØvlØ¸wimisØ kaktusami, vse cikly kotoryh ime¸t dlinu, ne prevoshodØwu¸ treh, pri p ≥ 2. Napomnim, qto graf nazyvaetsØ kaktusom, esli kaßdoe ego rebro vhodit ne bolee v qem odin cikl. RazumeetsØ, kaktusy, sami po sebe, ne predstavlØ¸t osobogo interesa, no nemedlennym sledstviem utverßdeniØ dlØ kaktusov ØvlØetsØ NPpolnota zadaqi dlØ qastiqnyh k-derev~ev pri k ≥ 2. OkazyvaetsØ, takim obrazom, qto v naxem sluqae zadaqi dlØ obyqnyh derev~ev i k-derev~ev dlØ ograniqennyh znaqeniæ parametra k ime¸t razliqnu¸ sloßnost~, qto predstavlØetsØ interesnym, poskol~ku izvestno, qto zadaqi, polinomial~no razreximye dlØ derev~ev, qasto okazyva¸tsØ polinomial~no razreximymi i dlØ qastiqnyh k-derev~ev. Dalee pokazano, qto zadaqa stanovitsØ NP-polnoæ dlØ derev~ev v sluqae L(p, 1, 1, . . ., 1)-raskrasok (pa-

8 P. A. GOLOVAQ rametr zadaqi r ≥ 3) pri p ≥ 2.

Nami takße rassmatriva¸tsØ spisoqnye raskraski. Predpoloßim, qto kaßdoæ verxine v grafa G sopostavlen spisok dopustimyh cvetov, t.e. nepustoe koneqnoe mnoßestvo neotricatel~- nyh celyh qisel S(v). Spisoqnoæ L(p_1, p_2, . . . , p_r)-raskraskoæ grafa G my budem nazyvat~ L(p_1, p_2, . . ., p_r)-raskrasku f, dlØ kotoroæ f(v) ∈ S(v) dlØ vseh verxin v ∈ V . Spisoqnye raskraski modeliru¸t sluqaæ, kogda pri naznaqenii qastot kaßdomu peredatqiku zadan spisok vozmoßnyh kanalov.

Sformuliruem zadaqu o suwestvovanii spisoqnoæ L(p_1, p_2, . . . ,

p_r)-raskraski.

Uslovie: Dany graf G = (V, E), poloßitel~nye celye qisla p_1, p_2, . . ., p_r (p_1 ≥ p_2 ≥ · · · ≥ p_r ) i nepustye koneqnye mnoßestva neotricatel~nyh celyh qisel S(v) (spiski dopustimyh cvetov)dlØ vseh v ∈ V .

Vopros: Suwestvuet li spisoqnaØ L(p1, p2, . . . , pr)-raskraska f grafa G?

Takße otmetim, qto parametry p_1, p_2, . . ., p_r vsegda budut sqitat~sØ fiksirovannymi.

Dokazano, qto ffta zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ v sil~nom smysle dlØ L(p, 1)-raskraski i grafov, ØvlØ¸wimisØ kaktusami, vse cikly kotoryh ime¸t dlinu, ne prevoshodØwu¸ treh, pri

p ≥ 2. Krome togo, pokazano, qto zadaqa stanovitsØ NP-polnoæ

dlØ derev~ev, diametr kotoryh ne prevoshodit 4, v sluqae

L(p, 1, 1, . . ., 1)-raskrasok (parametr zadaqi r ≥ 3) pri p ≥ 2.

V zakl¸qenie rassmatriva¸tsØ tak nazyvaemye radioraskraski. Pust~ G = (V, E) – prostoæ graf. L(p)-radioraskraskoæ grafa G nazyvaetsØ vzaimno odnoznaqnaØ funkciØ f: V →

{0, 1, 2, . . .} takaØ, qto |f(u) − f(v)| ≥ p, esli d(u, v) = 1. Pust~

kaßdoæ verxine v grafa G sopostavlen spisok dopustimyh cvetov, t.e. nepustoe koneqnoe mnoßestvo neotricatel~nyh celyh qisel S(v). Spisoqnoæ radioraskraskoæ grafa G my budem nazyvat~ radioraskrasku f, dlØ kotoroæ f(v) ∈ S(v) dlØ vseh verxin v ∈ V . Zadaqa o suwestvovanii spisoqnoæ radioraskraski formuliruetsØ sledu¸wim obrazom:

Uslovie: Dany graf G = (V, E), poloßitel~noe celoe qislo p i nepustye koneqnye mnoßestva neotricatel~nyh celyh qisel

S(v) (spiski dopustimyh cvetov)dlØ vseh v ∈ V .

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 9

Vopros: Suwestvuet li spisoqnaØ L(p)-radioraskraska f grafa G?

Parametr p v rabote sqitaetsØ fiksirovannym. Dokazano, qto ffta zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ v sil~nom smysle dlØ derev~ev, diametr kotoryh ne prevoshodit 4, a takße dlØ puteæ.

2. Sistemy par q-udalennyh predstaviteleæ

V fftoæ qasti raboty vvodØtsØ zadaqi o sisteme par qudalennyh predstaviteleæ. My budem rassmatrivat~ dva varianta fftoæ zadaqi. Napomnim pervyæ iz nih, uße upominavxiæsØ vo vvodnoæ qasti.

Uslovie: Dana sistema par mnoßestv (M1, N1), (M2, N2), . . . ,

(M_n, N_n), gde M_s, N_s ⊂ {0, 1, . . ., m} pri s = 1, 2, . . ., n, a takße

poloßitel~noe celoe qislo q.

Vopros: Vozmoßno li vybrat~ sistemu par (i1, j1), (i2, j2), . . . ,

(i_n, j_n), gde i_s ∈ M_s, j_s ∈ N_s dlØ s = 1, 2, . . ., n, takim obrazom, qto i_1, j_1, i_2, j_2, . . ., i_n, j_n razliqny i |i_s − j_s| ≥ q pri s = 1, 2, . . ., n?

Sistemu par qisel (i_1, j_1), (i_2, j_2), . . . , (i_n, j_n) my nazyvaem sistemoæ par q-udalennyh predstaviteleæ, a zadaqu, sootvetstvenno, zadaqeæ o sisteme par q-udalennyh predstaviteleæ. V dal~- neæxem my budem ssylat~sØ na fftu zadaqu, kak na zadaqu SP-1 (niße budet vvedena zadaqa SP-2). Dokaßem NP-polnotu zadaqi.

Teorema 1. Zadaqa SP-1 NP-polna v sil~nom smysle dlØ l¸bogo

zadannogo q ≥ 2.

Dokazatel~stvo. Prinadleßnost~ zadaqi klassu NP oqevidna. Legko videt~, qto dostatoqno dokazat~ NP-polnotu zadaqi dlØ sluqaØ, kogda maksimal~noe qislo v uslovii zadaqi ograniqeno sverhu polinomom ot n. My dokaßem, qto zadaqa ØvlØetsØ NPpolnoæ v sluqae, esli maksimal~noe qislo ne prevoshodit 3qn. Tak kak po uslovi¸ teoremy q ØvlØetsØ fiksirovannym parametrom, to fftogo dostatoqno dlØ dokazatel~stva NP-polnoty v sil~nom smysle.

Rassmotrim variant zadaqi o vypolnimosti bulevyh formul v kon¨¸nktivnoæ normal~noæ forme i svedem ee k naxeæ zadaqe. Zadaqa o vypolnimosti formuliruetsØ sledu¸wim obrazom:

10 P. A. GOLOVAQ

Uslovie: Dany bulevy peremennye x1, x2, . . . , xn i C – buleva formula v kon¨¸nktivnoæ normal~noæ forme ot fftih peremennyh.

Vopros: Vozmoßno li pridat~ znaqeniØ peremennym x1, x2, . . . ,

x_n takim obrazom, qto znaqeniem C budet true?

Izvestno (sm. [1]), qto ffta zadaqa NP-polna, daße esli ograniqit~sØ formulami, kaßdaØ fflementarnaØ diz¨¸nkciØ kotoryh soderßit ne bolee treh literalov, i kaßdaØ peremennaØ vhodit v ne bolee qem tri fflementarnyh diz¨¸nkcii. Oqevidno, qto moßno dopolnitel~no predpoloßit~, qto kaßdaØ peremennaØ vstreqaetsØ rovno odin raz v poloßitel~noæ forme i odin ili dva raza s otricaniem. Krome togo, bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto qislo fflementarnyh diz¨¸nkciæ v C qetno. Esli ffto ne tak, to dobavim peremennye x0_1, x0_2, . . . , x0_n i postroim formulu C0 iz C zamenØØ x_i na x0_i. Formula C ∧ C0 imeet qetnoe qislo fflementarnyh diz¨¸nkciæ i ØvlØetsØ vypolnimoæ togda i tol~ko togda, kogda vypolnima C. My budem predpolagat~, qto C udovletvorØet vsem pereqislennym usloviØm.

Postroim sistemu par q-udalennyh predstaviteleæ. Poloßim

r_i = 3q(i − 1), r0_i = 3q(i − 1) + q, r_i = 3q(i − 1) + 1, r0_i = 3q(i − 1) + q + 1

dlØ i = 1, 2, . . ., n. Naxa sistema sostoit iz dvuh qasteæ. PervaØ qast~ soderßit pary (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . , (M_n, N_n), gde

M_i = {r_i, r0_i}, N_i = {r0_i, r_i}. Pust~ C = C_1 ∧ C_2 ∧ · · · ∧ C_{2m},

gde C_1, C_2, . . . , C_{2m} – fflementarnye diz¨¸nkcii. Postroim pary (M 0_1, N 0_1), (M 0_2, N 0_2), . . . , (M 0_m, N 0_m) prosmatrivaØ fflementarnye diz¨¸nkcii C. Mnoßestvo M 0_j stroit~sØ po C_{2j}�_1, a N 0_j – po C_{2j} dlØ j = 1, 2, . . ., m. Pravila postroeniØ odinakovy. Esli fflementarnaØ diz¨¸nkciØ soderßit x_i, to k mnoßestvu dobavlØetsØ r0_i. Esli ße fflementarnaØ diz¨¸nkciØ soderßit x_i, to k mnoßestvu dobavlØetsØ r_i dlØ pervogo vhoßdeniØ literala x_i v C i r0_i dlØ vtorogo literala x_i. �ta operaciØ vypolnØetsØ dlØ vseh literalov v fflementarnoæ diz¨¸nkcii. Otmetim, qto soglasno opredeleni¸ r_i, r0_i, r_i, r0_i, vse qisla, vkl¸qaemye v mnoßestvo, razliqny.

Obwee qislo par ravnØetsØ n + m i vse mnoßestva ØvlØ¸tsØ podmnoßestvami {0, 1, . . ., 3qn − 2q + 1}. Poskol~ku q ØvlØetsØ fiksirovannym parametrom, to iz fftogo sleduet, qto opisannoe postroenie moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ polinomial~- nogo algoritma. Zametim takße, qto maksimal~noe qislo v mnoßestvah ne prevoshodit 3qn − 2q + 1 ≤ 3q(n + m).

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 11 Dokaßem, qto formula C vypolnima togda i tol~ko togda, kogda moßno vybrat~ sistemu par q-udalennyh predstaviteleæ iz postroennogo nabora par.

Predpoloßim, qto C ØvlØetsØ vypolnimoæ i z_1, z_2, . . ., z_n – znaqeniØ premennyh x_1, x_2, . . . , x_n, dlØ kotoryh C = true. Esli

z_i = true, to vyberem iz mnoßestva M_i qislo r0_i, a iz mnoßestva N_i – qislo r_i. Esli z_i = false, to iz M_i vybiraetsØ r_i, a iz N_i – r0_i

pri vseh i = 1, 2, . . ., n. ˚sno, qto |r_i − r0_i| ≥ q i |r_i − r0_i| ≥ q. Krome togo, iz {r_i, r0_i, r_i, r0_i} ∩ {r_j, r0_j, r_j, r0_j} = ∅ dlØ i ≠ j sleduet, qto vse vybrannye qisla razliqny. Tak kak C = true, to kaßdaØ fflementarnaØ diz¨¸nkciØ C soderßit literal so znaqeniem true. Vyberem v kaßdoæ fflementarnoæ diz¨¸nkcii takoæ literal i sootvetstvenno vyberem iz par (M 0_1, N 0_1), (M 0_2, N 0_2), . . . , (M 0_m, N 0_m) qisla, sootvetstvu¸wie fftim literalam. Netrudno videt~, qto vse ffti qisla otliqa¸tsØ ot qisel, uße vybrannyh iz par

(M_1, N_1), (M_2, N_2), . . ., (M_n, N_n). Pust~ s i t – dva vybrannyh qi-

sla. Predpoloßim, qto s sootvetstvuet literalu, postroennomu nad x_i, a t – literalu nad x_j. Esli i ≠ j, to iz opredeleniØ qisel r_i, r0_i, r_i, r0_i, r_j, r0_j, r_j, r0_j sleduet, qto |s − t| ≥ q. Esli i = j, to, poskol~ku literaly ime¸t odinakovye znaqeniØ, literaly ravny. Tak kak C soderßit dva odinakovyh literala, to ffti literaly ravny x_i. Takim obrazom, s i t sut~ qisla r_i i r0_i i

|s − t| ≥ q . My poluqaem, qto vse qisla, vybrannye iz par

(M 0_{1, N} 0_{1), (M} 0_{2, N} 0_{2), . . ., (M} 0_{m, N} 0_{m)}, razliqa¸tsØ, po kraæneæ mere, na q, i sistema par q-udalennyh predstaviteleæ poluqena.

Predpoloßim teper~, qto iz nabora par (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . ,

(M_n, N_n), (M 0_1, N 0_1), (M 0_2, N 0_2), . . . , (M 0_m, N 0_m) vybrana sistema par q-

udalennyh predstaviteleæ. Rassmotrim pary (M_i, N_i) pri i =

1, 2, . . ., n. Vozmoßny tol~ko dva sluqaØ: libo qislo r_i vybrano

iz M_i, a qislo r0_i – iz N_i, libo qislo r0_i vybrano iz M_i, a qislo

r_i – iz N_i. V pervom sluqae poloßim x_i = false, a vo vtorom

– x_i = true. Tak kak iz mnoßestv (M 0_1, N 0_1), (M 0_2, N 0_2), . . . , (M 0_m, N 0_m) vybira¸tsØ qisla, otliqa¸wiesØ ot uße vybrannyh iz nabora par (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . , (M_n, N_n), to im sootvetstvu¸t literaly so znaqeniem true. Poskol~ku kaßdaØ fflementarnaØ diz¨¸nkciØ C soderßit literal so znaqeniem true, to C vypolnena.

Teorema dokazana.

Otmetim, qto v hode dokazatel~stva byla dokazana NPpolnota ograniqennoæ versii zadaqi SP-1.

12 P. A. GOLOVAQ

Sledstvie 1. Zadaqa SP-1 NP-polna v sluqae, esli dlØ ee pa-

rametrov vypolneno neravenstvo m ≤ 3qn, dlØ l¸bogo zadannogo q ≥ 2. Krome zadaqi SP-1 nam udobno rassmotret~ ee variant, otliqa¸wiæsØ tem, qto qisla j_1, j_2, . . . , j_n ne obØzatel~no razliqny. My budem ssylat~sØ na fftu zadaqu, kak na zadaqu SP-2. FormuliruetsØ SP-2 sledu¸wim obrazom:

Uslovie: Dana sistema par mnoßestv (M1, N1), (M2, N2), . . . ,

(M_n, N_n), gde M_s, N_s ⊂ {0, 1, . . ., m} pri s = 1, 2, . . ., n, a takße

poloßitel~noe celoe qislo q.

Vopros: Vozmoßno li vybrat~ sistemu par (i1, j1), (i2, j2), . . . ,

(i_n, j_n), gde i_s ∈ M_s, j_s ∈ N_s dlØ s = 1, 2, . . ., n, takim obrazom,

qto i_1, i_2, . . . , i_n razliqny, kaßdoe iz nih otliqaetsØ ot qisel j_1, j_2, . . . , j_n, i |i_s − j_s| ≥ q pri s = 1, 2, . . ., n? Teorema 2. Zadaqa SP-2 NP-polna v sil~nom smysle dlØ l¸bogo

zadannogo q ≥ 2.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1.

Prinadleßnost~ zadaqi SP-2 klassu NP oqevidna. Dokaßem NP-polnotu zadaqi dlØ sluqaØ, kogda maksimal~noe qislo v uslovii zadaqi ograniqeno sverhu veliqinoæ 3qn.

Rassmotrim variant zadaqi o vypolnimosti bulevyh formul v kon¨¸nktivnoæ normal~noæ forme so sledu¸wimi ograniqeniØmi na bulevu formulu: kaßdaØ fflementarnaØ diz¨¸nkciØ soderßit ne bolee treh literalov, kaßdaØ peremennaØ vhodit v ne bolee qem tri fflementarnyh diz¨¸nkcii, priqem kaßdaØ peremennaØ vstreqaetsØ rovno odin raz v poloßitel~noæ forme i odin ili dva raza s otricaniem. Svedem fftu zadaqu k zadaqe SP-2.

Postroim sistemu par q-udalennyh predstaviteleæ. Poloßim

r_i = 3q(i − 1), r0_i = 3q(i − 1) + q, r_i = 3q(i − 1) + 1, r0_i = 3q(i − 1) + q + 1

dlØ i = 1, 2, . . ., n. Naxa sistema sostoit iz dvuh qasteæ. PervaØ qast~ soderßit pary (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . , (M_n, N_n), gde M_i = {r_i, r0_i}, N_i = {r0_i, r_i}. Pust~ C = C1 ∧C2 ∧· · ·∧C_m, gde C1, C2, . . ., C_m – fflementarnye diz¨¸nkcii. VtoraØ qast~ sistemy par vyglØdit sledu¸wim obrazom:(M 0_1, S), (M 0_2, S), . . . , (M 0_m, S), gde S =

{3qn}, a mnoßestva M 0_1, M 0_2, . . . , M 0_m stroØtsØ s pomow~¸ prosmo-

tra fflementarnyh diz¨¸nkciæ C. Mnoßestvo M 0_j stroitsØ po diz¨¸nkcii C_j dlØ j = 1, 2, . . ., m. Esli fflementarnaØ diz¨¸nk-

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 13 ciØ soderßit x_i, to k mnoßestvu dobavlØetsØ r0_i. Esli ße fflementarnaØ diz¨¸nkciØ soderßit x_i, to k mnoßestvu dobavlØetsØ r_i dlØ pervogo vhoßdeniØ literala x_i v C i r0_i dlØ vtorogo literala

x_i. �ta operaciØ vypolnØetsØ dlØ vseh literalov v fflementar-

noæ diz¨¸nkcii. Otmetim, qto soglasno opredeleni¸ r_i, r0_i, r_i, r0_i, vse qisla, vkl¸qaemye v mnoßestvo, razliqny.

Obwee qislo par ravnØetsØ n + m i vse mnoßestva ØvlØ¸tsØ podmnoßestvami {0, 1, . . ., 3qn}. Iz fftogo sleduet, qto opisannoe postroenie moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ polinomial~- nogo algoritma. Zametim takße, qto maksimal~noe qislo v mnoßestvah ne prevoshodit 3qn ≤ 3q(n + m).

Dokaßem, qto formula C vypolnima togda i tol~ko togda, kogda moßno vybrat~ sistemu par q-udalennyh predstaviteleæ iz postroennogo nabora par.

Predpoloßim, qto C ØvlØetsØ vypolnimoæ, i z_1, z_2, . . . , z_n – znaqeniØ peremennyh x_1, x_2, . . . , x_n, dlØ kotoryh C = true. Esli

z_i = true, to vyberem iz mnoßestva M_i qislo r0_i, a iz mnoßestva N_i – qislo r_i. Esli z_i = false, to iz M_i vybiraetsØ r_i, a iz N_i – r0_i

pri vseh i = 1, 2, . . ., n. ˚sno, qto |r_i − r0_i| ≥ q i |r_i − r0_i| ≥ q. Krome togo, iz {r_i, r0_i, r_i, r0_i} ∩ {r_j, r0_j, r_j, r0_j} = ∅ dlØ i ≠ j sleduet, qto vse vybrannye qisla razliqny. Tak kak C = true, to kaßdaØ fflementarnaØ diz¨¸nkciØ C soderßit literal so znaqeniem true. Vyberem v kaßdoæ fflementarnoæ diz¨¸nkcii C_j takoæ literal u i, sootvetstvenno, vyberem iz pary mnoßestv (M 0_j , S) paru qisel

(t, 3qn), gde t – qislo vkl¸qennoe v M 0_j pri prosmotre literala

u. Oqevidno, qto |t − 3qn| ≥ q. Netrudno videt~, qto vse qisla, vybrannye iz mnoßestv M 0_1, M 0_2, . . . , M 0_m, otliqa¸tsØ ot qisel, uße vybrannyh iz par (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . , (M_n, N_n) i ot qisla 3qn. Pust~ s i t – dva vybrannyh qisla. Predpoloßim, qto s sootvetstvuet literalu, postroennomu nad x_i, a t – literalu nad

x_j. Esli i ≠ j, to iz opredeleniØ qisel r_i, r0_i, r_i, r0_i, r_j, r0_j, r_j, r0_j sle-

duet, qto s ≠ t. Esli i = j, to rassmatrivaemye literaly ravny

x_i. Takim obrazom, s i t sut~ qisla r_i, r0_i i s ≠ t. Takim obrazom,

sistema par q-udalennyh predstaviteleæ poluqena.

Predpoloßim teper~, qto iz nabora par (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . ,

(M_n, N_n), (M 0_1, S), (M 0_2, S), . . . , (M 0_m, S) vybrana sistema par q-

udalennyh predstaviteleæ. Rassmotrim pary (M_i, N_i) pri i =

1, 2, . . ., n. Vozmoßny tol~ko dva sluqaØ: libo qislo r_i vybrano

iz M_i, a qislo r0_i – iz N_i, libo qislo r0_i vybrano iz M_i, a qislo

14 P. A. GOLOVAQ

r_i – iz N_i. V pervom sluqae poloßim x_i = false, a vo vtorom

– x_i = true. Zametim teper~, qto qisla, vybrannye iz mnoßestv M 0_{1, M} 0_{2, . . . , M} 0_m, sootvetstvu¸t literalam so znaqeniem_{true}. Poskol~ku kaßdaØ fflementarnaØ diz¨¸nkciØ C soderßit literal so znaqeniem true, to C vypolnena.

Teorema dokazana.

Takße kak i vyxe, otmetim NP-polnotu ograniqennoæ versii fftoæ zadaqi.

Sledstvie 2. Zadaqa SP-2 NP-polna v sluqae, esli dlØ ee pa-

rametrov vypolneno neravenstvo m ≤ 3qn, dlØ l¸bogo zadannogo q ≥ 2. My polagaem, qto vvedennye nami zadaqi o sisteme par qudalennyh predstaviteleæ predstavlØ¸t opredelennyæ interes sami po sebe. Po kraæneæ mere, okazalos~, qto ih udobno ispol~- zovat~ dlØ dokazatel~stva NP-polnoty zadaq o raskraskah. RØd takih zadaq rassmatrivaetsØ v sledu¸weæ qasti raboty.

3. Raskraski grafov

3.1. L(p, 1)-raskraska kaktusov.

My naqnem s dokazatel~stva NP-polnoty zadaqi o suwestvovanii L(p, 1)-raskraski predraskraxennyh kaktusov.

Teorema 3. Zadaqa suwestvovaniØ k-L(p1, p2, . . ., pr)-raskraski

predraskraxennyh grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(p, 1)- raskraski i grafov, ØvlØ¸wimisØ kaktusami, vse cikly kotoryh ime¸t dlinu, ne prevoshodØwu¸ treh, dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

Dokazatel~stvo. Prinadleßnost~ zadaqi klassu NP oqevid- na. Dokaßem, qto zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ pri k ≤ pl i g(u) ≤ pl dlØ u ∈ U , gde l – qislo verxin grafa. Rassmotrim ograniqennu¸ versi¸ zadaqi SP-1 s parametrom q = p i m ≤ 3qn. Kak bylo pokazano v predyduwem razdele, ffta zadaqa NP-polna. Svedem fftu zadaqu k zadaqe o suwestvovanii k-L(2, 1)-raskraski predraskraxennyh kaktusov.

Poloßim k = m+q+2 i postroim predraskraxennyæ kaktus G. Rassmotrim sistemu par mnoßestv (M_1, N_1), (M_2, N_2), ..., (M_n, N_n). DlØ kaßdogo j = 1, 2 . . . , n postroim graf G_j. Pust~ {x_1, x_2, . . . , x_r} = {0, 1, . . ., m} \ M_j , a {y_1, y_2, . . . , y_s} = {0, 1, . . ., m} \ N_j . Graf G_j stroitsØ tak, kak pokazano na Ris. 1. Zadadim predraskrasku g verxin fftogo grafa. Poloßim g(u_i) = x_i pri i = 1, 2, . . ., r,

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 15

g(v_i) = y_i pri i = 1, 2, . . ., s, g(u) = m + q + 1, g(v) = m + q + 2

i g(a) = m + q. Otmetim, qto neraskraxennymi ostalis~ tol~- ko verxiny b i c. Netrudno videt~, qto dlØ l¸boæ k-L(p, 1)- raskraski G_j verxina b moßet byt~ okraxena tol~ko cvetom iz

M_j , a c – tol~ko cvetom iz N_j . Krome togo, poskol~ku ffti verxi-

ny ØvlØ¸tsØ smeßnymi, to cveta dolßny razliqat~sØ ne menee qem na q. Nazovem verxinu a kornem grafa G_j. Postroim kaktus G iz grafov G_j pri j = 1, 2, . . ., n ob¨ediniv korni fftih grafov. Tak kak neraskraxennye verxiny razliqnyh G_j nahodØtsØ na rasstoØnii 2, to dlØ ih okraski neobhodimo ispol~zovat~ razliqnye cveta. Takim obrazom, k-L(p, 1)-raskraska predraskraxennogo kaktusa G suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda iz nabora par mnoßestv (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . , (M_n, N_n) moßno vybrat~ sistemu par q-udalennyh predstaviteleæ.

Ris. 1.

Qislo verxin grafa G ne prevoshodit 2n(m + 3) + 1, a maksimal~nyæ qislovoæ parametr raven m + q + 2. Poskol~ku m ≤ 3qn, to qislo verxin ne prevoshodit 6n(qn + 1) + 1, a maksimal~nyæ qislovoæ parametr – 3qn + q + 2. Iz fftogo vytekaet, qto postroenie G moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ polinomial~nogo algoritma. S drugoæ storony, graf G imeet ne menee 4n + 1 verxiny. Tak kak, maksimal~nyæ qislovoæ parametr raven m+q +2, to vypolneno neravenstvo: m+q +2 ≤ 3qn+q +2 ≤ p(4n+1). Takim

16 P. A. GOLOVAQ obrazom, ograniqeniØ na veliqiny qislovyh parametrov vypolneny.

Teorema dokazana.

Mnoßestvo kaktusov, dliny ciklov kotoryh ne prevoshodØt treh, sostavlØet podmnoßestvo razliqnyh klassov grafov. Pol~zuØs~ fftim poluqim rØd sledstviæ.

Poskol~ku kaktusy ØvlØ¸tsØ vnexneplanarnymi grafami, to my poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie 3.Zadaqa suwestvovaniØ k-L(p1, p2, . . . , pr)-raskraski

predraskraxennyh grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(p, 1)- raskraski i vnexneplanarnyh grafov dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

Graf nazyvaetsØ hordal~nym, esli on ne soderßit ciklov dliny bol~xeæ treh, v kaqestve poroßdennyh podgrafov. Rassmatrivaemye nami kaktusy ØvlØ¸tsØ hordal~nymi grafami, i my poluqaem oqerednoe sledstvie.

Sledstvie 4. Zadaqa suwestvovaniØ k-L(p1, p2, . . . , pr)-raskras-

ki predraskraxennyh grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(p, 1)-raskraski i hordal~nyh grafov dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

Napomnim opredelenie k-derev~ev. Ono ØvlØetsØ indukcionnym. Klika s k + 1 verxinami ØvlØetsØ k-derevom. k-derevo s n+1 verxinami moßet byt~ poluqeno iz k-dereva s n verxinami s pomow~¸ dobavleniØ novoæ verxiny i soedineniØ ee rebrami s verxinami nekotoroæ k-kliki. Podgrafy k-derev~ev nazyva¸t qastiqnymi k-derev~Ømi. Oqevidno, qto naxi kaktusy ØvlØ¸tsØ qastiqnymi 2-derev~Ømi, i my poluqaem zakl¸qitel~noe sledstvie.

Sledstvie 5. Zadaqa suwestvovaniØ k-L(p1, p2, . . . , pr)-raskras-

ki predraskraxennyh grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(p, 1)-raskraski i qastiqnyh k-derev~ev pri k ≥ 2 dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

Rassmotrim teper~ spisoqnye raskraski.

Teorema 4. Zadaqa suwestvovaniØ spisoqnoæ L(p1, p2, . . ., pr)-

raskraski grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(p, 1)-raskraski i grafov, ØvlØ¸wimisØ kaktusami, vse cikly kotoryh ime¸t dlinu ne prevoshodØwu¸ treh, dlØ l¸bogo p ≥ 2.

Dokazatel~stvo. Prinadleßnost~ zadaqi klassu NP oqevid- na. Dokaßem, qto zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ pri znaqenii maksimal~nogo qislovogo parametra, ne prevoshodØwego 2pl, gde l –

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 17 qislo verxin grafa. Rassmotrim ograniqennu¸ versi¸ zadaqi SP-1 s parametrom q = p i m ≤ 3qn. Svedem fftu zadaqu k zadaqe o suwestvovanii spisoqnoæ L(p, 1)-raskraski kaktusov.

Ris. 2.

Rassmotrim kaktus G, izobraßennyæ na Ris. 2. Zadadim spiski dopustimyh cvetov verxin sledu¸wim obrazom: S(u_i) = M_i,

S(v_i) = N_i, gde i = 1, 2, . . ., n, a S(w) = {m + q}.

Oqevidno, qto spisoqnaØ L(2, 1)-raskraska dannogo kaktusa suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda iz nabora par mnoßestv

(M_1, N_1), (M_2, N_2), . . ., (M_n, N_n) moßno vybrat~ sistemu par q-

udalennyh predstaviteleæ.

Qislo verxin grafa G sostavlØet 2n + 1, a maksimal~nyæ qislovoæ parametr raven m + q. Tak kak m ≤ 3qn, to iz fftogo srazu sleduet, qto opisannoe postroenie moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ polinomial~nogo algoritma. Poskol~ku maksimal~- nyæ qislovoæ parametr raven m + q, to vypolneno neravenstvo:

m + q ≤ 3qn + q ≤ 2p(2n + 1). Takim obrazom, ograniqeniØ na

veliqiny qislovyh parametrov vypolneny.

Teorema dokazana.

Otmetim, qto dlØ derev~ev zadaqa o suwestvovaniØ spisoqnoæ L(p, 1)-raskraski polinomial~no razrexima dlØ l¸byh zadannyh spiskov dopustimyh cvetov. DlØ ee rexeniØ moßno ispol~zovat~ algoritmy, predloßennye v [4, 5], s neznaqitel~nymi modifikaciØmi.

Legko videt~, qto iz dannoæ teoremy vyteka¸t sledstviØ, analogiqnye sledstviØm iz teoremy 3.

Sledstvie 6. Zadaqa suwestvovaniØ spisoqnoæ L(p1, p2, . . ., pr)-

raskraski grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(p, 1)-raskraski i vnexneplanarnyh grafov dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

Sledstvie 7. Zadaqa suwestvovaniØ spisoqnoæ L(p1, p2, . . ., pr)-

raskraski grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(2, 1)-raskraski

18 P. A. GOLOVAQ i hordal~nyh grafov dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

Sledstvie 8. Zadaqa suwestvovaniØ spisoqnoæ L(p1, p2, . . ., pr)-

raskraski grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ L(2, 1)-raskraski i qastiqnyh k-derev~ev pri k ≥ 2 dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

3.2. L(p, 1, 1, . . ., 1)-raskraska derev~ev.

V fftoæ qasti raboty budet pokazano, qto zadaqa o suwestvovanii L(p, 1, 1, . . ., 1)-raskraski predraskraxennyh derev~ev i zadaqa o suwestvovanii spisoqnoæ L(p, 1, 1, . . ., 1)-raskraski derev~ev NP-polny. My naqnem s zadaqi o raskraske predraskraxennyh derev~ev.

Teorema 5. Zadaqa suwestvovaniØ k-L(p1, p2, . . ., pr)-raskraski

predraskraxennyh grafov NP-polna v sil~nom smysle pri l¸bom zadannom p_1 ≥ 2 i p_2 = p_3 = · · · = p_r = 1 dlØ derev~ev pri l¸bom zadannom r ≥ 3.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim otdel~no sluqaæ r = 3. Dokaßem, qto zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ pri k ≤ p_1l i g(u) ≤ p_1l dlØ

u ∈ U , gde l – qislo verxin dereva.

Rassmotrim ograniqennu¸ versi¸ zadaqi SP-2 s parametrom

q = p_1 i m ≤ 3qn. Svedem fftu zadaqu k zadaqe o suwestvovanii

k-L(p_1, 1, 1)-raskraski predraskraxennyh derev~ev.

Poloßim k = m+2q+1 i postroim predraskraxennoe derevo T . Rassmotrim sistemu par mnoßestv (M_1, N_1), (M_2, N_2), ..., (M_n, N_n). DlØ kaßdogo j = 1, 2, . . ., n postroim derevo T_j . Pust~ {x_1, x_2, . . . , x_r} = {0, 1, . . ., m} \ M_j, a {y_1, y_2, . . . , y_s} = {0, 1, . . ., m} \ N_j. Derevo T_j stroitsØ tak, kak pokazano na Ris. 3. Zadadim predraskrasku

g verxin fftogo dereva. Poloßim g(u_i) = x_i pri i = 1, 2, . . ., r,

g(v_i) = y_i pri i = 1, 2, . . ., s, g(w_1) = g(z_1) = m+q+1, g(w_2) = g(z_2) = m + 2q + 1, g(d) = m + 1 i g(a) = m + q. Nazovem verxinu a kornem

dereva T_j . Postroim derevo T iz derev~ev T_j pri j = 1, 2, . . ., n, ob¨ediniv korni fftih derev~ev.

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 19

Ris. 3.

V kaßdom dereve T_j neraskraxennymi ØvlØ¸tsØ tol~ko verxiny b i c. Poskol~ku verxina b smeßna verxinam a i w_2, ime- ¸wim cveta m+q i m+2q +1, a takße nahoditsØ na rasstoØnii 2 ot verxiny w_1, ime¸weæ cvet m + q + 1, to okraxena ffta verxina moßet byt~ tol~ko v odin iz cvetov 0, 1, . . ., m. Analogiqno, verxina c, smeßnaØ verxine z_1, okraxennoæ v cvet m + q + 1, nahodØwaØsØ na rasstoØnii 2 ot verxin a i z_2, okraxennyh v cveta m + q i m + 2q + 1, i nahodØwaØsØ na rasstoØnii 3 ot verxiny d cveta m + 1, takße moßet byt~ okraxena tol~ko v odin iz cvetov 0, 1, . . ., m. Krome togo, cvet verxiny b dolßen otliqat~sØ ot cvetov verxin u_1, u_2, . . . , u_r. Sledovatel~no, ona moßet byt~ okraxena tol~ko v cvet iz M_j . Sootvetstvenno, verxina c ne moßet imet~ cvet, sovpada¸wiæ s cvetom verxin v_1, v_2, . . . , v_s i, sledovatel~no, moßet poluqit~ cvet tol~ko iz mnoßestva N_j . Tak kak verxiny b i c ØvlØ¸tsØ smeßnymi, to nomera ih cvetov dolßny razliqat~sØ ne menee, qem na q. Verxiny b v razliqnyh derev~Øh T_j ne mogut imet~ odin cvet, tak kak vse oni nahodØtsØ na rasstoØnii 2 drug ot druga v dereve T . Verxina b iz odnogo dereva T_j i verxina c iz drugogo nahodØtsØ na rasstoØnii 3 i, takim obrazom, dolßny byt~ okraxeny v raznye cveta. Oqevidno, qto l¸baØ raskraska udovletvorØ¸waØ vsem fftim usloviØm, budet ØvlØtsØ k-L(p_1, 1, 1)-raskraskoæ predraskraxennogo dereva T . Iz fftih zameqaniæ nemedlenno sleduet, qto l¸baØ sistema par q udalennyh predstaviteleæ poroßdaet raskrasku osta-

20 P. A. GOLOVAQ xihsØ neraskraxennymi verxin dereva, a l¸baØ raskraska T poroßdaet sistemu par q udalennyh predstaviteleæ.

Qislo verxin dereva T ne prevoshodit n(2m+11)+1, a maksimal~nyæ qislovoæ parametr raven m+2q +1. Poskol~ku m ≤ 3qn, to qislo verxin ne prevoshodit n(6qn + 11) + 1, a maksimal~- nyæ qislovoæ parametr – 3qn + 2q + 1. Iz fftogo vytekaet, qto postroenie T moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ polinomial~nogo algoritma. S drugoæ storony, derevo T imeet ne menee

7n+1 verxiny. Tak kak, maksimal~nyæ qislovoæ parametr raven m + 2q + 1, to vypolneno neravenstvo: m + 2q + 1 ≤ 3qn + 2q + 1 ≤ q(7n + 1) = p_1(7n + 1). Takim obrazom, ograniqeniØ na veliqiny

qislovyh parametrov vypolneny.

Ris. 4.

Rassmotrim teper~ sluqaæ r ≥ 4. RassußdeniØ v fftom sluqae analogiqny rassußdeniØm v sluqae r = 3, no postroenie bolee gromozdko. Dokaßem, qto zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ pri k ≤ 2λ i g(u) ≤ 2λ dlØ u ∈ U , gde λ – qislo verxin dereva.

Rassmotrim ograniqennu¸ versi¸ zadaqi SP-1 s parametrom

q = p_1 i m ≤ 3qn. Svedem fftu zadaqu k zadaqe o suwestvovanii

k-L(p_1, 1, 1, . . ., 1)-raskraski predraskraxennyh derev~ev.

Poloßim k = m + (rn − n + 1)q + 1 i postroim predraskraxennoe derevo T . Rassmotrim sistemu par mnoßestv

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 21

(M_1, N_1), (M_2, N_2), . . ., (M_n, N_n). DlØ kaßdogo j = 1, 2, . . ., n po-

stroim derevo T_j. Pust~ {x_1, x_2, . . . , x_h} = {0, 1, . . ., m} \ M_j , {y1, y2, . . . , y_s} = {0, 1, . . ., m}\N_j, a l = (r−1)nq+1. Derevo T_j stro- itsØ tak, kak pokazano na Ris. 4. Zadadim predraskrasku g verxin fftogo dereva. Poloßim g(u_i) = x_i pri i = 1, 2, . . ., h, g(v_i) = y_i pri i = 1, 2, . . ., s, g(d_i) = g(e_i) = m + i + 1 pri i = 1, 2, . . ., q − 2 (esli q = 2, to verxiny d_i i e_i otsutstvu¸t), g(w_i) = g(z_i) =

m+(r−1)(j−1)q+(i+1)q+1 pri i = 1, 2, . . ., r−1, g(c_1) = g(c_2) = m+1

i g(a) = m+q. DlØ okraski verxin q_1, q_2, . . . , q_l ispol~zu¸tsØ cveta iz mnoßestva {m+q+1, m+q+2, . . ., m+(r−1)nq+q+1}, kotorye ne byli ispol~zovany pri okraske verxin w_1, w_2, . . . , w_r�_1. Poloßim g(t_i) = g(q_i) dlØ i = 1, 2, . . ., l. Nazovem verxinu a kornem dereva T_j . Postroim derevo T iz derev~ev T_j pri j = 1, 2, . . ., n, ob¨ediniv korni fftih derev~ev.

Analogiqno sluqa¸ r = 3 sleduet zametit~, qto v kaßdom iz derev~ev T_j neraskraxeny tol~ko dve verxiny b_1 i b_2. Netrudno videt~, qto raskraska verxin w_1, w_2, . . . , w_r�_1, d_1, d_2, . . . , d_q�_2,

q_1, q_2, . . . , q_l i c_1 vybrana tak, qto verxina b_1 moßet byt~ okraxe-

na tol~ko v odin iz cvetov 0, 1, . . ., m. Krome togo, ffta raskraska ne prepØtstvuet tomu, qto verxina b_2, a takße verxiny b_1,

b_2 iz drugih derev~ev T_j okraxiva¸tsØ v cveta iz mnoßestva {0, 1, . . ., m}. Sootvetstvenno, raskraska verxin z_1, z_2, . . . , z_r�_1, e_1, e_2, . . . , e_q�_2, t_1, t_2, . . . , t_l i c_2 vybrana tak, qto verxina b_2 mo-

ßet byt~ okraxena tol~ko v odin iz cvetov 0, 1, . . ., m. �ta raskraska takße ne nakladyvaet novyh ograniqeniæ na cveta drugih neraskraxennyh verxin. UqityvaØ cveta verxin u_1, u_2, . . ., u_h i

v_1, v_2, . . . , v_s (otmetim, qto vse ostal~nye raskraxennye verxiny,

krome a, vvodØtsØ dlØ togo, qtoby “otodvinut~” ffti verxiny na nußnoe rasstoØnie) poluqaem, qto verxiny b_1 i b_2 mogut byt~ okraxeny tol~ko cvetami iz mnoßestv M_j i N_j sootvetstvenno. Tak kak oni smeßny, to cveta ispol~zuemye pri ih raskraske dolßny razliqat~sØ po kraæneæ mere na q. Krome togo, poskol~- ku vse ffti verxiny v dereve T nahodØtsØ na rasstoØnii ne prevoshodØwem 4 drug ot druga, to vse oni dolßny byt~ okraxeny v raznye cveta. Ots¸da sleduet, qto l¸baØ k-L(p_1, 1, 1, . . . , 1)- raskraska predraskraxennogo dereva T nemedlenno poroßdaet sistemu q-udalennyh predstaviteleæ. Takße legko videt~, qto l¸boæ sisteme q-udalennyh predstaviteleæ sootvetstvuet dopustimaØ raskraska T .

22 P. A. GOLOVAQ

Qislo verxin dereva T ne prevoshodit 2n((m + 1) + (q − 2) +

r + (l + 1)) + 1 = 2n((r − 1)nq + m + q + r + 1) + 1, a maksimal~-

nyæ qislovoæ parametr raven k = m + (rn − n + 1)q + 1. Tak kak

m ≤ 3qn, to postroenie T moßet byt~ vypolneno algoritmom

s polinomal~noæ sloßnost~¸. Ostalos~ proverit~ vypolnenie ograniqeniæ na qislovye parametry. Qislo verxin dereva T ne menee 2n((q − 2) + r + (l + 1)) + 1 = 2n((r − 1)nq + q + r) + 1. Poluqaem, qto dlØ maksimal~nogo znaqeniØ qislovogo parametra vypolneno neravenstvo: m + (rn − n + 1)q + 1 ≤ 3qn + (rn − n + 1)q + 1 ≤

2(2n((r − 1)nq + q + r) + 1), t.e. ono ne prevoshodit udvoennogo

qisla verxin dereva.

Teorema dokazana.

Rassmotrim teper~ zadaqu o spisoqnoæ raskraske. Teorema 6. Zadaqa suwestvovaniØ spisoqnoæ L(p1, p2, . . ., pr)-

raskraski grafov NP-polna v sil~nom smysle pri l¸bom zadannom p_1 ≥ 2 i p_2 = p_3 = · · · = p_r = 1 dlØ derev~ev s diametrom, ne prevoshodØwim qetyreh, dlØ l¸bogo zadannogo r ≥ 3.

Ris. 5.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim otdel~no sluqaæ r = 3. Rassmotrim ograniqennu¸ versi¸ zadaqi SP-2 s parametrom q = p_1 i

m ≤ 3qn. Svedem fftu zadaqu k ograniqennoæ versii zadaqi o

suwestvovanii spisoqnoæ L(p_1, 1, 1, . . ., 1)-raskraski derev~ev, v kotoroæ maksimal~naØ veliqina qislovogo parametra ne prevoshodit 2p_1l, gde l – qislo verxin dereva.

Rassmotrim derevo T , izobraßennoe na Ris. 5. Zadadim spiski dopustimyh cvetov verxin sledu¸wim obrazom: S(u_i) = M_i,

S(v_i) = N_i, gde i = 1, 2, . . ., n, a S(w) = {m + q}.

Oqevidno, qto spisoqnaØ L(p_1, 1, 1, . . ., 1)-raskraska fftogo dereva suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda iz nabora par mno-

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 23 ßestv (M_1, N_1), (M_2, N_2), . . . , (M_n, N_n) moßno vybrat~ sistemu par q-udalennyh predstaviteleæ.

U dereva T 2n + 1 verxina, a maksimal~nyæ qislovoæ parametr raven m + q. Tak kak m ≤ 3qn, to iz fftogo srazu sleduet, qto opisannoe postroenie moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ polinomial~nogo algoritma. Poskol~ku maksimal~nyæ qislovoæ parametr raven m+q, to vypolneno neravenstvo: m+q ≤ 3qn+q ≤

2q(2n + 1). Takim obrazom, ograniqenie na veliqiny qislovyh

parametrov vypolneny.

Dokazatel~stvo v sluqae r ≥ 4 soverxenno analogiqno dokazatel~stvu dlØ r = 3. Edinstvennoe otliqie sostoit v tom, qto sleduet ispol~zovat~ zadaqu SP-1, a ne zadaqu SP-2.

Teorema dokazana.

3.3 SpisoqnaØ radioraskraska puteæ.

V zakl¸qitel~noæ qasti raboty budet dokazana NP-polnota zadaqi o suwestvovanii spisoqnoæ radioraskraski.

Zametim srazu, qto dlØ derev~ev s diametrom, ne prevoshodØwim qetyreh, spisoqnaØ L(p_1, p_2, . . . , p_r)-raskraska pri p_1 ≥ 2,

p_2 = p_3 = · · · = p_r = 1 dlØ r ≥ 4 ØvlØetsØ spisoqnoæ p_1-

radioraskraskoæ. Pofftomu iz teoremy 6 srazu vytekaet sledu- ¸wee utverßdenie.

Teorema 7. Zadaqa o suwestvovanii spisoqnoæ L(p)-radioras-

kraski grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ derev~ev s diametrom, ne prevoshodØwim qetyreh, dlØ l¸bogo zadannogo p ≥ 2.

Dokaßem, qto zadaqa ØvlØetsØ NP-polnoæ daße dlØ puteæ. Teorema 8. Zadaqa o suwestvovanii spisoqnoæ L(p)-radioras-

kraski grafov NP-polna v sil~nom smysle dlØ puteæ pri l¸bom zadannom p ≥ 2.^1

Dokazatel~stvo. Pokaßem, kak zadaqa o suwestvovanii sistemy par q-udalennyh predstaviteleæ svoditsØ k dannoæ.

Rassmotrim ograniqennu¸ versi¸ zadaqi SP-1 s parametrom

q = p i m ≤ 3qn. Svedem fftu zadaqu k zadaqe o suwestvova-

nii spisoqnoæ L(p)-radioraskraski puteæ takoæ, qto znaqenie maksimal~nogo qislovogo parametra ne prevoshodit 2pl, gde l – qislo verxin puti.

Rassmotrim put~ P s verxinami u_1, v_1, w_1, u_2, v_2, w_2, . . ., u_n�_1,

v_n�_1, w_n�_1, u_n, v_n (verxiny ukazany v tom porØdke, v kakom oni

1Na dannyæ rezul~tat avtoru bylo ukazano G.Vœgingerom (G.Woeginger)

24 P. A. GOLOVAQ sledu¸t v P ). Zadadim spiski dopustimyh cvetov verxin sledu¸wim obrazom: S(u_i) = M_i, S(v_i) = N_i, gde i = 1, 2, . . ., n, a S(w_i) = {m + q} pri i = 1, 2, . . ., n − 1. Legko videt~, qto dannyæ put~ imeet 3n − 1 verxinu, a maksimal~nyæ qislovoæ parametr ne prevoshodit m. OstaetsØ zametit~, qto m ≤ 3qn. ˚sno, qto takoe postroenie moßet byt~ vypolneno s pomow~¸ polinomial~nogo algoritma, i trebuemoe ograniqenie na veliqinu maksimal~nogo qislovogo parametra vypolneno.

Teorema dokazana.

V zakl¸qenie avtor hotel by vyrazit~ blagodarnost~ G. Vegingeru i F. V. Fominu za pomow~ v rabote nad dannoæ stat~eæ.

Literatura

1. M. Gffri, D. Dßonson, — Vyqislitel~nye maxiny i trudnorexaemye zadaqi. M., Mir (1982).

2. R. Battiti, A. A. Bertossi and M. A. Bonuccelli, — Assigning codes in wireless network: Bounds and scaling properties. Wireless Networks 5, 3, (1999), pp. 195- 209.

3. H. L. Bodlaender, T. Kloks, R. B. Tan and J. Leeuwen, Approximation for λcoloring of Graphs. — LNCS, 1770, (2000), 395–409.

4. G. J. Chang and D. Kuo, The L(2, 1)-labeling problem on graphs. — SIAM J. Disk.

Math., 9 (1996), 309–316.

5. J. Fiala, J. Kratochvil and A. Proskurowski, Distance constrained labeling of precoloring trees. — ICTCS (2001), 285–292.

6. J. Fiala, T. Kloks and J. Kratochvil, Fixed-parameter complexity of λ-coloring. — In: Graph Theoretic Concepts in Computer Science, WG’99, LNCS 1665 (1999), 350–363.

7. D. Fotakis, G. Pantziou, G. Pentaris and P. Spirakis, Frequency assignment in mobile and radio networks. — In: Networks in distributed computing, DIMACS workshop, Ser. Discrete Math. Theor. Comput. Sci. 45 (1997), 73–90.

8. J. P. Georges and D. W. Mauro, On the size of gtaphs labeled with a condition at distance two. — J. Graph Theory, 22 (1996), 47–57.

9. J. R. Griggs and R. K. Yeh, Labelling graphs with a condition at distance 2. — SIAM J. Disk. Math., 5 (1992), 586–595.

10. R. A. Murphey, P. M. Pardalos and M. G. Resende, — Frequency assignment problems. AT&T Labs Research Technical Report: 98.16.1.

11. D. D.-F. Liu and R. K. Yeh, On distance two labelling of graphs. — ARS Combinatorica, 47 (1997), 13–22.

SISTEMY PAR q–UDALENNYH PREDSTAVITELE` 25 Golovach P. A. Systems of pair of q-distant representatives and graph colorings.

NP-completeness of a number of graph coloring problems connected with the frequency assignment problem is proved. For this purpose we introduce problems concerning systems of pairs of q-distant representatives (related to the well known problem about the system of distinct representatives, but being NP-complete for q ≥ 2), which turned out to be convenient for proving NP-completeness of various graph coloring problems.

Postupilo 12 dekabrØ 2002 g. Gosudarstvennyæ universitet kafedra prikladnoæ matematiki Syktyvkar

E-mail: golovach@ssu.komi.com