Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 293, 2002 g.

A. S. Kulikov

VERHN˚˚ OCENKA O(2^{0.16254}n) DL˚ X3SAT: BOLEE PROSTOE DOKAZATEL^STVO

1. Vvedenie

Zadaqa X3SAT i nax rezul~tat. Zadaqa toqnoæ 3-vypolnimosti (X3SAT) zakl¸qaetsØ v nahoßdenii dlØ zadannoæ formuly v kon¨¸nktivnoæ normal~noæ forme (KNF), kaßdyæ kloz kotoroæ soderßit ne bolee treh literalov, polnogo nabora istinnostnyh znaqeniæ (t.e. nabora, v kotorom kaßdoæ peremennoæ prisvoeno nekotoroe znaqenie), vypolnØ¸wego rovno po odnomu literalu v kaßdom kloze. Oqevidno, qto zadaqa X3SAT ØvlØetsØ qastnym sluqaem sistemy lineænyh uravneniæ v 0/1-peremennyh. Horoxo izvestno, qto X3SAT – NP-polna [6].

Nailuqximi izvestnymi verhnimi ocenkami dlØ XSAT (bolee obweæ problemy – bez ograniqeniØ na dlinu kloza) i X3SAT ØvlØ¸tsØ poly (|F |) · 2^{0.244499n} [3] i O(2^{0.186916n}) [4], sootvetstvenno (poly (|F |) – polinom ot dliny vhodnoæ formuly). Otmetim, qto, v otliqie ot 3SAT, rexaØ zadaqu X3SAT, my ne moßem udalØt~ ne tol~ko “qistye” literaly, no daße i peremennye, vhodØwie v formulu rovno odin raz. Naxe novoe pravilo preobrazovaniØ udalØet klozy, soderßawie dve takie peremennye.

My ocenivaem vremØ raboty naxego algoritma, ocenivaØ koliqestvo list~ev v dereve rekursii. Budet pokazano, qto v naihudxem sluqae koliqestvo list~ev est~ rexenie neravenstva T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4), to est~ O(1.119253^n) = O(2^{0.162536n}) = O(2^{n/6.152492}).

Struktura naxego algoritma (a takße stat~i). Nax algoritm ØvlØetsØ tipiqnym algoritmom, ispol~zu¸wim rasweplenie. Imenno, on ispol~zuet proceduru, svodØwu¸ zadaqu dlØ formuly F k zadaqe dlØ dvuh formul s men~xim koliqestvom peremennyh. Bolee toqno, nax algoritm stroit derevo pri pomowi

Pri qastiqnoæ podderßke granta No. 1 6-go konkursa-ffkspertizy nauqnyh proektov molodyh uqenyh RAN (1999). 118

VERHN˚˚ OCENKA O(2^{0.16254n}) DL˚ X3SAT 119 svedeniØ toqnoæ vypolnimosti formuly F k toqnoæ vypolnimosti formul F [l] i F [l], gde l – literal, vhodØwiæ v formulu F (vse neobhodimye opredeleniØ dany v razd. 2). Posle fftogo on uprowaet kaßdu¸ iz formul F [l] i F [l] pri pomowi pravil preobrazovaniØ, primenenie kotoryh ne vliØet na toqnu¸ vypolnimost~ formul. ˚sno, qto vremØ raboty algoritma s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ ravno koliqestvu list~ev v dereve rekursii. Po suwestvu, ostaetsØ privesti spisok pravil preobrazovaniØ (sm. razd. 3), opisat~ ffvristiku vybora l i dokazat~, qto rekurrentnye neravenstva na koliqestvo list~ev ime¸t neobhodimye rexeniØ (sm. razd. 4).

Predyduwie rezul~taty. Naxa ocenka O(2^{0.162536n}) uluqxaet ocenku O(2^{0.186916n}) Porxena, Randerata i Xpekenmeæera [4]. Posle togo, kak predvaritel~naØ versiØ [1] nastoØweæ stat~i byla opublikovana, avtoram stalo izvestno, qto Porxen, Randerat i Xpekenmeæer nezavisimo uluqxili svoæ rezul~tat (sm. [5]), poluqiv tu ße ocenku O(2^{0.162536n}). Nax algoritm nemnogo otliqaetsØ ot algoritma Porxena i dr. (hotØ oba algoritma osnovany na odnoæ idee, poØvivixeæsØ v [4]), no dokazatel~stva korrektnosti i vremeni raboty v naxeæ stat~e poluqilis~ zametno koroqe. Bolee toqno, oba algoritma ispol~zu¸t ide¸ stat~i [4], qto esli formula ne soderßit kloza, sostoØwego iz peremennoæ x, vhodØweæ v formulu hotØ by tri raza, i dvuh peremennyh y, z, kaßdaØ iz kotoryh vhodit v formulu ne menee dvuh raz, to toqnaØ vypolnimost~ fftoæ formuly moßet byt~ proverena za polinomial~noe vremØ. Vo vseh upomØnutyh stat~Øh (ravno kak i v nastoØweæ stat~e) takoæ kloz ispol~zuetsØ dlØ raswepleniØ. Odnako, algoritm Porxena i dr. rasweplØet lix~ po peremennoæ x, a nax algoritm proizvodit raswepleniØ takße i po drugim peremennym (sm. xag 6 naxego algoritma). �to razliqie pozvolØet nam sokratit~ analiz algoritma.

2. Osnovnye opredeleniØ

Pust~ V – mnoßestvo bulevyh peremennyh. Otricanie peremennoæ v oboznaqaetsØ v. Literal est~ peremennaØ ili ee otricanie. Esli l oboznaqaet peremennu¸ v, to l oboznaqaet peremennu¸ v. My nazyvaem dva literala l_1 i l_2 rodstvennymi i pixem l_1 ∼ l_2, esli l_1 i l_2 sootvetstvu¸t odnoæ i toæ ße peremennoæ (Øsno, qto dlØ kaßdogo literala l ∼ l). Peremennu¸

120 A. S. KULIKOV i sootvetstvu¸wiæ eæ literal my nazyvaem unikal~nymi, esli ffta peremennaØ vhodit v formulu rovno odin raz. V dopolnenie k obyqnym literalam my dopuskaem special~nyæ istinnyæ literal T , kotoryæ vsegda imeet znaqenie True i ne sootvetstvuet nikakoæ peremennoæ. (My takße nazyvaem ego T -literalom i ne oboznaqaem ego pri pomowi drugih simvolov.) V dannoæ stat~e my dopuskaem, qto kloz moßet soderßat~ T -literal. My nazyvaem k-klozom kloz, sostoØwiæ rovno iz k literalov. Formula v KNF (ili prosto formula) – ffto koneqnoe mnoßestvo klozov; dlina formuly – summarnoe koliqestvo soderßawihsØ v neæ literalov.

DlØ literala l i formuly F qerez F [l] my oboznaqaem formulu, poluqennu¸ iz formuly F prisvaivaniem znaqeniØ True literalu l, t.e. udaleniem vseh vhoßdeniæ l i zamenoæ vseh vhoßdeniæ l na T -literal. DlØ dvuh literalov l_1 i l_2, sootvetstvu- ¸wih razliqnym peremennym, formula F [l_1 = l_2] poluqaetsØ zamenoæ vseh vhoßdeniæ l_1 na l_2 i vseh vhoßdeniæ l_1 na l_2. Otmetim, qto F [l_1 = l_2] soderßit men~xee koliqestvo peremennyh, qem F .

3. Pravila preobrazovaniØ

Korrektnoe pravilo preobrazovaniØ zamenØet formulu F na bolee prostu¸ formulu F 0, taku¸ qto F ∈ X3SAT ⇔ F 0 ∈ X3SAT. Niße my privodim spisok ispol~zuemyh v naxem algoritme pravil preobrazovaniØ. Kaßdoe pravilo vypolnimo za polinomial~noe vremØ i ne uveliqivaet ni koliqestvo peremennyh, ni koliqestvo klozov formuly. Bolee togo, kaßdoe pravilo preobrazovaniØ umen~xaet dlinu formuly. Vse pravila, za iskl¸- qeniem pravila 4, vzØty iz stat~i [5].

DlØ kaßdogo pravila preobrazovaniØ my predpolagaem, qto ono primenØetsØ k formulam, k kotorym vse predyduwie pravila ne primenimy, t.e. pered primeneniem l¸bogo iz pravil preobrazovaniØ nax algoritm primenØet pravila s men~ximi nomerami, poka hotØ by odno iz nih primenimo.

Pravilo 0: kloz, soderßawiæ T -literal. Predpoloßim, qto

F soderßit kloz C, soderßawiæ hotØ by odin T -literal. My razliqaem sledu¸wie sluqai:

1. Esli C = (T ), to pravilo 0 zamenØet F na F − {C}. 2. Esli C = (T v), to pravilo 0 zamenØet F na F [v].

VERHN˚˚ OCENKA O(2^{0.16254n}) DL˚ X3SAT 121 3. Esli C = (T vu), gde v ≁ u, to pravilo 0 zamenØet F na F [v, u]. 4. Esli C = (T vv), to pravilo 0 zamenØet F na F [v]. 5. Esli C = (T vv), to pravilo 0 zamenØet F na pustoæ kloz (ffto oznaqaet, qto F ne ØvlØetsØ toqno vypolnimoæ).

6. Esli C raven odnomu iz sledu¸wih klozov: (T T ), (T T T ), (T T v), to pravilo 0 zamenØet F na pustoæ kloz.

Pravilo 1: kloz, soderßawiæ rodstvennye literaly. Predpoloßim, qto F soderßit kloz C, soderßawiæ rodstvennye literaly. My razliqaem sledu¸wie sluqai:

1. Esli C raven odnomu iz sledu¸wih klozov: (xx), (xxx), to pravilo 1 zamenØet F na pustoæ kloz.

2. Esli C = (xx), to pravilo 1 zamenØet F na F − {C}. 3. Esli C = (xxx), to pravilo 1 zamenØet F na F [x]. 4. Esli C = (xxy), gde x ≁ y, to pravilo 1 zamenØet F na F [x, y]. 5. Esli C = (xxy), gde x ≁ y, to pravilo 1 zamenØet F na F [y].

Pravilo 2: udalenie ediniqnyh klozov. Pravilo 2 udalØet 1-klozy, t.e. ono zamenØet F na F [v], esli F soderßit kloz (v). Pravilo 3: udalenie binarnyh klozov. Pravilo 3 udalØet 2- klozy, t.e. ono zamenØet F na F [v = u], esli F soderßit kloz (vu). Pravilo 4: kloz, soderßawiæ dve unikal~nye peremennye. Pravilo 4 zamenØet F na F − {C}, esli C soderßit hotØ by dve unikal~nye peremennye.

Pravilo 5: svØzannye literaly. Predpoloßim, qto F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), a takße kloz C, soderßawiæ literaly, rodstvennye literalam x_1, x_2, x_3. My nazyvaem literaly a, x_1, x_2, x_3 svØzannymi, esli C raven odnomu iz klozov: (x_1x_2x_3), (x_1x_2x_3), (x_1x_2x_3). V takom sluqae pravilo 5 zamenØet F na F [a].

Pravilo 6: svØzannye klozy. My nazyvaem klozy C1 i C2 svØ-

zannymi, esli oni soderßat hotØ by dve obwie peremennye. My razliqaem sledu¸wie sluqai:

1. Esli C_1 = (xyz), C_2 = (xyt), to pravilo 6 zamenØet F na F [z = t].

2. Esli C_1 = (xyz), C_2 = (xyt), to pravilo 6 zamenØet F na F [y, t = x, z = x].

122 A. S. KULIKOV

3. Esli C_1 = (xyz), C_2 = (xyt), to pravilo 6 zamenØet F na F [z, t, x = y]. Pravilo 7: malaØ zamknutaØ podformula. Predpoloßim, qto F 0 – zamknutaØ podformula formuly_F . My legko moßem proverit~, ØvlØetsØ li F 0 toqno vypolnimoæ, esli F 0 soderßit, skaßem, ne bolee desØti peremennyh. ˚sno, qto F ∈ X3SAT ⇔ (F −F 0) ∈ X3SAT ∧ F 0 ∈ X3SAT. Pravilo 7 zamenØet F na (F −F 0), esli F 0 ØvlØetsØ toqno vypolnimoæ, i na pustoæ kloz v protivnom sluqae.

Pravilo 8: prostaØ formula. My nazyvaem formulu F pro-

stoæ, esli l¸boæ kloz C ∈ F , soderßawiæ peremennu¸, vhodØwu¸ v F hotØ by trißdy, soderßit takße unikal~nu¸ peremennu¸. Toqnu¸ vypolnimost~ takoæ formuly my moßem proverit~ za polinomial~noe vremØ (sm. [4]). Takim obrazom, pravilo 8 zamenØet prostu¸ formulu F na kloz (T ), esli F ØvlØetsØ toqno vypolnimoæ, i na pustoæ kloz v protivnom sluqae.

Lemma 1. Opisannye vyxe pravila preobrazovaniØ korrektny. Dokazatel~stvo. Korrektnost~ pravil 0–7 oqevidna. Korrektnost~ pravila 8 dokazana v [4]. �

4. Algoritm

V dannom razdele my predstavlØem algoritm, rexa¸wiæ zadaqu X3SAT za vremØ O(2^{n/6.15}), gde n – koliqestvo peremennyh vo vhodnoæ formule. My privodim algoritm, posle qego ocenivaem ego vremØ raboty i dokazyvaem ego korreknost~, ispol~zuØ neskol~ko lemm.

Algoritm X3SAT

Vhod: Formula F v 3-KNF.

Vyhod: Esli F ØvlØetsØ toqno vypolnimoæ, to True, inaqe False.

Metod

1. PrimenØt~ pravila 0–8 k F , poka hotØ by odno iz nih primenimo.

2. Esli F ne soderßit klozov, vydat~ True. 3. Esli F soderßit pustoæ kloz, vydat~ False.

VERHN˚˚ OCENKA O(2^{0.16254n}) DL˚ X3SAT 123 4. Esli F soderßit peremennu¸, vhodØwu¸ v formulu po kraæneæ mere qetyre raza, vydat~ (X3SAT(F [a]) ∨ X3SAT(F [a])), gde a – literal, sootvetstvu- ¸wiæ fftoæ peremennoæ.

5. Esli F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), vydat~ (X3SAT(F [a]) ∨ X3SAT(F [a])).

6. Esli F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), (x_3t_1t_2), (p_1p_2z), gde p_1 ∼ x_1, p_2 ∼ x_2, z ∼ x_3 ili z ∼ y_3, a takße vse literaly pervyh qetyreh klozov sootvetstvu¸t razliqnym peremennym, vydat~ (X3SAT(F [x_3]) ∨ X3SAT(F [x_3])).

7. Esli F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), vydat~ (X3SAT(F [a]) ∨ X3SAT(F [a])).

Posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ k F , algoritm X3SAT proizvodit dva rekursivnyh vyzova dlØ formul s men~- xim koliqestvom peremennyh (do teh por, poka F ne stanet trivial~noæ) na odnom iz xagov 4–7.

Zameqanie 1. ˚sno, qto obwee vremØ raboty algoritma skladyvaetsØ iz vremeni raboty oboih rekursivnyh vyzovov i vremeni, potraqennogo na ffti vyzovy. Takim obrazom, vremØ raboty s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ ravno koliqestvu list~ev v dereve rekursii. �to koliqestvo, v svo¸ oqered~, ravno maksimal~nomu iz rexeniæ rekurrentnyh neravenstv, sootvetstvu¸wih verxinam dereva rekursii (sm., napr., [2]).

Lemma 2. Na xage 4 algoritm proizvodit rasweplenie, sootvet-

stvu¸wee v naihudxem sluqae rekurrentnomu neravenstvu T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 5) na koliqestvo list~ev v dereve rekursii.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim formulu F posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ. ˚sno, qto F soderßit tol~ko 3-klozy, F ne soderßit svØzannyh klozov, klozov s dvumØ ili tremØ unikal~- nymi peremennymi i zamknutyh podformul.

Predpoloßim, qto F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), (ax_4y_4). Zametim, qto posle prisvaivaniØ a znaqeniØ True pravila preobrazovaniØ izmenØ¸t formulu sledu¸wim obrazom: x_1 = y_1, x_2 = y_2, x_3 = 0, y_3 = 0, x_4 = 0, y_4 = 0. PoluqennaØ formula ne soderßit peremennyh, sootvetstvu¸wih literalam a, x_1, x_2, x_3, y_3, x_4, y_4 (otmetim, qto vse ffti peremennye razliqny, tak kak formula ne soderßit svØzannyh klozov). Sledovatel~no,

124 A. S. KULIKOV koliqestvo peremennyh poluqennoæ formuly hotØ by na 7 men~- xe, qem koliqestvo peremennyh F . Analogiqno, takaØ ße ocenka poluqaetsØ dlØ formuly, poluqennoæ prisvaivaniem a znaqeniØ False. Takim obrazom, fftomu sluqa¸ sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n − 7) + T (n − 7). Analogiqnym obrazom poluqaem rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n − 8) + T (n − 6) v sluqae, kogda F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), (ax_4y_4). Sluqa¸, kogda F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), (ax_4y_4), sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n−9)+T (n−5). � Zametim, qto esli uslovie xaga 4 ne vypolneno dlØ formuly F , to F ne soderßit peremennyh, vstreqa¸wihsØ v neæ bolee treh raz. Takim obrazom, dlØ xagov 5–7 peremennaØ, sootvetstvu¸xaØ literalu a, vstreqaetsØ v formule lix~ v klozah, rassmatrivaemyh na fftih xagah.

Lemma 3. Na xage 5 algoritm proizvodit rasweplenie, sootvet-

stvu¸wee v naihudxem sluqae rekurrentnomu neravenstvu T (n) ≤ T (n − 7) + T (n − 6) na koliqestvo list~ev v dereve raswepleniØ.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto F udovletvorØet uslovi¸ xaga 5. Zametim, qto formula ne soderßit klozov s dvumØ unikal~nymi peremennymi, pofftomu, ne umalØØ obwnosti, sqitaem, qto x_1 ne ØvleØtsØ unikal~nym.

Rassmotrim formulu F [a]. V silu togo, qto literal x_1 ne ØvlØetsØ unikal~nym, formula F soderßit kloz, soderßawiæ literal, rodstvennyæ x_1. Pust~ fftim klozom budet (x_1t_1t_2) (analiz sluqaØ, kogda F soderßit kloz (x_1t_1t_2), analogiqen i bolee prost). Primenim vse vozmoßnye pravila preobrazovaniØ k formule F [a]. Togda budut sdelany takie zameny: x_1 = 0, y_1 = 0, x_2 = y_2, x_3 = y_3, t_1 = t_2. Oboznaqim poluqennu¸ formulu qerez F_1. Seæqas my dokaßem, qto F_1 soderßit hotØ by na 6 peremennyh men~xe, qem F . DlØ fftogo my dolßny pokazat~, qto zamena t_1 = t_2 umen~xaet koliqestvo peremennyh, t.e. qto zamena ne ffkvivalentna ni odnoæ iz zamen x_2 = y_2, x_3 = y_3 i qto po kraæneæ mere odin iz literalov t_1, t_2 ne ØvlØetsØ rodstvennym ni k odnomu iz literalov a, x_1, y_1. ˚sno, qto F_1 ne soderßit peremennyh, sootvetsvu¸wih literalam a, x_1, y_1, x_2, x_3. Zametim, qto t_1 i t_2 ne ØvlØ¸tsØ rodstvennymi ni k odnmu iz literalov a i y_1 (v protivnom sluqae F soderßala by svØzannye klozy).

VERHN˚˚ OCENKA O(2^{0.16254n}) DL˚ X3SAT 125 OstaetsØ pokazat~, qto sluqaæ, kogda x_i ∼ t_1 i y_i ∼ t_2 (gde i = 2 ili 3), nevozmoßen. �to verno, tak kak v protivnom sluqae sootvetstvu¸wie klozy byli by svØzannymi.

Teper~ rassmotrim formulu F [a]. OpØt~ ße sqitaem, qto x_1, x_2 ne ØvlØ¸tsØ unikal~nymi. Formula F soderßit kloz (x_2t_3t_4) ili kloz (x_2t_3t_4), gde literaly t_3 i t_4 ne ØvlØ¸tsØ rodstvennymi literalam a i y_2. Predpoloßim, F soderßit kloz (x_2t_3t_4) (ostavxiæsØ sluqaæ analogiqen). Primnenim vse vozmoßnye pravila preobrazovaniØ F [a]. �to izmenit formulu sledu¸wim obrazom: x_2 = 0, y_2 = 0, x_3 = 0, y_3 = 0, x_1 = y_1, t_3 = t_4. Oboznaqim poluqennu¸ formulu qerez F_2. V silu togo, qto F ne soderßit svØzannyh klozov, hotØ by odin iz literalov t_3 i t_4 ne ØvlØetsØ rodstvennym ni x_1, ni y_1. Po toæ ße priqine sluqaæ, kogda kaßdyæ iz literalov t_3 i t_4 ØvlØetsØ rodstvennym odnomu iz literalov x_2, y_2, x_3, y_3, nevozmoßen. Sledovatel~no, prisvaivanie t_3 = t_4 udalØet ewe odnu peremennu¸ formuly. F_1 soderßit hotØ by na 7 peremennyh men~xe, qem F .

Takim obrazom, fftomu sluqa¸ sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo: T (n) ≤ T (n − 7) + T (n − 6). � Lemma 4. Na xage 6 algoritm proizvodit rasweplenie, sootvet-

stvu¸wee v naihudxem sluqae rekurrentnomu neravenstvu T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4) na koliqestvo list~ev v dereve raswepleniØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim formulu, udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ xaga 6, posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ. Pust~ C = (p_1p_2z).

Predpoloßim, C soderßit literal, rodstvennyæ x_3. V silu togo, qto F ne soderßit svØzannyh literalov i ne udovletvorØet uslovi¸ xaga 5, C = (x_1x_2x_3) ili C = (x_1x_2x_3). Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto C = (x_1x_2x_3). Pravila preobrazovaniØ izmenØ¸t formulu F [x_3] sledu¸wim obrazom: x_2 = 0, x_1 = 1, a = 0, y_1 = 0, y_2 = 1, y_3 = 0, t_1 = 0, t_2 = 0. Formula, poluqennaØ posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ k F [x_3], soderßit po kraæneæ mere na 4 peremennye men~xe, qem F . Takim obrazom, fftomu sluqa¸ sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4).

Teper~ rassmotrim sluqaæ, kogda C soderßit literal, rodstvennyæ y_3. Neobhodimo rassmotret~ dva sluqaØ: C = (x_1x_2y_3) ili C = (x_1x_2y_3) (sluqaæ C = (x_1x_2y_3) analogiqen, drugie sluqai nevozmoßny po priqine togo, qto formula ne soderßit svØ-

126 A. S. KULIKOV zannyh klozov). Pust~ C = (x_1x_2y_3). Takim obrazom, F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), (x_3t_1t_2), (x_1x_2y_3). Pravila preobrazovaniØ izmenØ¸t formulu F [x_3] sledu¸wim obrazom: t_1 = 0, t_2 = 0, a = 0, y_3 = 0, y_1 = x_1, y_2 = x_2, x_1 = x_2. PoluqennaØ formula soderßit po kraæneæ mere na 8 peremennyh men~xe, qem F . Oboznaqim teper~ qerez F_1 formulu, poluqennu¸ iz F prisvaivaniem x_3 = 0. Zametim, qto F_1 soderßit kloz (ay_3). Znaqit, pravilo 3 zamenØet F_1 na F_1[y_3 = a], v qastnosti, ono zamenØet kloz (x_1x_2y_3) na kloz (x_1x_2a). Klozy (x_1x_2a) i (ax_1y_1) ØvlØ¸tsØ svØzannymi. Sledovatel~no, pravilo 6 izmenØet formulu sledu¸wim obrazom: x_2 = 0, y_1 = 0, x_1 = a. Takim obrazom, pravila preobrazovaniØ proizvodØt takie izmeneniØ v formule F [x_3]: t_1 = t_2, x_2 = 0, y_1 = 0, y_3 = a, x_1 = a, y_2 = a. PoluqennaØ formula soderßit hotØ by na 7 peremennyh men~- xe, qem F . Znaqit, fftomu sluqa¸ sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n − 8) + T (n − 7). Analogiqno, v sluqae C = (x_1x_2y_3) F [x_3] soderßit po kraæneæ mere na 9 peremennyh men~xe, qem F (a = 0, y_3 = 0, t_1 = 0, t_2 = 0, x_1 = 0, x_2 = 0, y_1 = 1, y_2 = 1), a F [x_3] soderßit po kraæneæ mere na 5 peremennyh men~- xe, qem F (y_3 = a, t_1 = t_2, x_1 = a, y_1 = x_2). I sootvetstvu¸wee fftomu sluqa¸ rekurrentnoe neravenstvo imeet sledu¸wiæ vid: T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 5). �

Lemma 5. Na xage 7 algoritm proizvodit rasweplenie, sootvet-

stvu¸wee v naihudxem sluqae rekurrentnomu neravenstvu T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4) na koliqestvo list~ev v dereve raswepleniØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim formulu F , soderßawu¸ klozy

(ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3) (analogiqno predyduwim lemmam my predpolagaem, qto nikakoe pravilo preobrazovaniØ ne primenimo k F ). Ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto literaly x_1, x_2, x_3 ne ØvlØ¸tsØ unikal~nymi. Oboznaqim qerez S mnoßestvo literalov, rodstvennyh odnomu iz literalov a, x_1, y_1, x_2, y_2, x_3, y_3.

Predpoloßim, F soderßit kloz (x_it_1t_2), gde t_1 ∉ S, t_2 ∉ S. Oqevidno, fftomu sluqa¸ sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4).

Dopustim teper~, qto F soderßit kloz (x_it_1t_2), gde t_1 ∉ S, t_2 ∉ S. V silu togo, qto F ne udovletvorØet uslovi¸ xaga 6, v F est~ ewe odin kloz, soderßawiæ literal iz S i literal ne iz S (oboznaqim fftot literal qerez w). (Napomnim, qto x_1, x_2, x_3 ne

VERHN˚˚ OCENKA O(2^{0.16254n}) DL˚ X3SAT 127 ØvlØ¸tsØ unikal~nymi i, sledovatel~no, dolßny formirovat~ hotØ by dva takih kloza; esli ße oni formiru¸t vsego odin kloz literalov, rodstvennyh im, to kloz (x_it_1t_2) udovletvorØet uslovi¸ xaga 6.) ˚sno, qto pravila preobrazovaniØ udalØ¸t w iz formuly F [a]. Takim obrazom, fftomu sluqa¸ takße sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4).

Rassmotrim teper~ ostavxiæsØ sluqaæ, to est~ sluqaæ, kogda F ne soderßit kloza, sostoØwego iz literala iz S i dvuh literalov ne iz S. V silu togo, qto peremennye, sootvetstvu¸wie literalam mnoßestva S, ne formiru¸t zamknutu¸ podformulu i qto F ne udovletvorØet uslovi¸ xaga 6, F soderßit kloz (xyt), gde x ∈ S, y ∈ S, t ∉ S. Pravila preobrazovaniØ izmenØ¸t formulu F [a] sledu¸wim obrazom: x_1 = 0, y_1 = 0, x_2 = 0,y_2 = 0, x_3 = 0, y_3 = 0, t = 0 ili t = 1 (ffto zavisit ot literalov x i y). Zametim, qto peremennye, sootvetstvu¸wie literalu t i literalam mnoßestva S takße ne formiru¸t zamknutu¸ podformulu, sledovatel~no, odna iz fftih peremennyh vstreqaetsØ v kakom-to kloze vmeste s drugoæ peremennoæ. ˚sno, qto pravila preobrazovaniØ udalØ¸t fftu novu¸ peremennu¸ iz F [a]. Takim obrazom, formula F [a] soderßit po kraæneæ mere na 9 peremennyh men~xe, qem F . Itak, fftomu sluqa¸ sootvetstvuet rekurrentnoe neravenstvo T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4). �

Teorema 1. Algoritm X3SAT korrektno proverØet toqnu¸ vy-

polnimost~ formuly v 3-KNF, soderßaweæ n peremennyh, za vremØ O(τ^n), gde τ = 1.11925266 . . . – edinstvennyæ poloßitel~nyæ koren~ uravneniØ x�^9 + x�^4 = 1.

Dokazatel~stvo. Korrektnost~. Korrektnost~ pravil preobrazovaniØ naxego algoritma pokazana v lemme 1. Posle primeneniØ pravil preobrazovaniØ formula F soderßit peremennu¸, vhodØwu¸ v formulu po kraæneæ mere tri raza (v protivnom sluqae formula ØvlØetsØ prostoæ). Pust~ a – literal, sootvetstvu¸- wiæ fftoæ peremennoæ. ˚sno, qto F udovletvorØet uslovi¸ xaga 5 ili uslovi¸ xaga 7 naxego algoritma (esli F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), to ona udovletvorØet uslovi¸ xaga 5, a esli F soderßit klozy (ax_1y_1), (ax_2y_2), (ax_3y_3), to ona udovletvorØet uslovi¸ xaga 7).

VremØ raboty. VremØ raboty naxego algoritma s toqnost~¸ do polinomial~nogo somnoßitelØ ravno koliqestvu list~ev v dereve rekursii, kotoroe ØvlØetsØ naibol~xim rexeniem re-

128 A. S. KULIKOV kurrentnyh neravenstv, sootvetstvu¸wih verxinam fftogo dereva (sm. zameqanie 1). V predyduwih lemmah dokazano, qto v naihudxem sluqae koliqestvo list~ev est~ rexenie neravenstva T (n) ≤ T (n − 9) + T (n − 4), t.e. τ^n. �

Blagodarnosti. Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ �. A. Girxu za privleqenie ego vnimaniØ k zadaqe i za rØd cennnyh zameqaniæ, pozvolivxih znaqitel~no uluqxit~ kaqestvo raboty.

Literatura

1. E. A. Hirsch and A. S. Kulikov, A 2n/6.15-time algorithm for X3SAT. — PDMI Preprint 13/2002, Available from: http://www.pdmi.ras.ru/preprint/2002/02-13.html.

2. O. Kullmann and H. Luckhardt, Deciding propositional tautologies: Algorithms and their complexity. Manuscript (1997), Available from: http://cs-svr1.swan.ac.uk/¸csoliver/.

3. B. Monien, E. Speckenmeyer, and O. Vornberger, Upper bounds for Covering Problems. — Methods of Operations Research 43 1981, 419–431.

4. S. Porschen, B. Randerath, and E. Speckenmeyer, X3SAT is decidable in time

O(2^{n/5}). in: Proceedings of the Fifth International Symposium on the Theory

and Applications of Satisfiability Testing (SAT 2002) 2002, pp. 231–235. 5. S. Porschen, B. Randerath, and E. Speckenmeyer, Exact 3-Satisfiability is Decidable in Time O(20.16254n). — Manuscript, 28th June (2002), 26p.

6. T. J. Schaefer, The complexity of satisfiability problems. — in: Conference Record of the Tenth Annual ACM Symposium on Theory of Computing, San Diego, California, 1–3 May 1978, ACM (1978), pp. 216-226.

Kulikov A. S. An upper bound O(2^{0.16254n}) for Exact 3-Satisfiability: a simpler proof.

The exact 3-satisfiability problem (X3SAT) is: given a Boolean formula in 3-CNF, find a truth assignment, such that exactly one literal in each clause is set to true. It is well-known that X3SAT is NP-complete. In this paper, we present an exact algorithm solving X3SAT in time O(2^{0.162536n}), where n is the number of variables. Our proof of this bound is slightly simpler than one of Porschen, Randerath, and Speckenmeyer. These proofs are independent (and algorithms are slightly different), though they are based on the same ideas appeared in the proof of the previous bound O(2^{0.186916n}) by the same authors.

Postupilo 15 dekabrØ 2002 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail:ask@AK8436.spb.edu